Théoréme de Weierstrass par Bernstein

H. QUEFFELEC, C. ZUILY, Analyse pour l’agrégation, 4° édition, Dunod. Théoréme I1.3 page 518 pour le théoréme et
Exemple IV.1 page 247 pour le lemme.

Recasage : 201, 202, 209, 228, 241, 260, 264.

Théoréme 1

Soient f : [0,1] — C une fonction continue et w son module de continuité uniforme :

Vh20,  w(h)=sup{|f(z) = fW)l |z —yl < h}.

- ok

Pour n > 1, on pose B, = E (Z) Xk —x)nhy () Alors

n
k=0

3 1
Vn > 1 “B. < w(—
w2l =Bl < 3w ()

et cette estimation est optimale.

On aura besoin des résultats suivants sur le module de continuité uniforme d’une fonction continue.
Lemme 2

w est une fonction croissante, sous-additive, telle que

VhoA>0,  w(Ah) < (A + Dw(h).

> = Sih <A alors {|f(x) = f(y)l, [z —yl < h} C{[f(z) = f(y), | — y| < h'} donc w(h) < w(h).
— Sih,h €Ry et |z —y| <h+H, soit z tel que [z —z| < het|z—y| <h'. Alors

[f(@) = f)l < £ (@) = FR)+1f(2) = )] < w(h) +w(h)

donc w(h + h') < w(h) +w(h).
— On en déduit par récurrence que Vn € N, w(nh) < nw(h).
— Soit A, A > 0. Comme [A] < X < [A] + 1, d’aprés les points précédents :

w(Ah) < w(([A] + Dh) < (A + Dw(h) < (A +Dw(h).

O

On peut désormais démontrer le théoréme.
> Soit « € [0,1]. Considérons (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli b(z) et
n

S, = ZX"“' On a E[S,] = nz et Var(S,) = nz(l —x) et
k=1

D)5 0 ()-neo

0

) - Bl = [E [0 1 (32)]| < [| 0 1 (22)

D’aprés le lemme, on a donc

Alors,

Sh 1
|f(x) — Bp(z)] < (\/E]E{x} +1)w<)
n n
n 1
< 1++v/nllz—- == w
1 n
n 1
< 1+vnl|lz - = w
M- <0l 2 n
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n

or =5 5] e o 5] = (32) = T g
() = Ba(@)| < (1 -+ (1 — 2))w (\}ﬁ) <2 (\}ﬁ)
Ainsi, |f ~ Bul., < 2w (\/15) 0

1
Exhibons une fonction f telle que ||f — B, > Cw () avec C' > 0. Considérons f : x € [0,1] —

N

1
— —|. D’apre
T 2’ apres

la deuxiéme inégalité triangulaire, w(h) < h. De plus,

RO

no 2 n
ol pour tout k on a posé ¢ = 2X;, — 1 de sorte que les (g,,)n>1 sont indépendantes et suivent la loi de Rademacher.
On conclut grace au lemme suivant.

Lemme 3 (Khintchine)

n
et bl 2 /2

1
E[2S, —n] = %E[E1 + -t ey

Eflsgl] o [E[sg]l

> Notons s =e1 + -+ &,. Soit g € L. On a El|sg|] < ||s]|; [|g]| ., donc si g # 0, ||s||; > > .
l9lle — N9l

n

y
Posons g = H (1 +i—L ). Alors
Vn

j=1
n n

[y < IV -ve

j=1 j=1

n 52
o)l =TT+

car 14+ z < e”,Vz. Ainsi, ||g|| , < Ve. De plus,

E[sg]zkzn:_lﬂ*] 5kf[1(1+i\8/%) izn:ﬂ«:[gk <1+if/’%)]= . Ln:z\/ﬁ

k=1

n
||51+"'+5n||121/g-

Ainsi,
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