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Théoréme 1 (Deuziéme théoréme de Dini)

Soit (fn)nen une suite de fonctions réelles croissantes’ définies sur un segment [a,b] de R. Si (f,)nen converge
simplement vers une fonction f continue sur [a, b], alors la convergence est uniforme.

> — f est continue sur le compact [a, b] donc, d’aprés le théoréme de Heine, f y est uniformément continue. Soit £ > 0.
Il existe donc n > 0 tel que
Vo,y € ab],  Jr—yl<n = |fx)-[fy)l<e
— Donnons-nous une subdivision @ = 29 < 21 < --- < z, = b de pas < 1. Comme f,(z;) P f(z;) pour tout

i€ {l,...,p}, il existe N > 0 tel que
Vn >N,  |f(zi) = fulzi)| <e.

— Soient = € [a,b] et i tel que = € [z;,x;41]. On a, comme les f,, sont croissantes,

|f(z) — fu(2)] |f(z) = f(@i)| + [f(2:) = frlma)] + | fulzi) — ful(2)]

et+e+ fulx) — fu(z)

2e + fn(xi-H) - fn(xi)

§€ + [ fa(@iv1) = f(@ip)| + [f(@igr) — f(@a)] + (i) = fulzi)]
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Théoréme 2
Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires iid. Soit F' la fonction de répartition commune des X,,. Pour t € R et
n € N*, on pose

1 n
Fu(t) = > Lix, <oy
k=1

Alors, presque strement, sup |F,,(t) — F(t)] — 0.
teR n—-+4oo

> D’aprés la loi forme des grands nombres, F,(t) —+> F(t) presque strement. On veut une convergence uniforme en
n—-+0oo

t. Comme les F, sont croissantes, on pense au théoréme de Dini. Probléme : il n’y a pas de continuité et on ne travaille
pas sur un compact. On s’y raméne grace a l'inverse généralisé.

Lemme 3
On définit F< :u € [0,1] — inf{x € R, F(z) > u}. On a :

Ve e R,Vue[0,1], FT(u) <z <+ u < F(x).

> — Si F(u) <z alors il existe y < x tel que F(y) > u. Comme F est croissante, F(z) > F(y) > u.
—Siu< F(z)alors z € {y € R, F(y) > u} donc z > inf{y € R, F(y) > u} = F (u). O

Corollaire 4

Si Y est une variable aléatoire réelle de fonction de répartition G et U ~ U([0,1]) alors G™(U) a la méme loi que Y.

> OnaP(GT(U)<z)=PU < G(x)) = G(x). O

— On se rameéne alors au cas de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur [0,1]. Soit (Up,)nen une suite de variables
indépendantes suivant la loi normale sur [0, 1]. On a 1'égalité de loi suivante :

1 — 1 —
F,(t)— F(t)| ~ — 1ipe — F(t = — 1 — F(t
igﬂg| n(t) (t)] ig}g n; {F<(Up)<t} (t) ig}g n; U <F(t) (t)
1 n
< sup |— 1y, <5y — S| .
s€[0,1] ”; {Ohed

1. Contrairement & ce qui est écrit dans le Gourdon, il n’est pas nécessaire que les f, soient continues.
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Il suffit donc de traiter le cas de variables uniformes sur [0, 1].

— D’aprés la loi forte des grands nombres, pour tout s € [0,1], il existe Ny C Q2 tel que P(N,) =0 et

n—-+oo

C 1 .
VYw € Ng, ﬁzl{Uk(w)SS} — s.
k=1

Comme une réunion dénombrable de négligeables est négligeable, il existe N C € tel que P(N) =0 et

n—-+o0o

C 1 S
Vs €[0,1]NQ,Vw € N¢, - ;; L, (w)<s) —— 8-

C’est encore vrai pour tout s € [0, 1]. En effet, soient s € [0,1], e >0 et w € N. Il existe p,g € Q tels que s —e <p < s <

1 n
q < s+e. Comme s +— — E 1y, (w)<s) est croissante,
n <
k=1

1 1 1«
PO DR (CABEN ) B FENBEN e P SN EN)
k=1 k=1 k=1

d’ou

1 « 1 —
s —e < liminf — Z 1, (w)<sy < limsup — Z Ly, w<sy < s+e,
k=1 "

n—+oo n —4o00 N —1

d’oul le résultat.

— On a donc montré, pour w € N€,
n

* § = — Z 14y, (w)<s} €st croissante pour tout n € N,
n <

k=1
n

1 .
* ﬁ ; l{Uk(w)Ss} m s et s — s continue.

D’aprés le théoréme de Dini, on a donc convergence uniforme presque partout.
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