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Proposition 1

Soit f: Ry — Ry de classe C*° telle que Vp € N,Vx > 0, (—1)pf(p) (x) > 0. On suppose de plus que f(n) T) 0.
n (oo}
Alors, la série Z(—l)"f(n) converge et, pour tout p € N,
n>0
+oo p—1
n AP f(0)
(D))=
n=0 n=0
AP f(0
avec |Rp| < 1A77(0) 0,0t Af :x e Ry — f(z) — f(xz +1).
2p p—+o00
> La série Z ) converge d’aprés le critére des séries alternées.
n>0
— Montrons, pour tout suite (u,)nen de réels positifs décroissante vers 0, que pour tout p € N, la série Z )" APy,
n>0
converge et
+o0 p—1 An’LLO 1 +o0
S =T A LS Capar,
n=0 n=0 n=0
ol (Aup)nen = (Un — Un+1)nen. On proceéde par récurrence sur p € N.
*p=0":ok.
*p—p+1:Soit NeN.
N N N N N+1
D (=1 AP, = 3 (1) AUy, — Y (—1)" APupyy = Y (—1)" APy, + Z 1)" APu,,
n=0 n=0 n=0 n=0
donc, par hypothése de récurrence, la série Z 1)" APu,, converge et
n>0
+o0 +oo p—1 Anu
Y (-1)rartiy, =2 Z D" APy — Mg = 277 (3 0(<1)"un = 3 S | = APug
n=0 n=0 n=0 n=0
donc
+0oo P Anuo 4y,
1)y = )EAP
S tru= 35 ok Sy
n=0 n=0

— Posons, pour n € N, u,, = f(n). Par hypothése, f et —f’ sont positives sur R, donc (u,) est positive et décroissante.
De plus, par hypothése, u, —+> 0. D’aprés ce qui précéde, pour tout p € N,

n—-—+0oo
+00 p—1 +oo
n APf(0) | 1 n
St =3 SEY 4 S ).
n=0 n=0 n=0
Ry
— Pour démontrer la majoration sur R,, montrons que la série Z 1)"AP f(n) vérifie le critére des séries alternées,
n>0

car alors la somme est inférieure & son premier terme.

— Montrons par récurrence sur p € N que Vf € C*°(Ry, R, ) telle que (—1)”f(") > 0 pour tout n € N, on a APf >0
sur R.
*p=0":ok.
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*p—p+1:Soit f € C®(R4y,R,) telle que (—1)"f(") > 0 pour tout n € N. Alors, —f' vérifie également cette
hypothése et, par hypothése de récurrence appliquée & —f', on a AP(—f") > 0 sur Ry. Mais AP(—f’) = —(APf)’ donc
AP f est décroissante sur R, donc APT! est positive.

— On a également montré que, pour tout p € N, (AP f(n)),en est décroissante. De plus, on a déja montré que, pour
tout p € N, Z(—l)"A” f(n) converge donc, en particulier, A? f(n) e 0. Ainsi, d’aprés le critére des séries alternées,
n—-+oo
n>0
A7 £(0)]

— Enfin, pour tout p € N, APT! £(0) = AP f(0) — AP f(1) < AP f(0) donc la suite (A” f(0)),en est décroissante. Ainsi,
——

>0
0
|R,| < 1) —— 0.
2P p—+oo
|
s . . 1
Application : On considére f:z € Ry — o Pour tout p € N,
x
®) () — (=D
Vo € Ry, f (x)_(a:Jrl)PH'
AP 1 2 An
Pour p =30, on a 2{;?0) = 57 % 950 <4 x 10~ donc Z 27%(10) est une valeur approchée a moins de 4 x 107! prés
n=0
de In 2.
- = 30 x 31
On a A" f(0) = Z (Z) (=1)* f(k) donc I'évaluation précédente requiert Z(n +1)= 5 = 465 additions.
k=0 n=0
Or, d’aprés la majoration obtenue par le critére des séries alternées,
465 1
In2— -H" < — > 0,002.
465
De fait, In2 — » "(=1)"f(n) > 107°.
n=0
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