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Ce document a pour but d’illustrer, à l’aide de Scilab, quelques éléments de la théorie des
martingales à temps discret. Dans une première partie, on met en évidence les propriétés fonda-
mentales des martingales (stationnarité de l’espérance, théorème d’arrêt, convergence). La seconde
partie est consacrée à l’étude des arbres de Galton–Watson, un exemple classique d’utilisation des
martingales. Les exercices à traiter en priorité sont indiqués en rouge.

1 Mise en évidence des propriétés des martingales

On rappelle qu’une suite de variables aléatoires réelles (Mn)n≥0 est une sur/sous/martingale
par rapport à une filtration Fn si pour tout n ≥ 0 :

— Mn est intégrable i.e. E[|Mn|] < +∞,
— Mn est Fn−mesurable,
— E[Mn+1|Fn] ≤Mn (sur), E[Mn+1|Fn] ≥Mn (sous), E[Mn+1|Fn] =Mn martingale.

1.1 Sur la propriété de martingale

En particulier, selon que la suite Mn est une sur/sous/martingale, la suite des espérances
E[Mn] est décroissante/croissante/constante. Si l’on collecte plusieurs échantillons d’une suite
de données, cette propriété fondamentale permet ainsi de “décider” si les données en questions
correspondent ou non à des réalisation d’une martingale.

Exercice 1 Constance de l’espérance
Les vecteurs de données X et Y téléchargeables ici et là correspondent chacun àm = 200 réalisations
deux suites de variables aléatoires (Xn)1≤n≤10 et (Yn)1≤n≤10.

1. Qui de (Xn) et (Yn) vous semble être une martingale ?
2. La suite qui n’est pas une martingale est en fait une sous-martingale dont le compensateur

est déterministe. Estimez ce compensateur.

1.2 Sur le théorème d’arrêt

Étant donnés une martingale (Mn) par rapport à une filtration Fn et un temps d’arrêt T pour
cette même filtration, un théorème d’arrêt est un résultat du type

E[MT ] = E[M0].

Un tel résultat ne peut être valide que sous des hypothèses raisonnables sur la martingaleMn et/ou
sur le temprs d’arrêt T . Les cas extrêmes où le théorème d’arrêt s’applique sont les suivants :

— la martingale Mn est quelconque et le temps d’arrêt T est (déterministiquement) borné ;
— le temps d’arrêt T est quelconque et la martingale Mn est uniformément intégrable.

On peut bien sûr considérer des hypothèses mixtes sur T et Mn, Cf les rappels de cours.

http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~eluir933/enseignements/TPagreg/mart1.xls
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~eluir933/enseignements/TPagreg/mart2.xls


Exercice 2 Fixation dans le modèle de Wright–Fisher
Soient k et N deux entiers tels que 0 < k < N . On définit par récurrence une suite (XN

n )n≥0 de
la façon suivante : XN

0 := k et pour pour tout n ≥ 0 et i ∈ {0, . . . , N}, la loi de XN
n+1 sachant

que XN
n = i est la loi binomiale B(N, i/N). On vérifie aisément que la suite (XN

n )n est une
martingale bornée par rapport à sa filtration naturelle. On introduit enfin le temps de fixation
T := inf{n ≥ 0, XN

n = 0 ou XN
n = N}.

1. Écrire un programme qui prend en entrée les entiers k,N, n et qui génère et trace une
trajectoire (XN

i )0≤i≤n.
2. À l’aide de la méthode de Monte-Carlo, illustrer le théorème d’arrêt au temps T .
3. Estimer les probabilités de sortie P(XN

T = 0) et P(XN
T = N).

1.3 Convergence des martingales

L’équation de structure E[Mn+1|Fn] = Mn qui définit la notion de martingale est très rigide
et permet, via lemme des montées de Doob par exemple, de contrôler précisément les fluctuations
de la suite (Mn). Des contraintes faibles assurent alors la convergence de cette suite :

— si Mn est minorée/majorée alors Mn converge presque sûrement,
— si Mn est bornée dans Lp pour p > 1, alors elle y converge,
— Mn converge dans L1 ssi elle est uniformément intégrable.

Exercice 3 Convergence des martingales
Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi N (0, 1). On introduit les suites

Mn :=
n∑

i=1

Xi

i
, Nn :=

n∑
i=1

Xi√
i
.

1. Montrer que la suite (Mn) est convergente (en quel sens ?). Illustrer cette convergence.
2. Quelle est la loi de la limite M∞ de la suite (Mn)n ? L’illustrer en traçant en superposant

un histogramme empirique et la densité limite.
3. La suite (Nn) est-elle convergente ?
4. Normaliser la suite (Nn) de sorte qu’elle converge en loi vers une limite gaussienne non-

triviale. Illustrer cette convergence.

Exercice 4 Urne de Polyá.
Une urne contient initialement N0 boule noires et B0 boules blanches. On tire une boule au hasard
(uniformément) dans l’urne, on regarde sa couleur, puis on la replace dans l’urne en ajoutant une
boule de la même couleur, de sorte qu’après l’instant 1, il y a maintenant N1 boules noires et
B1 boules blanches. On itère ensuite la même procédure. On note Nk et Bk le nombre de boules
noires/blanches après le k−ième tirage. On vérifie alors aisément que la suite (Xk)k≥0 définie par
Xk := Bk

Bk+Nk
est une martingale bornée.

1. Écrire un programme qui prend en entrée des entiers positifs N0, B0 et n et qui génère et
trace une trajectoire de longueur n de la martingale (Xk)0≤k≤n.

2. Mettre en évidence la convergence de la martingale (Xk)k≥0.
3. On montre que la loi limite est la loi beta β(N0, B0). Illustrer ce résultat en superposant la

densité limite et un histogramme empirique.
4. Particulariser au cas N0 = B0 = 1. Quelle est la loi de Xk, la loi limite ?



2 Un exemple classique d’utilisation des martingales

Exercice 5 Arbres de Galton–Watson géométriques
On rappelle que la loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1/2] sur N est la loi P =

∑
i≥0 p q

iδi où
l’on a posé q := 1 − p. Soit (Xn,k)n≥1,k≥1 une famille de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi P . On définit par récurrence une suite (Zn)n≥0 telle que Z0 := 1
et pour n ≥ 0 :

Zn+1 :=

Zn∑
k=1

Xn+1,k.

La suite Zn représente le nombre d’individus à la génération n d’un arbre de Galton–Watson de
loi de reproduction P . On adopte ici la convention

∑
∅ = 0 de sorte que si Zn = 0 alors Zn+1 = 0.

On désigne par T := inf{n ≥ 0, Zn = 0} ∈ N ∪ {+∞} le temps d’extinction de l’arbre. On note
m := E[Z1] et σ2 = E[Z2

1 ]− E[Z1]
2 ∈ R+.

1. Écrire un programme qui prend en entrée un entier n ∈ N, le paramètre p, et qui génère et
trace une trajectoire (Zk)k=0...n.

2. On montre aisément que la suite (Zn/m
n) est en fait une martingale. À n fixé (petit), utiliser

la méthode de Monte-Carlo pour vérifier numériquement que l’on a bien E(Zn) = mn.

3. Lorsque la loi de reproduction est la loi géométrique de paramètre p, la probabilité d’extinc-
tion P(T < +∞) est égale à p/q. Retrouver numériquement ce résultat.

4. On suppose ici que m = 1. Par la méthode de Monte-Carlo, mettre numériquement en
évidence les fait suivants :

(a) limn→+∞ nP(Zn > 0) = 2/σ2 ;

(b) L(Zn/n|Zn > 0) tend lorsque n tend vers l’infini vers la loi exponentielle E(2/σ2).
5. Lorsque m > 1, mettre en évidence la convergence de la suite Yn := Zn/m

n vers une variable
aléatoire Y∞. Vérifier numériquement que E[Y∞] = 1 et var(Y∞) = σ2/(m2 −m) .
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