Théoréme de Banach-Alaoglu et optimisation.

Théoréme 0.1
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé séparable. Soit (T},),<1 une suite bornée de formes linéaires continues.

Alors il existe une sous-suite (7T}, )i et une forme linéaire continue T' € L.(E) telles que :

Ve € E, T, (x)— T(x) dans K.

Démonstration.
Soit (zp)p>1 une suite dense dans E (E étant séparable).
Montrons que pour tout p > 1, la suite (T, (zp))n>1 est bornée. Soit p > 1. On a :

Vn =1, [To(xp)| < |Tull llzpll < Mllzy|]-

On applique le procédé diagonal, il existe une suite (ny)x telle que pour tout p > 1, la suite (T}, (x,)), converge
vers un ¢élément de K noté T'(xy,).

Soit © € E. Montrons que (T),, (x))r converge dans K.
Soient € > 0 et p > 1 tels que ||x — xp|| < e. Soit kg > 1 tel que

Vi k' > ko |Tn,(2p) — T, (2p)] < e
Alors pour tout k, k' > ko,
Ty () = Ty ()| < [Ty () = T ()| + | T (2) = T ()| + [Ty () = Ty, ()]
< Mz — @l + & + Mo — o]
< (2M + 1)e.
Donc (T, (x))r est une suite de Cauchy dans K donc converge vers une limite notée T'(x).

On vérifie alors que x — T'(x) est linéaire et continue (on utilise pour cela la continuité de la somme, du produit et
la norme). O

Théoréme 0.2

Soit H un espace de Hilbert séparable et J : H — R continue, convexe et coercive (ie que | ‘1|im J(z) = +00).
z||—+o00

Alors infy J > —o0 et il existe a € H tel que J(a) = i%f J.

Démonstration.

Soit (7,), € HY une suite minimisante : lim J(x,) = infg J.
n—-+oo

» Montrons que (z,), est bornée.
Supposons que (z,,), ne soit pas bornée. Il existe alors une ¢ : N — N strictement croissante tel que x,(,) — +00.
Comme J est coercive, on a donc lim J(x(,)) = +00. Absurde.
n—-+4oo
» Montrons qu’il existe une suite (ny)x et © € F tels que klim < Tp,,y >=<z,y > pour tout y € H.
—+0o0

Pour tout z € H, on note ¢, € L.(H,R) définie par

¢ x € H< 2>



On remarque que ||¢,|| = [|#]].
On consideére alors la suite bornée (¢, )n € L.(H,R)N. D’aprés le théoréme précédent, il existe une suite (ng)y et
¢ € L.(H,R) tel que pour tout y € H :

lim ¢,,, (y) = ¢(y).

D’aprés le théoréme de Riesz, il existe un unique x € H tel que ¢ = ¢,.

» Montrons que J(z) = i%f J.
Soit 8 > i%fJ. Posons Cg = {z € H | J(z) < 5}.

On a alors que C3 est :

% convexe car J est une application convexe ;

& fermé car J est une application continue;

% non vide par définition de la borne inférieure.

On définit alors 'opérateur de projection sur un convexe fermé p : H — Cp.

11 existe kg € N tel que pour tout k > kg, z,,, € Cg. Donc par caractérisation de la projection :
< Zp, —p(z),z —plx) ><0,

< Ty, x —p(T) >— < p(x),xr — p(x) ><0.

— <z, xz—p(x)>

k—+o00

Donc ||z — p(z)||* < 0.
D’ou & = p(x), c’est-a-dire que x € Cg.

Conclusion : Pour tout 8 > iréf J, J(z) < S ce qui montre que infy J > —oc0 et J(a) = i%f J.



