Estimateur du maximum de vraisemblance pour le paramétre d’une loi U(]0, 6]).

Théoréme 0.1

Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi Py = U([0, 9]),
avec 6 > 0.
On note 6,, 'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre §. Alors :

1. Hn = maxlgign Xz 5
— — n

2. 6, est biaisé car Eg[0,] = e 19;

3. 0,, est fortement consistant car 5; 0 Py—ps;
n—oo

n—00 n

_ 1 _ —ps 1
4. 0, est de vitesse — car n(0, —0) Poops, ¢ ()

Démonstration.

1. Le modeéle statistique ((RT)", {P§"}9>0, B(R®™)) est dominé par la mesure de Lebesgue sur (R*)" et donc
admet une vraisemblance :

07" si0<xy,..,x, <0

0 sinon.

V0 >0, L,(z1,..,2,;0) = {

Donc lestimateur du maximum de vraisemblance vaut 6,, = maxj<;<, X; (tracer la courbe de L,, en fonction
de 6 pour s’en convaincre).

2. Déterminons la loi de 8,,. Soit ¢ € RT,

_ ) osit<o
Fy=(t) = Po(B, < t) = Po(¥i € [|L,nl), X; < 1) =Py(X; <1)" = (9) =
1 sinon.

On en déduit que la densité de 5,: vaut :

n0=5 (2)1 toat):

On calcule alors
. n

E[o]—/ ti~(t)dt = -~ et”dtn/t”dt 9
onl = R+ On 79” 0 79” 77’7/“"1 ’

Donc 5,: est un estimateur biaisé (on pouvait s’y attendre car 5; < OPyp—ps) mais est asymptotiquement sans

—

biais car lim Eg[f,] = 0.
n—+oo

3. Soit € > 0. On a :

_ _ _ _ _ 09— c\"
Py(|0, — 0] > 0) =Py(0, > e+ 0 ou Qn<0—5):P9(6n>5+0)+]P’9(9n<9—5):( 9€> .
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Pour ¢ suffisament petit, |TE| < 1 donc Z Py (\Qn -0 > 5) converge.

n>1
Alorsam&
n— o0
4.Soitt€R+etn>§:
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Pon@ T >0 —a (0-Lsg) —r (o) [P2n) AN /6
Q(Tl(_n) )— [ _ﬁ_n = o, _E = 9 = —@ n:zoe
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Donc Py(n(6 —5;) <t) 1 —e M0 doun(f —5;) SNy <;) et donc n(@:— 0) RN <1) .

n— oo

Soit a €]0, 1[.
Nous allons chercher un intervalle de confiance asymptétique pour 8 au niveau 1 — a.

Un calcul de fonction de répartition montre que, pour tout A > 0, A£(A) et £(1) ont les mémes lois.
Comme 6,, est consistant, on a, d’aprés le lemme de Slutsky :

o~

n(eg_\en) Po—L €(1>

Soient ¢ et g les quantiles respectifs d’ordre /2 et (1 — «/2) de la loi £(1), on en déduit un intervalle de confiance
asymptotique pour 6 au niveau (1 — «) :

1. En effet, si on note A, 1’événement {|§; — 0| > ¢}, on a d’aprés le lemme de Borel-Cantelli
En d’autres termes : Ve > 0,Pg — ps, In € N*, Vk > n, \5;: -0 <e.

En particulier : Vp € N*, 3N, Pg—négligeable, Vw € Ny, In € N*, Vk > n, \5; -0l <1/p.
On pose alors N = UpeN* Np; N est un événement Pg-négligeable et :

. 3 3 c —
: Pf’(lifﬁlc,%mn) =1
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Yw € N¢, ¥p € N*, 3n € N*, Vk > n, |05 (w) — 0] <



