Tests multiples d’un continuum d’hypotheses

GRELA Fabrice

Rapport de stage
Stage effectué du ler avril au 22 juin 2018

IRMAR

Université Rennes 2

Encadrants: Magalie FROMONT et Ronan LE GUEVEL






Table des matiéres

I1  p—valeurs et tests d’une seule hypothése.|
II.1 Fonction de répartition et inverse généralisée.| . . . . . . . . . . . ...
1.2 Notion de p—valeur pour un test simple.| . . . . . . . . . .. ...
[T.2.T Erreur de premiére espéce, puissance d un test et valeur Critique.] . . . . . o v o v v v v oo n .
[1.2.2  Notion de p—valeur,| . . . . . . . .. .
[1.2.3  Valeur critique versus p—valeur.| . . . . ... .. ... oo Lo
2 Tests multiples : procédure de tests et erreurs de premiéere espéce.|
2.1 Procédure de tests multiples.| . . . . . . .. L
[2.1.1 Idées générales.| . . . . . . . e
[2.1.2  Procédures de tests multiples.|. . . . . . . . .. ...
[2.1.3 Les erreurs de premiere espece.] . . . . . . . . ...
2.2 Controle adaptatit de la k—FWER.. . . .. .. . o o
[2.2.1 Hypotheses sur les procédures| . . . . . . . .. .. Lo
[2.2.2  Procédure single-step.| . . . . . . . ..
[2.2.3  Procédure step-down pour la FWER. . . . ... ... ... ... ... .. ... .. 0.
2.2. rocédure step-down pour la k—FWER.| . . . . ... ... . o oo oo
[2.2.5  Opérateur Next.| . . . . . . . o o e
I2,;i (“Szl”l(\zlf !19 lﬂ [ ]2];,' .............................................
[2.3.1 Procédure de Benjamini Hochberg.| . . . . . . . . ... oo oo
[2.3.2  Conditions de dépendance et controle de 'erreur de premiére espece.| . . . . . . . . . . .. ..
13 Erreurs de seconde espéce et théorie minimax pour les tests multiples.|
3.1  Premieres définitions des erreurs de seconde espece pour les tests multiples.| . . . . .. ... ... ..
[3.1.1 Rappels sur les tests multiples et procédure minp .| . . . . . .. ... ... ...
3.1.2 éfinitions de la puissance d'un test multiple.| . . . . . . . . . ..o
B.1.3 Critéres maximin.d . . . . . . . . . e e e e e e e e
3.2 Correspondance entre les tests agrégés et les tests multiples.|. . . . . .. ... ... ... ... ...
[3.2.1 Tests agrégés, erreur de premiere espece et théorie minimax.| . . . . . . . . . . . .. ... ..
[3.2.2  Correspondance entre la théorie des tests multiples et celle des tests agrégés.| . . . . . . . ..
3.3 Théorie minimax pour les tests multiples.| . . . . . . . . . ... oo
[3.3.1  Erreur de premiére espéce et premiéres identifications.| . . . . . . ... ... L.
[3.3.2  Family Wise Separation Rates pour les tests multiples.|. . . . . ... ... ... ... ... ..
[3.3.3  Exemples : le cas gaussien.| . . . . ... Lo
4 Tests multiples sur un continuum d’hypothéses et contréole de la FDR..|

4.1 Tests multiples d'un continuum d’hypothéses.| . . . . . . . .. .. .. o oo
[4.1.1  Procédure de tests multiples sur un continuum d’hypothéses.| . . . . . ... ... .. ... ..
[4.1.2  False Discovery Rate.| . . . . . . . . . o
[4.1.3  Procédures Step-Up.| . . . . . . . . o
[4.1.4  Condition de Positively Regressively Dependent on each one of a Subset.| . . .. .. ... ..

39
39
39
42
44
46
46
48
49
49
50
54

61
61



4 TABLE DES MATIERES

0.1 Introduction

Les problémes de tests multiples interviennent lors de I’analyse d’un grand nombre de données. On utilise
les tests multiples lorsque 1’on souhaite savoir quels paramétres agissant sur nos données ont un role significatif
dans nos observations. Par exemple, on peut mesurer ’expression d’un ensemble de génes chez un individu sain et
un individu malade et chercher quels génes interviennent dans la maladie.

Les tests multiples interviennent donc dans des problémes de grande dimension : on observe beaucoup de données et
I’on veut tester un grand nombre d’hypothéses simultanément. Plutot que d’avoir un grand nombre d’observations,
on peut aussi observer la trajectoire d’un processus stochastique sur un intervalle de temps [0, 7] et vouloir tester
une propriété en chaque instant ¢ € [0,T]. Par exemple, si on observe une trajectoire continue d’un processus, on
peut étre amené & s’intéresser au signe de la valeur moyenne (pi).e[0,7) du processus a chaque instant. Ici, on a
donc besoin de tester simultanément un nombre infini indénombrable d’hypotheéses... De plus, lorsque 'on effectue
un test statistique, on cherche a construire une procédure de décision pour répondre & un probléme (par exemple,
ce géne est-il responsable de I'apparition d’une maladie 7). Il faut alors prendre garde a ce que la probabilité de
commettre des erreurs soit "la plus petite possible". Le but de ce stage est de définir la notion de tests multiples

sur une infinité non dénombrable d’hypothéses et de chercher a controler la probabilité de se tromper.

Dans le premier chapitre, nous ferons essentiellement des rappels sur les tests simples, i.e. les tests d’une seule
hypothése. Aprés avoir défini de maniére générale et abstraite la notion de p—valeur, nous rappellerons comment
construire un test simple a partir d’'une statistique de test ou a partir d’'une p—valeur. Nous chercherons ensuite
& comparer les tests construits avec ces deux approches, voir les liens et les différences qui existent entre ces tests
ainsi que leurs avantages et inconvénients en pratique. Nous définirons aussi les erreurs qui peuvent étre commises
lors d’un test, a savoir l'erreur de premiére espéce (i.e. rejeter ’hypothése alors qu’elle était vraie) et lerreur de
seconde espéce (i.e. accepter I'hypothése alors qu’elle était fausse). Les discussions sur les p—valeurs seront notam-
ment inspirées des annexes des articles de M. Fromont, M. Lerasle et P. Reynaud-Bouret [6] et de E. Roquain [I4].

Dans un second chapitre, nous définirons ce qu’est une procédure de tests multiples d’un nombre fini d’hypothéses.
Nous définirons aussi des erreurs de premiére espéce pour les tests multiples et établirons plusieurs résultats qui
assurent le controle de ces erreurs, notamment la FDR et la FWER. Dans ce chapitre, nous illustrerons ces notions
a travers différentes procédures de tests multiples (procédure de Bonferonni, procédure de Benjamini Hochberg...)
et des probémes de tests classiques (notamment les tests gaussiens) sous différents cadres théoriques (conditions
de dépendance entre les p—valeurs, différentes définitions de procédures - procédures step-down ou step-up). Ce
panorama est essentiellement dressé a partir de larticle d’Etienne Roquain [I4]. Nous avons également généralisé le
contrdle de la FWER a celui de la k-FWER, des procédures définies de fagon itérative par un opérateur Next (c.f.
larticle de J. Goeman et A. Solari [7]).

Dans le troisiéme chapitre, nous chercherons & définir un controle de l'erreur de seconde espéce pour les tests
multiples. Plusieurs approches issues de la litérature seront présentées mais nous nous concentrerons sur la notion
de vitesse de séparation. Ce critére lié & 'erreur de seconde espéce est basé sur une correspondance entre les tests
multiples et les tests agrégés et il permet de fournir une théorie d’optimalité pour les tests multiples. Ce chapitre
est basé sur l'article de M. Fromont, M. Lerasle et P. Reynaud-Bouret [6].

Enfin dans un quatriéme chapitre, nous verrons comment définir des tests multiples sur un continuum d’hypo-
theses, autrement dit, d’une infinité non dénombrable d’hypothéses. Nous généraliserons aussi au cas continu, la
définition de FDR, et établirons un résultat assurant son controle. Nous verrons que cette généralisation impose
des contraintes de mesurabilité sur lesquelles nous insisterons a travers des exemples et des contre-exemples. Ce
chapitre est basé sur la lecture de article de G. Blanchard, S. Delattre, E. Roquain [3].



Chapitre 1

p—valeurs et tests d’une seule hypotheése.

1.1 Fonction de répartition et inverse généralisée.

On rappelle les propriétés de la fonction de répartition.

Proposition 1.1.1
Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X :
VieR, F(t) =P(X <t).
1. La fonction F est croissante (donc mesurable), continue & droite et vérifie :

lim F(t)=0 e lm F(t)=1.

t——o0 t—+oo

2. Pour tout ¢ € R, la limite & gauche de F en ¢, F(t™) = lim,_; ¢ F'(x) existe et vaut P(X < t). Ainsi, on
a F(t)— F(t7) =P(X =t). La fonction de répartition posséde au plus un nombre dénombrable de points
de discontinuité.

3. La fonction de répartition caractérise la loi.

Soit F' une fonction définie sur R a valeurs dans [0, 1], croissante et continue a droite. Par convention, on pose
F(—o0) :=lim;_,_o F(t) = 0 et F(+00) = 1. Son inverse généralisée, noté F'~!, est définie par

F~l(u) =inf{t € R, F(t) >u}, wuec][0,1].
On remarque que F~! est croissante par construction et que si {t € R, F(t) > u} =0 alorsu =1 et F~!(u) = +oo0.

Si la fonction F' est bijective de R dans ]0,1[ (par exemple dans le cas ou X a une densité f), alors elle est
continue sur R et l'inverse généralisée et I'inverse de F' coincident. L’inverse généralisée reste définie méme lorsque
F' n’est pas bijective.

L’inverse généralisée de la fonction de répartition permet d’introduire la notion de quantile.

Définition 1.1.2 : Quantile

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F' et F~! I'inverse généralisé de F'. Pour u €]0, 1],
la quantité F~*(u) s’appelle le quantile d’ordre u ou le u-quantile de la loi de X.
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Remarque 1.1.3 : Autre définition pour la fonction de répartition

Soit une variable aléatoire réelle X, on peut définir la fonction de répartition F de X et F ! son inverse
généralisée par! : -
VieR, F(t)=P(X <t),

Yu € [0,1], F 1(u) =sup{t € R, F(t) < u}.

Dans ce cas, F' est croissante, continue a gauche, admet une limite a droite (une telle fonction sera notée caglad)
et P(X =1t) = F(t+) — F(1).

On remarque que T est croissante par construction, que si {t € R, F(t) <u} = ( alors u =0 et F_l(u) = —00
et par passage a la limite, on a aussi F(+00) =1 et F(—oc0) = 0.

Nous allons maintenant établir des relations entre ces deux définitions de fonction de répartition.

Proposition 1.1.4 : Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Pour tout ¢ € R et pour tout u € [0, 1],
I F-UF@) <t<F (F(t)),
2. F(F '(u) <u< F(F'(u)).

3. Flu)<tou<Flt)et F (u)>teu>F).

. R —=—1 . N .
De plus, F~! est continue & gauche et I est continue & droite,
—1

F(F~'(u)) Su< F(F (u)),
5. F-l(u) < F ' (u),
. _ _

) < F (u) = F(F (u) = F(F(u) = u.

Démonstration. o

Pour tout u € [0,1], on pose F, = {t, F(t) > u} et F, = {t, F(t) < u} de sorte que F~!(u) = inf F, et
F '(u) =sup Fy.

Soit t € R et u € [0, 1].

1. Comme t € Fpq et t € F

Ty O 2

_ . =1=
F~YF(t)) =inf Fpgpy <t < sup Fg(y = I (F(t)).

2. Par définition, si F, # 0, il existe une suite décroissante (t,)nen de Fy telle que t,, —pn 5100 F~1(u). Comme
F(t,) > u pour tout n € N et comme F est cadlag, on obtient, en faisant tendre n vers +00 que F(F~1(u)) > u.
Si F,=0alorsu=1,F1(u)=+o00et F(F~(u)) = F(+00) = 1 = u.
De méme, si F,, # 0, il existe une suite croissante (¢, ),en de F,, telle que t, —, 100 F(u). Comme

F(t;) < u pour tout n € N et comme F est caglad, on obtient F(F_l(u)) < w. Si F,; = 0 alors

u=0,F"1(u)=—oco et F(F 1(u)) =F(—00)=0=u.

3. Supposons que u < F(t). Alors t € F, (et F, # 0) ce qui implique que F~!(u) = inf F,, < t. Supposons
maintenant que F~!(u) < ¢. Comme F est croissante, F(F~'(u)) < F(t) et le point 2 assure que F(t) > u.
Supposons & présent que u > F(t). Alors t € F,, (et F, # 0) ce qui implique que F~!(u) > t. Enfin,

(u)) > F(t) et le point 2 assure que u > F(t).

supposons que F_l(u) > t. Comme F est croissante, F(F
Ainsi pour tout u €]0, 1],

Flu—e)<t, Ve€|0,u[<=u—e<F(t), Ve€|0,ul<= u< F(z) < F*(u) <t,

1. Cette définition pour la fonction de répartition est notamment utilisée dans 'ouvrage fondateur de Kolmogorov, Foundations of
the theory of probability, Springer, 1933.
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. o ——1 . .
ce qui assure la continuité a gauche de F' ! sur [0,1]. De méme, F = est continue a droite sur [0, 1] car pour
tout w € [0, 1],

Flute)>t, Veel0,1—ule=ute>F(t), Ve€l0,l —ufe=u>F(t) <= F (u)>t.

4. On suppose tout d’abord que F~1(u) # +oo. Alors, pour tout n > 1, F_i(u) —1/n < inf F, donc
F~Yu) —1/n ¢ F, et F(F~'(u) —1/n) < F(F~'(u) —1/n) < u. De plus, F est caglad, donc en pas-
sant a la limite sur n, on obtient F(F~'(u)) < u. Maintenant, si F~!(u) = 400 alors u = 1 et F(F~!(u)) =
F(+x)=1=uetsi F71(u) = —oo,u=0et F(F1(u)) = F(-x) =0 = u.

De la méme maniére, si on suppose que Fﬁl(u) # 4oo. Alors pour tout n > 1, Fﬁl(u) +1/n > supF,,
-1

et on obtient comme précédemment que F(F ~(u) + 1/n) > F(F (u) + 1/n) > u et par passage a la

limite, F(F (u)) > w. Enfin, si F (u) = 400 alors u = 1 et F(F 1(u)) = F(+o00) = =1 = u et si
=1

F (u)=—-oo,u=0et F(F (u)) =F(—00) =0 =u ce qui termine la preuve.

5. D’aprés le point 4, on a d’une part, v < F(F 1(u)) et donc d’apreés le point 2, F_l(u) > F~!(u). D’autre
part, F(F~1(u)) < u équivaut, d’aprés 2, & F~1(u) < F_l(u).

6. Supposons que F~(u) < F ' (u). Alors :

F(F () =P(X < F'(u) <P(X <F I3
Le point 2 permet de conclure.
O

La proposition précédente est & la base de la méthode d’inversion de la fonction de répartition, qui peut permettre
de simuler des variables aléatoires réelles comme 'indique le prochain corollaire.

Corollaire 1.1.5

. . S — . , .. . e )
Soit F et F~! (respectivement F et F ) la fonction de répartition et l'inverse généralisée d’une variable
aléatoire réelle X.

1. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. Alors la fonction F (resp. F) est la fonction de
répartition de la variable aléatoire F~1(U) (resp. F_l(U)).

2. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R de fonction de répartition F' (resp. F). Si F (resp. F) est
continue alors F(X) (resp. F'(X)) est de loi uniforme sur [0, 1].

Démonstration. -
On va rédiger cette preuve pour la fonction de répartition F', la démonstration étant identique pour F'.

1. Soit U une variable uniforme sur [0, 1]. D’aprés la propriété 3 du lemme on a pour tout t € R,
P(F~Y(U) <t) =P(U < F(t)) = F(t).

Donc F est la fonction de répartition de la variable aléatoire F'—1(U).

2. D’aprés le point précédent, les variables aléatoires X et F'~!(U) ont méme fonction de répartition. Elles ont
donc la méme loi. Ainsi, comme F est supposée continue, F'(X) & la méme loi que F(F~(U)).
D’aprés 2, on a aussi que F(F~1(U)) > U. De plus, comme F est continue, X n’a pas d’atome et on a
F = F. Ainsi, d’aprés 4, F(F~Y(U))=F(F1(U)) < U.
On en déduit que F(F~1(U)) = U et donc que F(X) et U ont méme loi.

On termine cette section par un corollaire qui nous sera utile pour comparer des tests entre-eux.
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Corollaire 1.1.6
Soit D ’ensemble des points de discontinuité de F'. Pour tout u € [0,1], on a :

X=F '(u) 1?(?*1 (u)):uﬂF*1 (u)€Dp

1
=Ly ) U F (wy)=u P

Démonstration.
Soit u € [0, 1]. -
On rappelle que I'on note F,, = {t, F(t) > u} et F, = {t, F(t) <u}.

Si F(X)=wualors X € F,, NF, donc F~1(u) <X < F_l(u). Or,

P(F ') <X <F '(u)=F(F (u)—F(F }(u))
=0 dapres[1.1.4]6.

Donc ]].f(X):u = ]IF(X):u]lXe{Fﬂ(u),F_l(u)} P8

On note Cr := R\ D 'ensemble des points de continuité de F.
Ona:

1

]lf(x):uﬂxe{rl(u)f”(u)} = 11F(X):u]lxe{Ffl(u),F*(u)}mcF + 1f(X):u Xe{F-1(u),F ' (w}nDr PS5

On remarque alors que :

B(X = F~'(u) = P(F~'(u) < X < F~'(w)) = F(F~"(w)) - F(F~"(u));

Donc
P(X € {F'(w),F (u)}NCr) <P(X = F (W) lp1(yec, +P(X =F

F(F~"(u)) = F(F (W)L p-1quyecy + (F(F F(F

(w) = F(E  ()z-1 e,

(I
O ~—

Donc 1+ 1

F(X)=u'Xe{F-1(u),F “(u)}nCr 0 p.s.

De plus, si F(z) = u et z € D alors z > F_l(u).

En effet, supposons que = < Fﬁl(u). Comme Fﬁl(u) est le plus petit des majorants de F,, x n’est pas un
majorant de F, alors il existe ¢t € F, tel que t > 2. Or t € F, donc F(t) < u. Comme z € Dp, on a
F(z) < F(z) =P(X <2) <P(X <t) = F(t) <u

Absurde car on a supposé que F(x) = u.

Donc d’apres [[.1.4]5,

17 =ul xetr-1(u), 7 wynpr = 1Fx)=ul x=7 () 1xeDr

= 1X:F*1(u)ﬂfﬁ”(u)):uﬂf“(u)em'

Enfin, d’aprés (f),

1 1 S.

17 =ul xerr-1), 7 wynpe = Lx=F ) 1 7@E " (u))=u P-
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1.2 Notion de p—valeur pour un test simple.

On considére dans cette section, une procédure de test simple.

1.2.1 Erreur de premiére espéce, puissance d’un test et valeur critique.

Un test statistique permet de construire une stratégie de décision : rejeter ou non une hypotheése.

Définition 1.2.1 : Test statistique

Soit (X, X,P) un modele statistique et soit 6y un sous ensemble de P. On considére le probléme de test
Hy :"P € 6y” contre Hy : ”P € 6§ := 6,”. Une zone de rejet (ou région critique) R est un sous-ensemble de
I’espace des observations. Pour 'observation, la stratégie de décision est alors :

» six ¢ R, Hy nest pas rejetée;

» six € R, Hy est rejetée.

Le test statistique de Hy contre H; de zone de rejet R est la stratégie de décision ci-dessus.

Plus formellement, un test statistique est caractérisé par la fonction indicatrice de sa zone de rejet.

Il convient & présent de relier la zone de rejet d’un test & I'hypothése nulle.
Rejeter ou non ’hypothése nulle au profit d’'une hypothése alternative peut conduire & deux erreurs : l'erreur de
premiére espéce consiste a rejeter Hy a tort et 'erreur de seconde espéce consite & accepter Hy a tort.

Vérité .
o Hypothése nulle vraie Hypothése nulle fausse
Décision
Hypothese nulle non rejetée Décision juste Erreur de deuxiéme espéce
Hypothese nulle rejetée Erreur de premiére espéce Décision juste

Définition 1.2.2 : Risque de premiére espéce et taille d’un test

Soit (X, X, P) un modéle statistique et R une zone de rejet pour Hy vs H; définie comme ci-dessus.
1. Le risque de lére espéce est la fonction définie sur ©¢ par P — P(R);

2. La taille du test est la quantité
sup P(R).
PecOg

3. Le test est de niveau « si le risque de 1ére espéce maximal est inférieure a «, ie :

sup P(R) < a.
PeOBy

11 est toujours possible de construire une zone de rejet de maniére a ce que Hy soit toujours acceptée (en prenant
une zone de rejet vide). Dans ce cas, le test est de niveau nul. Cependant, on accepte toujours Hy, méme si cette
hypothése n’est pas vraie. Il convient donc de définir un autre type d’erreur.

Définition 1.2.3 : Risque de deuziéme espéce et puissance d’un test

Soit (X, X, P) un modéle statistique et R une zone de rejet pour Hy vs Hy définie comme ci-dessus.
1. Le risque de 2iéme espéce est la fonction définie sur ©; par P — P(R°);
2. La puissance du test est la fonction définie sur ©, par P — P(R).

Puisque Hj est ’hypotheése privilégiée, rejeter Hy a tort est plus préjudiciable qu’accepter Hy a tort. On adopte
alors le principe de Neyman-Pearson :
» se fixer un niveau «;
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» rechercher ensuite, parmi les tests de niveau «, ceux dont la puissance est maximale.

On cherche alors un compromis lors de la construction du test en choisissant convenablement le niveau (plus il est
faible, plus la zone de rejet a tendance a étre petite ce qui diminue la puissance du test) et les hypothéses (plus ©4
est grand, plus la puissance diminue).

1.2.2 Notion de p—valeur.

On introduit dans cette sous-section une procédure de décision basée sur la notion de p—valeur.
A partir d’une observation X de loi inconnue P, on souhaite tester I’hypothése nulle Hy : 7P € ©4”.

De maniére heuristique, une p—valeur traduit la probabilité, sous Hp, d’observer pire que les observations. Si
la p—valeur est faible, ce que 1’on observe est rare sous Hy, ce qui remet en cause I’hypothése Hy. En particulier,
pour un seuil « fixé, Hy est rejetée au niveau inférieur a& o dés que la p—valeur est plus petite que . En revanche,
si la p—valeur est assez grande, cela siginifie qu’il est raisonnable d’observer cette valeur sous Hy. De maniére plus
formelle, on a :

Définition 1.2.4 : p—wvaleur

Une statistique p(X) est appelée p—valeur associée a X si cette variable aléatoire est minorée en probabilité par
une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] sous hypothése nulle ie :

VP € O, Yu € [0,1], Pp(p(X) <u) <u

On peut définir un test statistique de niveau « & partir d’une p—valeur p(X) de la fagon suivante :

¢(@) = Lp()<a)-
Cette définition de p—valeur est abstraite et n’est pas explicite pour réaliser un test en pratique. Cependant, on va

voir que 'on peut définir une p—valeur a partir d’une statistique de test S(X). On suppose que Hy est rejetée pour
"des grandes valeurs" de S(X). On se concentrera donc sur des zones de rejet de la forme :

R={XeX : 8X)>uvb}

ol v, est la valeur critique associée au test. La valeur critique est une constante & déterminer en fonction de la loi
de S(X) sous (Hy) (son quantile par exemple) et du niveau a € (0, 1) fixé.

La procédure de décision repose sur la construction d’une zone de rejet.

On note :

> TP(S) = PP(S(X) 2 S);
» Fp(s) =Pp(S(X) < s);
> FP(S) = PP(S(X) < 8);

» Fpl(u) =inf{s €R: Fp(s) > u}.

Lemme 1.2.5 : d’apres [T])]

Pour tout P € P, pour tout a € [0,1], on a
{Tp(S(X)) < a} ={S(X) > Fp' (1 - a)};

{S(X)>Fp'(1—-a)} siFp(Fpl(l—a)=1-a

S = o) = {{s<x> > Fpl(l—a)} siFe(Fpl(l-a) <1-a.
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Démonstration.
Soit P € P, soit « € [0, 1].
La premiére égalité du lemme est immédiate car d’aprés le point 3 de

[S(X) > Fp' (1= a)} = {Fa(S(X)) > 1 - a} = {Tp(S(X)) < a}.
Pour prouver la deuxiéme partie du lemme, on remarque d’abord que
{Tp(S(X)) <a}={Fp(S(X))>1—a}={5(X) > F;l(l —a)}U{Fp(S(X))=1-a} daprés1.1.4.3

Or, on a que {Fp(S(X)) =1—-a} C {Fp(S(X)) > 1—a} ={F5'(1 —a) < S(X)} d’aprés 3. De plus, le
point 5 donne directement que {S(X) > F;l(l —a)} C {S(X) > Fp'(1 —a)}. Ainsi,

{Tp(S(X)) < a} C{S(X) = Fp'(1 —a)}.

Supposons que Fp(Fp'(1—a))=1- a.
On a immédiatement que

{S(X) 2 Fp'(1 - a)} C {Fp(S(X)) 2 Fp(Fp'(1 - a))} = {Fp(S(X)) 2 1 - a} = {Tp(S(X)) < a}.

Supposons maintenant que Fp(Fp'(1 —a)) <1 — .
Alors on a d’une part que
{Fp(S(X)) 21 —a} C{Fp(S(X)) > Fp(Fp (1 —a)} = {S(X) > Fp' (1 —a)};
(par hypothése et par croissance de Fp) et d’autre part que
{S(X) > Fp' (1= )} € {Fp(S(X)) > Fp(Fp' (1 — )} € {Fp(S(X)) > 1 —a} d'apres T2
La premiére inclusion vient du fait que, pour tout u,t € R, {u >t} C {Fp(u) > Fp(t)} (en revenant aux définitions

de Fp et Fp)
Cela achéve la preuve du lemme.

Proposition 1.2.6 : Fxemple important de p—wvaleur

En supposant que le supremum conserve la mesurabilité, la p—valeur définie par une statistique de test S(X)
est donnée par ps(X) := suppcg, TP(S(X)).

Démonstration.
Soit P € O, u € [0,1]. On a Pp(suppeg, TP(S(X)) < u) < Pp(Tp(S(X)) < u). On applique le lemme :
si Fp(Fpt(l—w)=1-u,

Pp(ps(X) <u) <Pp(S(X) 2 Fp'(l—u)) =1 = Fp(Fp' (1 - u)) = w;
et si Fp(Fp'(1—u)) <1—u, alors

Pp(ps(X) <u) <Pp(S(X) > Fp'(l—u)) =1— Fp(Fp'(1—u)) <u dapreés[.1.42.

On dispose alors d’un corollaire qui permet de donner une interprétation d’une p—valeur.

Corollaire 1.2.7 : Roquain (2011) [T/
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La p—valeur pg(X) vérifie les propriétés suivantes :
(i) Si pour tout P € Og, Fp est continue alors on a, pour toute réalisation = de X,

ps(x) = inf (a €[0,1]: S(x) > Psgg Fpl(1— a)) .

Si on suppose de plus que @ est un singleton, on a, pour P € g, ps(X) ~ U(0,1).
(ii) Si pour tout P € ©g, la variable S(X) est discréte alors on a, pour toute réalisation x de X,

ps(z) = inf (a €[0,1]: S(x) > Psgg Fpl(1 —a)) .

En particulier, si S(X) est une variable aléatoire discréte a valeurs dans N, on a,

ps(x) = inf <a €[0,1]: S(z) > Psgg Fal(l—a)+ 1) .

Démonstration.

Montrons (i).

Supposons que pour tout P € Og, Fp est continue. Dans ce cas, Fp = Fp et d’aprés 2 et 4, pour tout
a € 0,1, Fp(Fi'(1 — ) = Fp(Fp'(1 —a)) = 1 — a. Le résultat fournit {Tr(S(X)) < a} = {S(X) >
F;l(l — a)}. On obtient donc, pour tout z € X,

ps(z) =inf{a €[0,1]: VP € B¢, Tp(S(z)) < a}
= inf{a € [0,1] : VP € Oy, S(z) > Fp'(1 —a)}.

Montrons (ii). -
Supposons que la loi de S(X) soit discréte. On a alors, pour tout « € [0, 1], FP<F1;1(1 —a)) < 1— a. La preuve
est alors identique au point précédent. O

A partir d’une statistique de test, une p—valeur calcule donc lerreur de premiére espéce réelle du test.
On en déduit une caractérisation d’une p—valeur : c’est la plus petite des valeurs de risque de premiére espéce pour
lesquelles la décision serait de rejeter Hy.

Remarque 1.2.8 : Notion de p—valeur au sens de Lehmann

Cette proposition nous permet de remarquer qu’une p—valeur peut étre vue comme le niveau minimum a partir
duquel on change de décision dans un test statistique.

C’est de cette maniére que Lehmann définit une p—valeur dans son ouvrage Testing Statistical Hypotheses,
Springer.

Exemple 1.2.9 : Cas d’une loi continue.

On observe une variable aléatoire de loi gaussienne d’espérance inconnue p et de variance égale a 1.

On souhaite tester 'hypothése Hg : ”u = 0”7 contre lalternative Hi : 7y # 07.
On estime p par la variable X : 'hypothése nulle étant rejetée si | X| est trop grande.
Sous Hg, X ~ N(0,1) et on note F' la fonction de répartition de X sous Hg. On remarque que

Ve e R, Py, (|X|<x)=F(z)— F(—z)=2F(x) — 1.

En prenant z = F~1(1 — «a/2), le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi normale centrée et réduite, on obtient
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Pro(1X] = F(1 - a/2)) =
Alors :

ps(x) =inf{a €[0,1] : |z| > F_l(l _a

)}

2
inf{a€[0,1] : 1—F(|z]) < %}
2(1 = F(|xl)).

On en déduit alors que
ps(X) =2(1 - F(|X]))
— 2F(~|X]).

On sait aussi que la loi de pg(X) est uniforme sur [0, 1].
La zone de rejet au niveau a € (0, 1) sera alors

R={ps(X) <a}.

Exemple 1.2.10 : Cas d’une loi discréte.

On réalise 400 expériences indépendantes de Bernoulli de paramétre p. On souhaite tester Hy : ”p = 0,005”
contre lalternative H; : ”p > 0,005”. On observe X (le nombre d’événements de probabilité p) de sorte que
I’hypohése nulle soit rejetée si X est trop grand.

Sous Hg, X ~ B(400,0.005) et on peut approcher la loi binomiale par une loi de Poisson : X ~ P(2). Soit F la
fonction de répartition d’une loi de Poisson de paramétre 2. Alors

ps(z) =inf{a €[0,1] : 2> F'(1-a)}.
On en déduit alors que z = F~1(1 — pg(x)) ie
1 —ps(z) = F(z7).
Comme les lois considérées sont & valeurs dans N, on trouve
ps(X)=1—-F(X —1).
La zone de rejet au niveau « € (0, 1) sera alors

R ={ps(X) <a}.

1.2.3 Valeur critique versus p—valeur.

La p—valeur et la valeur critique associées a un test sont trés liées : elles donnent le niveau de décision du test.
Cependant, la valeur critique donne uniquement une valeur de comparaison pour la valeur pratique issue des
observations tandis que la p—valeur donne la valeur exacte de la significativité du test. L’interprétation de ces deux
valeurs est donc différente :

» la comparaison avec la valeur critique donne uniquement le fait que le test soit valide ou non;

» la connaissance de la p—valeur donne aussi le niveau de fiabilité que I'on peut accorder a la décision.

La démarche pour le calcul de la p—valeur et de la valeur critique différe également :

» Pour la p—valeur : & partir de la valeur pratique de notre statistique de test et de la loi que suit la statistique
de test, on cherche la valeur du risque en fonction de notre valeur pratique;

» Pour la valeur critique : a partir de la loi de la statistique de test et du niveau de risque choisi, on cherche (dans
les tables) la valeur critique en fonction du niveau fixé.
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| L'approche de la valeur critique | Bilan : S(x) £ u donc Hon’est pas rejetée.

I'aire est
egale a u
loi des observations sous Ho —— /

3 2 -1 0 # 2 3 4
test statistique =
S(x) valeur critique

| L'approche de la p-valeur

Bilan : p-valeur = u donc Ho n'est pas rejetée.

|'aire est égale a
; la p-valeur
/

-3 -2 -1 0 1‘ 2 3 4
test statistique
S(x)

FIGURE 1.1 — p—valeur ou probabilité critique.

Il reste maintenant & voir quelles sont les liens entre ces deux valeurs et quelles conséquences a le choix de
la p—valeur ou de la valeur critique sur la performance du test.

Afin de définir un test, on a vu qu’il existe deux maniéres de procéder & partir d’une statistique de test : en
déterminant une valeur critique ou en considérant une p—valeur. Le résultat suivant permet de faire le lien entre
ces 2 approches, les tests multiples utilisant les p—valeurs et les tests agrégés utilisant les valeurs critiques de la
statistique de test.

Proposition 1.2.11 : d’aprés Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

On suppose que la loi de S(X) ne dépend pas de P sous Hy (par exemple si O est un singleton). On note Fy
la fonction de répartition de S(X). On a donc que pg(X) =1 — Fp(S(X)). Pour tout niveau « €0, 1] fixé, on
définit les tests

¢s = Ligxysrtaayt 5= LigxsFitaoay P = Lips(<ay et @ = Lips(x)<a)-
Alors
1. Ces tests sont de niveau «,

2. On a, presque stirement,

IN

S|

P

1 &

S d’p;
p — Pg < ¢s;

By =bs=dp=0s si Fo(Fy (1—a)) <1—a.

Plus précisément, en notant D, I'ensemble des points de discontinuité de Fp, on a,
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Op = o5+ ]ls(x)zf(jl(17,1)]1%(?51(1704)):1—(1]1

T, (1-)eDr,
= 0515, (7 —an<i—a T L) 27 - 1R 7y 1—ap=1-a®

3. La p—valeur au sens de Lehmann de ces quatre tests est égale & pg(X), c’est-a-dire,

ps(X) =inf{a € [0,1], S(X) > F; (1 — )}
=inf{a € [0,1], S(X)>TF, (1—a)}
=inf{a € [0,1], ps(X) < a}
= inf{a € [0,1], ps(X) < a}.
Démonstration.
1. Soit P € P. On a d’apreés les points 2 et 4 de [I.1.4] sous Hy,
> Pyds =1) =Bp(S(X) > Fy (1 —a)) =1 - Fy(Fg (1 -a)) < a;
al ——1 ——1
> P35 = 1) = P,(S(X) > Fy '(1- ) = 1 - Fy(F, (1-a)) < .
» Par définition d’une p—valeur, on a sous Hy, P,(¢p = 1) = P,(ps(X) < a) < a;

> Py(h, =1) =P, (ps(X) < @) <Py(ps(X) < a) < o

Donc les tests ¢g, ¢g, ¢ et $p sont de niveau a.

2. D’apres [1.2.5]

—=—1
{S(X) > Fo (1 -a)} = {ps(X) < a}.

On obtient donc que Ep = ¢g.

De plus, il est clair que Ep < ¢p et que g < Ps.

Montrons & présent que

P = b5+ Lgx)=Fp (1-a) LFo 7y (1-a))=1-a 175 " (1-a)eDr,

= q[)S]lFD(FgI(17a))<17a + 15()()2?51(ka)]lfo(ﬂl(lfa)):lfa'

Légalite ¢, = ¢g = ¢p = dps si Fo (Fo_l(l — a)) < 1 — a découlera alors immédiatement.
On a,

bp = 15, (5(x))>1-o Par définition de ps(X)
=17, s(x))>1-a T 1Fy(s(x))=1-a
= Lgx)srr (1—a) T 1Fo(s(x))=1—a daprés[LI43.
D’apres le corollaire [I.1.6]

1

bp = ]ls(x)>fgl(1—a) + ]ls(x):Fgl(1—a)]lfo(F;1(1—a)):1—a Fy'(1—a)eDr, "

On a aussi,

bp = ]ls(x)>fgl(1fa) + ]IS(X):fO‘l(ka)]lfo(Fo‘l(pa)):ka p-S.

= ]IS’(X)>fgl(lfa)]lfo(fo_l(lfa))<1fa + 15(x)>f0‘1(1704)]1?0(?0‘1(17&)):1704
+1

=1

S(X):fgl(1704)]1%(?51(17@!)):17& p-S.
S’(X)>f0_1(17a)]lfo(fgl(lfa))<17a + 13(}()2?51(1704)]1?0@,‘1(1%)):1704 p-S.
= ]IS(X)>F0_1(1—&)]1F0(f(;1(17a))<17a + ]lS(X)zfgl(1704)]1?0(?0‘1(17@):17(1 p.s. d’aprés 5. et 6. de

3. Tout d’abord, il est clair que

ps(X) =inf{a € [0,1], ps(X) < a}
= inf{a € [0,1], ps(X) < a}



CHAPITRE 1. P—VALEURS ET TESTS D’UNE SEULE HYPOTHESE.

De plus, on a vu au point 2 que {S(X) > Fal(l —a)} ={ps(X) < a} donc
ps(X) = inf{a € [0,1], S(X)>TF, (1—a)}.

Il reste & montrer que pg(X) = inf{a € [0,1], S(X) > F; (1 —a)}.
Pour cela, montrons que inf{a € [0,1], S(X) > F; (1 — a)} = inf{a € [0,1], S(X) > F;l(l —a)}.
On va noter

A={ael0,1], S(X)> Fy ' (1-a)},
B={ac[0,1, S(X)>F, (1-a)}.

D’apres [I.1.4]5, B C A donc inf, A < inf, B.
Par I'absurde, supposons que inf, A < inf, B.
Il existe alors 1 € (inf, A, inf, B).
Alors d’une part, n € A donc S(X) > Fy '(1—n) () et d’autre part, n ¢ B donc S(X) < Fo_l(l —n) (k).
On a donc Fy '(1—1n) < S(X) < F(;l(l —n).
-1 —=—1 - =1 1
Comme F; (1 —-n) < Fy (1 —n), le lemme 6 assure que Fo(Fy (1—n))=Fy(F, ' (1—n)=1—n.
Alors d’apres (), Fo(S(X)) > 1 —n et donc n > 1 — Fy(S(X)).

» Supposons que S(X) ne soit pas un atome de F.
Alors Fy(S(X)) = Fo(S(X)) et n>1— Fo(S(X)) = ps(X) = inf, B ce qui est absurde.

» Supposons que S(X) soit un atome de la loi Py.

Alors F; ! est une fonction constante a S(X) sur (Fo(S(X)), Fo(S(X))]. De plus, d’aprés (x*), on a
Fo(S(X)) <1 =7 et donc Fo(S(X)) <1—1n< Fyp(S(X)).

Si Fo(S(X)) =1 —n alors n = pg(X) ce qui est absurde.

Sinon, 1 —n € (Fo(S(X)), Fo(S(X))] donc Fy ' (1 —n) = S(X). Cela implique que 1 ¢ A ce qui est absurde.

Finalement, inf, A = inf, B ce qui achéve la preuve.

Remarque 1.2.12

Lorsque la fonction de répartition de la statistique de test est continue, les quatre tests ¢s, ¢, op et 51) sont
presques stirement égaux.



Chapitre 2

Tests multiples : procédure de tests et
erreurs de premiére espeéce.

Ce chapitre est essentiellement basée sur Particle d’Etienne Roquain [14].

2.1 Procédure de tests multiples.

2.1.1 Idées générales.

Soit X une variable aléatoire définie d’un ensemble mesurable (€2, F) & I’espace des observations (X, X). On suppose
qu’il existe une famille de mesures de probabilité sur (2, F) qui induit un sous-ensemble P de lois de probabilité
sur (X, X). Le triplet (X, X, P) est appelé modéle statistique. La loi d’une observation X sur (X, X) est notée P et
pour tout P € P, il existe une loi sur (2, F) pour laquelle X ~ P; on notera Pp la mesure image associée et Ep
I’espérance correspondante.

On considére une famille (¢ ;)1<i<m de m > 2 sous-ensembles de P. A partir d’une observation X = (X1, ..., X,,)
ol X; € R? pour tout ¢ € {1,...,n}, on veut tester les hypothéses nulles Hy; : "P € ©g,;” contre lalternative
Hy,;:7P € ©§,”, simultanément pour tout i € {1,...,m}.

Remarque 2.1.1

En pratique, on dispose du cadre d’étude suivant (en reprenant les notations ci-dessus) :

» observation : n expériences et d candidats;

» probléme de grande dimension : d > n;

» dépendances potentiellement complexes entre les candidats.

Par exemple, les "candidats" peuvent étre des relations entre les génes, des régions du cerveau (chaque pixel
d’une imagerie peut étre examiné), des motifs dans une séquence d’ADN...

Pour tout P € P, on pose Ho(P) :={1<i<m: P € 0Op;}, I'ensemble des indices i pour lesquels P satisfait Hy ;.
Son cardinal |Ho(P)| est noté mo(P) et 'ensemble {1,...,m} est noté H. On pose également H;(P) := H \ Ho(P).
Selon la loi de I'observation X, on a donc deux types d’hypothéses nulles :

» les hypotheéses vraies Ho ;

» les hypothéses fausses H;.

L’objectif est de trouver quelles hypothéses nulles sont vraies-fausses & partir de X.

Intuitivement, une procédure de tests multiples va consister & rejeter ou & ne pas rejeter Hy; a partir des

données X pour chaque i € {1,...,m}. Plus précisément, a partir de I'observation z = X(w), on va construire
I’ensemble des hypothéses jugées fausses (ie I’ensemble des hypothéses rejetées) R(xz) C {1,...,m} de sorte que

i € R(z) <= Hy, est rejetée par la procédure.

Vocabulaire : on utilise les dénominations suivantes pour évoquer les erreurs commisent dans les tests multiples.

17
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o Verite Hypothése nulle vraie | Hypothése nulle fausse Total
Décision
Hypotheése nulle non rejetée vrai négatif faux négatif m — |R(X)|
Hypothese nulle rejetée faux positif vrai positif |R(X)|
Total mo m— mo m

On suppose enfin que chaque hypothése Hp,; est testée par une statistique de test S;(X) qui rejette I'hypo-
theése nulle pour de "grandes" valeurs de S;(X).

2.1.2 Procédures de tests multiples.

Nous allons commencer par donner une définition formelle d’une procédure de tests multiples.

Définition 2.1.2 : Procédure de tests multiples.

Une procédure de tests multiples R sur H est une fonction R : x € X — R(z) C H telle que pour tout i € H, la
fonction indicatrice 1{i € R(x)} est mesurable. Les hypothéses i € R sont les hypothéses nulles rejetées par la
procédure R.

Formalisons 'idée précédente & 'aide des p—valeurs.
D’aprés chaque statistique de test S;(X) peut étre vue comme la donnée d’une p—valeur p;(X). Ainsi, pour
chaque i € H, on effectue un test simple de I'hypotheése Hy; avec la p—valeur p;(X).

On peut donc a présent supposer que la connaissance de X est équivalente & la connaissance de la famille
de p—valeurs p(X) = {p;(X), 1 < ¢ < m} que 'on notera plus simplement p = {p;, 1 < i < m} € [0,1]™. On
rappelle cependant qu’une loi P € P est celle de 'observation X et pas celle de p.

Autrement dit, on suppose que pour chaque hypothése nulle i € H, il existe une p—valeur p;, définie comme étant
une fonction mesurable p; : X — [0, 1], telle que, si i € Ho(P),

VP e P, Vue[0,1], Pp(pi(X) <u)<u

Exemple 2.1.3 : Cas gaussien

On suppose que X ~ P =N (u,I') ot u € R™ est inconnu et I' € M,,,(R) est une matrice de covariance (connue
ou inconnue) qui vérifie I';; =1 Vj € {1,...,m}.

» Test unilatére
On suppose ici que Oy ; = {P =N (u,T') : p;j <0} cest-a-dire que Hy; : "p; < 07.
On considére alors S;(X) = X, et p;(X) = ¢(X;) ou ¢(x) = P(Z > z) pour Z ~ N(0,1).

» Test bilatére
On suppose ici que Oy ; = {P = N(u,I') : pj =0} cest-a-dire que Hp; : "p; = 07.
On considére alors S;(X) = |X,| et p;(X) = 2¢(|X;]).

Exemple 2.1.4 : Cas des deuz groupes

On observe X = (XM X)) = (YW vy zO 700y c Rm>" on X; € R™.
On suppose que , 4
YO =po+m, 1<i<ng et 20 =p+&, 1<i<m
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avec (&;)q, (n;); des suites de variables iid de loi @, une loi centrée sur R™.
On veut tester 'hypotheése Ho j : "o ; = p1,;” contre Hy j : 7" poj # pi;”-
On considére alors la statistique de Student :

1 oy — gl o — 1 ) 1 (i)
ou ,quzn—OZYj et ul,j:n—lz:Z- .
i=1

5i(X) = V1/no+1/n 7;
> Si Q=N(0,T)
Alors p;(X) = 2¢(S;(X)) ou ¢(z) =P(Z > z) avec Z ~ 1(n — 2).

» Si Q est une loi inconnue et arbitraire
On peut obtenir des p—valeurs en utilisant des permutations :

B
1
MLXVZEL+1<1+§:HSAX%PSAXJ
b=1

ou o1, ...,0p sont iid de loi uniforme sur &,, et X7 = (X("(l)), ..‘,X("(”))).

Remarque 2.1.5

Le calcul des p—valeurs n’est pas toujours possible car il nécessite de connaitre la loi de la statistique de test
sous Ho. Dans certains cas, on peut utiliser une technique de randomisation ou de permutation qui fournit
une famille de p—valeurs'.

Une procédure de tests multiples est donc une fonction
R: q= (Q1)1§z§m S [07 l}m = R(Q) C {17 "'7m}7

telle que pour tout i € {1,...,m}, I'application 2 € X — 1,cp(p(s)) soit mesurable. Les coordonnées sélectionnées
par R(p) correspondent aux hypothéses nulles rejetées.

Bilan : A partir de 'observation X, on calcule une famille de p—valeurs p afin de déterminer la procédure
de tests multiples R(p) C {1,...,m}.

Voyons maintenant comment choisir une procédure de tests multiples.

D’apres pour tout i € {1,...m}, rejeter Hy, lorsque p;(X) < « défini un test de niveau o. On a
aussi vu que si la p—valeur p;(X) est distribuée selon une loi uniforme sur (0,1) sous Hy; alors on obtient un test
de niveau exactement «. De plus, rejeter une hypothése nulle pour de "grandes" valeurs de la statistique de test
revient a rejeter ’hypothése nulle pour de "petites" p—valeurs. Ainsi, une p—valeur proche de zéro est interprétée
comme une preuve issue des observations contre la validité de ’hypothése nulle.

En conclusion, une région de rejet pour chaque Hy, est de la forme {1 < i < m : p; < t;(z,p)} ou la
famille (¢;)1<i<m € [0,1] définit des seuils. On s’interessera ici au cas ou le seuil, noté ¢, est le méme pour chaque
p—valeur. Ce type de procédure s’appelle procédure par méthode de seuillage.

Bilan : La région de rejet est de la forme R(p) = {1 < i < m : p; < t(p)}, ou le seuil ¢(-) € [0,1] peut
dépendre des observations.

1. une référence pour ces techniques de randomisation est : Romano et Wolf, Exact and approximate stepdown methods for multiple
hypothesis testing, J. Amer. Statist. Assoc., 2005.
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Exemple 2.1.6 : Procédure de Bonferroni

La procédure de Bonferroni de niveau « € (0,1) rejette ’hypothése nulle pour une p—valeur plus petite que
a/m. La procédure correspondante est alors :

RBonf(p) ={1<i<m: p; <a/m}.

Remarque 2.1.7 : Procédures step-down et step-up

Dans la suite, nous allons considérer ou construire des procédures itératives particuliéres :

» les procédures step-down sont des procédures de tests multiples ot 'ensemble des hypothéses rejetées croit a
chaque étape de algorithme (on accepte de moins en moins d’hypotheéses) ;

» les procédures step-up sont des procédures de tests multiples ot I’ensemble des hypothéses rejetées décroit a
chaque étape de I'algorithme (on accepte de plus en plus d’hypothéses).

Objectifs : Choisir le seuil ¢ afin d’assurer la performance du test. Pour cela, il convient d’abord de définir des
critéres de qualité pour R.

2.1.3 Les erreurs de premiére espéce.

Avec 'approche de Neyman-Pearson, on s’interesse d’abord a l’erreur de premiére espéce ou erreur de type I, ie la
probabilité de rejetter Ho a tort. On s’interresse donc aux éléments de 'ensemble R(p) N Ho(P).

Pour une procédure de test R, on définie plusieurs erreurs de type I :

» la k-Family-Wise Error Rate (k—FWER) de R : c’est la probabilité que la procédure R retourne au
moins k rejets a tort ie au moins k faux positifs;

VP € P, k—FWER(R, P) :=Pp(|R(p) NHo(P)| > k),

ou k € {1,...,m} est un paramétre fixé.
Dans le cas particulier ou k = 1, l'erreur est appelée la family-wise error rate de R et est notée FWER(R, P) :

VP € P, FWER(R,P) :=Pp(3k € H : k€ R(p)NHo(P)).

» la Per-Comparison Error Rate (PCER) de R (introduit par Blanchard, Delattre, Roquain [3]) : ¢’est 'espérance
du nombre d’erreurs commises ;

VP € P, PCER(R,P)=Ep[|R(p)NHo(P)]].

» la False Discovery Proportion (FDP) de R : ¢’est la proportion d’erreurs commises dans ’ensemble des hypothéses
rejetées ie le taux moyen de faux positifs;

¥P € P, FDP(R(p), P) = W

Ainsi, la FDP est égale a zéro lorsque la procédure ne rejette aucune hypothése a tort. Comme cette quantité est
aléatoire, elle ne définit pas un taux d’erreur ; deux erreurs peuvent découler de la FDP :
w la queue de la distribution de la FDP de R : pour un paramétre v € (0,1) fixé,

VP € P, Pp(FDP(R(p), P) > 7).
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w la Fulse Discovery Rate (FDR) : ¢’est I'espérance de la FDP de R;

Rtp) 07l

PP FDR(LP) = DRR) )= L

Remarques : Le controle de la FDR est beaucoup moins fort que celui de la FWER.

Dans la suite, on cherchera a controler I'erreur de premiére espéce ER au niveau « c’est-a-dire :

pour « € (0, 1), trouver R = R,, tel que VP € P, ER(R, P) < «.

Exemple 2.1.8 : Procédure de Bonferroni et controle de la FWER (d’apres [15]).

La procédure de Bonferonni RB" (p) = {1 <i < m: p; < a/m} satisfait :
Ep[|RP°™ (p) N Ho(P)] =Ep[[{i € Ho(P): pi < a/m}]=Ep[ > ILp<ajm
i€Ho(P)
= Y Pp(pi<a/m)<amg(P)/m < a.
i€Ho(P)
D’aprés 'inégalité de Markov,
Pp([RP" (p) N Ho(P)| > 1) < o,

c’est-a-dire que pour tout P € P, FWER(RB"f P) < a.
De plus, si toute loi définie sur [0,1]” dont les marginales sont uniformes correspond a la loi d’une famille de

p—valeur pour un certain Py € P sous Hg (la vraie hypothése nulle) alors

sup {FWER(RB" P)} = q.
PeP

En effet, soit Uy, ..., U, iidd ~ U(0,1). On pose, pour tout 1 < j < m,

i —1+4+U; —1 7
:j je[j 7i]
m m m

Uj

Soit une permutation aléatoire o € &,, uniformément distribuée sur &,, et indépendante des autres variables
aléatoires considérées. On considére alors la loi de (U (’7 () 1 <5< m).

Par hypotheése, il existe une loi Py pour laquelle Py € ©¢ ; pour tout j et (p;(X)); ~ (U;(j))j.
Enfin,

FWER(RP", Py) = P(3j € {1,....,m} : UL < %)
_P — o X
U Ulet) =k Ui < =3
j=1k=1
m (0% (6%
) (H{U’@ : m}> =P(Ui< ) =P(Ui <o) =a

Remargque : Si pour une loi Py sous Ho, les (p;(X)); sont indépendantes alors FWER(RB" Py) =1 — (1 —
a/m)™ ~ « pour « petit.

Remarque 2.1.9 : Défaut d’adaptativité de la procédure de test

On considére la procédure de Bonferroni RE" précédente. Pour des P, particuliers, FWER(RBO"f , Py) peut
étre trés inférieure & . Par exemple :
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» Forte dépendance entre les tests
Le test gaussien bilatére avec I';; = 1 pour tout 4, j donne p;(X) = p,;(X) pour tout 7,5 d’ou

FWER(RE™ | p,) = % < a.

» Beaucoup d’hypothéses nulles rejetées
Si mg/m n’est pas proche de 1 alors FWER(RP°"/  P) < amg/m n’est pas proche de .

Objectif : Construire une procédure qui fournit un controle adaptatif de la k—FWER.

2.1.4 Performance du test.

Soit a € (0,1).
On veut contréler chaque erreur de premiére espéce au niveau o pour une collection de lois P’ C P aussi large que
possible, ie construire une procédure R telle que

VP e P, ER(R,P)<aq, (%)

pour P’ C P aussi large que possible. Comme dans le cas des tests simples, on peut controler erreur de type I avec
P =P’ pour R =0 (test trivial) sans pour autant avoir "un bon test" : Hy est systématiquement accepté a tort.

Définition 2.1.10 : Procédure conservative

On dit qu'une procédure R est moins conservative que R’ si R’ C R avec ER(R, P) < a et ER(R/, P) < «.

Remarque 2.1.11

On remarque que si R est moins conservative que R’ alors R est plus puissante que R'.
On va donc chercher & construire une procédure qui soit peu conservative.

On précise aussi que 'on souhaite contréler I'erreur de premiére espéce pour tout m > 2 et pas seulement pour m
qui tend vers l'infini.

En résumé, afin d’obtenir une procédure vérifiant () et étant peu conservative, on propose une méthode
générique :

1. on construit une famille de procédure (R},);, qui dépendent d’un paramétre h;

2. on trouve un ensemble de parameétres h pour lesquels Ry, satisfait (x);

3. on détermine parmis ces valeurs, le paramétre h qui rend la région de rejet R, "la plus grande possible" (ie
la procédure la moins conservative).

2.2 Controle adaptatif de la k-—FWER.

Cette section est essentiellement basée sur l’article d’Etienne Roquain [14] et celui de Jelle J. Goeman et Aldo Solari

1.
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2.2.1 Hypothéses sur les procédures.

On suppose qu’il existe une famille { R¢ }¢c3 de procédures de test multiple qui satisfait les hypothéses suivantes :
» (P1) : C — R est décroissante :
VC,C' CcH, CcCC = Re C Re;

» (P2) : Re controle la k — FWER si C = Ho(P) :

VP e P, k— FWER(Ry,p), P) < .

On rappelle que 'on peut décrire la famille {R¢}ccy par une famille de seuils de la forme
Re={1<i<m: p;<tc},

ol t¢ € [0,1] est un seuil qui peut dépendre des observations et donc de p = (p;)1<i<m-
Ainsi, 'hypothése (P1) est vérifiée dés que Papplication C +— t¢ est décroissante. Il reste alors a choisir t¢ de telle
sorte que 'hypothése (P2) soit vérifiée.

Exemple 2.2.1 : Procédure de Bonferonni.

Pour tout C C H, on va vérifier que le seuil ¢¢ := min(ak/|C|, 1) satisfait bien les hypothéses (P1) (c’est clair)
et (P2).
En effet, d’aprés l'inégalité de Markov,

Ho(P)|t
Z PP(Z%‘S“&,(P))S%SQ

i€Ho(P)

Pr([Ho(P) N Ryl 2 k) <

| =

2.2.2 Procédure single-step.
D’aprés 'hypothése (P2), la procédure Ry, controle la k—FWER. Cette procédure est appelée procédure single

step associée 3 la famille {R¢}ecy.

Cependant, cette procédure ne peut pas étre utiliste en pratique car Ho(P) dépend de la loi incon-
nue P. Par contre, on peut utiliser la procédure Ry, car d’aprés les hypothéses (P1l) et (P2), on a
k — FWER(Ryn,P) < k — FWER(Ry,,P) < a. Cependant, cette procédure n’est pas performante en gé-
nérale car Ry est plus conservative que Ry, dés que Ho(P) est plus petit que H.

Exemple 2.2.2 : Cas gaussien avec dépendance connue (d’aprés [15]).

On considére le cas gaussien de matrice de covariance I' connue avec I';; = 1 pour tout 3.
On considére la statistique de test, pour tout 1 < j < m,

X, test unilatére
i(X) =19 o
|X;| test bilatére

On consideére le seuil

to(T) = min{x € R : Py, ( max S;(X) < x) >1—a}.
1<j<m
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Proposition 2.2.3

Dans le cadre gaussien (unilatére ou bilatére),

VP € P, FWER(t,(T),P) < a

et il existe Py tel que FWER(¢,(T"), Py) = o

Démonstration.
Dans le cas unilatére et bilatére on a, S;(X) < S;(X — p) pour tout j € H alors

FWER(1a(0), P) = Pp(3j € Ho(P) : 5,(X) > ta(T) =Bp(_sup {5,(X)} > ta(D))

<Pp ( sup {;(X — )} > m(r)) <PBp( sup {S;(X —p)} > ta(D) <«
JjEHo(P) 1<j<m N~
~N(0,T)
De plus, pour Py tel que u =0,

FWER(to(T'), Py) = Pp,( sup {S;j(X —p)} > ta(I)) =«

1<j<m

car sup; <<, {5;(X — p)} a une loi continue. O

Nous allons présenter des procédures itératives step-down, c’est-a-dire des procédures ou toutes les hypothéses sont
acceptées initialement et ou des hypothéses sont rejetées & chaque étape de ’algorithme.

2.2.3 Procédure step-down pour la FWER.

On va construire une procédure "

algorithme itératif.
On note A¢ l'ensemble (R¢)¢ = {1,...,m} \ R¢ des hypothéses non rejetées par la procédure Re.

proche" de Ry, (py qui controle la FWER a partir de la famille {R¢ }cc, via un

Théoréme 2.2.4 : Roquain (2011) [1)]

On suppose que la famille {R¢}ecy de procédures de tests multiples satisfait les conditions (P1) et (P2) et on
considére la famille associée {Ac}ecn-
On définit C par la procédure "step-down" définie comme suit :
» Initialisation : Cy = H ; R
» Etape j > 1:on pose Cj = Ac;_,. Si C; = C;j_1, on pose C = C; et I'algorithme est terminé. Sinon, on passe
a ’étape j + 1.
Alors
VP e P, FWER(R;) < a.

Démonstration.
On considére ’événement

Oy = {R’HO(P) ﬂHQ(P) = @} = {Ho(P) C AHU(p)}.
D’aprés 'hypothese (P2),

Pp(0) =1 —=Pp(|Ho(P) N Ryypyl > 1) > 1 -
D’apres hypothese (P1), C — A¢ est une application croissante.
Sur g, on a, pour tout C C H,

Ho CC = A?—LO(P) C Ac = Ho(P) C Ac (car Ho(P) - Ayo(p) C Ac).
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Sur Q :

» en prenant C = Cy = H, on obtient Hy(P) C Ac, ;

» en prenant C = C; = Ag,, on obtient Ho(P) C A¢, avec C; C Co

En répétant cet algorithme, on construit récursivement I’ensemble C et une procédure dont la FW ER est controlée
au niveau «a. En effet, Cc Co d’ou C§ C C® et donc Rz C Reg.

Comme ’ensemble des hypothéses rejetées ne peut que cr01tre au cours de 'algorithme, la procédure obtenue est
toujours moins conservative que la procédure obtenue par single step pour le méme contréle de la FWER. O

Exemple 2.2.5 : Procédure step-down de Bonferroni pour la FWER.

On peut utiliser le theoréme précédent avec

REM = {1<i<m: p <aflC]}.

Exemple 2.2.6 : Modéle gaussien avec covariance I' connue et controle de la FWER.

On définit une procédure par
Re={1<j<m : S;(X)>te(I)}
ou

te(I') =min{z € R : Pz n 0, (meacx{Sj(Z)} <z)>1-—al.
J

Cette "step down" procédure utilise la connaissance de I' et améliore ainsi la procédure "single step" de la section
précédente.

Remarque 2.2.7 : Procédure de Holm
On propose ici une version "simplifiée" du théoréme précédent. On définit une procédure step-down de va-
leurs critiques 73, 1 < [ < m en rejetant les hypothéses nulles correspondantes aux p—valeurs réordonnées
pay < ... < P avec

l:=max{l € {0,...,m} : VI' <, py) < Tr}.
Par exemple, la procédure de Holm correspond a la procédure step down de Bonferonni pour les valeurs critiques

a
TN =———, 1<[<m.
Ry BIIE R =m

2.2.4 Procédure step-down pour la k—FWER.

Le but de cette section est de généraliser le théoréme (ie algorithme récursif) au cas de la k—FWER.
Pour tout sous-ensemble C C H, on pose :

(/5(6) = U Acur = U Acur.

ICH,|I|=k—1 Icce |I|1<k—1

Théoréme 2.2.8 : Roquain (2011) [T3]

On suppose que la famille {R¢}ecy de procédures de tests multiples satisfait les conditions (P1) et (P2) et on
considére la famille associée {Ac}ecn.-

On définit C par la procédure "step-down" définie comme suit :
» Initialisation : Co = H et calculer ¢(Co)(= Ac,) ;
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> Etape j > 1: on pose C; = ¢(C;_1) et calculer ¢(C;). Si ¢(C;) = C;, alors C= C; et l'algorithme est terminé.
Sinon, on passe a l’étape j + 1.
Alors

VP € P, k—FWER(R;) < .

Démonstration.
On considére I’événement
Qo = {|RH0(P) n 7‘[0(P)| <k-— 1}

qui satisfait, par hypothése, Pp(£) > 1 — a. On remarque tout d’abord que
QOZ{HI() CH, ‘I0| =k—-1: HO(P) CAHU(P)UI(]}.
On a alors :

AICH, [I|=k—=1: Ho(P)CCUIl= 3 CH, [I|=k—-1: Ay,p)y CAcur Co(C)  (*)
= 3JI'CH, |I'|=k—-1: Ho(P)Cop(C)UI'. (xx)

En effet, (x) découle de la croissance de A¢ sur C et il suffit de considérer I’ = Iy pour prouver (xx).

Ainsi, sur I’événement g, pour tout C C H,
ICENHo(P)| <k —1=[(6(C))" NHo(P)| <k —1.
Par définition, ¢ est une application croissante :
VC ', ¢(C) < ¢(C).

Ainsi, a partir de l'algorithme, comme C; C Cp, on obtient que C; C C;j_; pour tout j > 1. On a donc que la zone
de rejet ne peut que croitre a chaque étape de ’algorithme. En particulier, la procédure issue de 1’algorithme,

(CA)C: m Ry,
[T|=k—1

est toujours moins conservative que la single step method R¢ pour le méme controle de la k—FWER ce qui achéve
la preuve. O

Appliquons cet algorithme a la procédure Re = {1 <i <m : p; < tc} pour laquelle (P2) est vérifiée et tel que
C — tc est décroissante (ie que I’hypothése (P1) est valide). La relation de récursivité, C’ = ¢(C) devient

() = m Reur = ﬂ {1<i<m : p; <teur}

Icce|I1<k—1 Icce,|I1<k—1

={1<1< oo < i t .
{I<i=m:pi< ICCCI,T\III\ngkA{ cur}t}

Exemple 2.2.9 : Procédure step-down de Bonferroni pour le contréle de la k—FWER.

En considérant les seuils ¢¢ := min(ak/|C|, 1) pour tout C C H, on obtient

min  {tcur} = ok
reeerj<h—1" P T A (el ¥ k= 1)

Il existe une procédure de Holm généralisée reprenant les mémes idées que la procédure de Holm décrite précé-
demment.

Remarque 2.2.10 : Complezité de l’algorithme
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Un probléme majeur de cet algorithme concerne le calcul de ¢(-) qui peut étre long si k est grand car
on doit considérer tous les ensembles I de C¢ de cardinal au plus k& — 1.

2.2.5 Opérateur Next.
Procédure de rejet itérative step-down et contréle de la FWER.

Afin de contréler la FWER, une approche équivalente consiste & introduire un opérateur A’ : H — H, appelé
fonction Nezt. On interprétera A(R) comme les hypothéses rejetées dans la prochaine étape de la procédure, apres
avoir rejeté R dans ’étape précédente. La procédure itérative est alors définie par

1. Ry =10,

2. Ritx1 =R, UN(R;),

3. R:=1lim; 4 R;.
Comme H est un ensemble fini, la procédure s’arréte lorsque R, 11 = R,. Ainsi, la limite R est atteinte en un
nombre fini d’étapes.

De plus, on dispose d’un controéle de la FWER a chaque étape de 1'algorithme :

Proposition 2.2.11 : Goeman, Solari (2010) [7]

Soit a € (0, 1).
On suppose que lapplication N : H — H vérifie les deux hypothéses suivantes :
(H1) - Monotonie :

VRCSCH, N(R)CN(S)US,

(H2) - Controle des faux :
VP € P, PP(N(Hl(P)) - Hl(P)) >1—-a.
Alors, pour tout P € P,
Pp(RCHi(P)) 21—«
<a.

En particulier, pour tout P € P, FWER(R, P)

Démonstration.

Soit P € P. On considére 'événement £ = {N(H1(P)) C H1(P)}.

D’aprés (H2), Pp(E) > 1 —«.

On se place sur I'événement E. Par récurrence, montrons que R,, C H;(P) pour tout n € N.
» Ry =0 C Hi(P).

» Soit n € N. Supposons R,, C H;(P).

Rn+1 n Ho(P) = N(Rn> N HQ(P) Q N(Hl(P)) N Ho(P) = (Z) d’aprés (Hl)

Cela prouve ’hérédité.
On en déduit que
Pp(R, C H1(P)) >Pp(E) >1—a pour tout n € N,

Donc,
Pp(RCHi(P))>1—q.

En particulier,
{Pr(RC Hi(P) 21 —a} = {1 —Pp(RNH(P) #0) = 1 — a} = {Pp(RNHo(P) #0) < a},
d’ot FWER(R, P)) < a. O
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Exemple 2.2.12 : Procédure de Bonferroni
On définit I'opérateur, pour tout G C H,

N@G)={ieH : p; < m_LM}
» Vérification de (H1) :
3 !/ - « /
Si G C G’ alors e f—reT donc N (G) C N(G').
» Vérification de (H2) :
Pp(N(Hi1(P)) N Ho(P) # 0) = Pp (Hi € Ho(P), pi < — |;1(P>| - moo(‘P)) < ¥ m = a.

i€Ho(P)

Exemple de procédure de rejet itérative step-up et contrdle de la FWER.

Les procédures itératives step-up consistent & rejeter toutes les hypothéses initialement et d’en accepter & chaque
itération. On travaille ici avec une famille de p—valeurs (p;)i<i<m.

Supposons que pour tout R C H, on choisisse une suite ordonnée de seuils
t1(R) > ... > tpp\r|(R).
On définit alors une procédure itérative en posant
NR) = J{TTSH\R : pi <tppuni(R) VieT}

Cette procédure permet aussi de controler la FWER :

Corollaire 2.2.13 : Goeman, Solari (2010)

Supposons que :
» Si R C S alors
t;(S) > t;(R) pour tout i =1,...,|H\ S|,

» Pour tout P € P, si R = H;(P) alors

Pp U i <tpepnae1(Ha(P)) Vie I} | <a.
ICH(P)

Alors la procédure de rejet itérative définie ci-dessus satisfait

Pp(RC Hi(P) >1—a.

Démonstration.
Pour démontrer ce corollaire, nous allons montrer que 'application A vérifie les hypotheses (H1) et (H2) afin
d’appliquer la proposition [2.2.11

» Hypothese (H1) :
Soit RC S C H.
Si N(R) = () alors 'hypothése de monotonie est claire. Supposons donc que N'(R) # (0.
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Soit H € N(R). Il existe I C H \ R tel que H € I et p; < tjp\(run+1(R) pour tout i € I. Si H € S alors
I’hypothése de monotonie est vérifiée.

Supposons que H ¢ S. On sait déja que H € T\ S := Tetquel CH \ S. Or, comme les seuils sont rangés par
ordre décroissant, on a, par hypothése du corollaire,

trun|+1(R) <t (run)+1(S) <ty suny+1(9)-

Donc, pour tout ¢ € f,
pi <t sun)+108) =t suiy+1(9)-
Donc H € N(8S).

» Hypothese (H2) :

Pp(N(Hi(P)) € Hi(P)) =1 —Pp(N(H1(P)) N Ho(P) # 0).

Or, on a

Pp(N(H1(P))NHo(P) #0) =Pp U {p; < t\H\(’Hl(P)UI)lJrl(R) Vi e It NHo(P)
ICH\H1(P)

=Pp U i <tpuenni+(R) Viel}
ICH(P)

< «a par hypothése du corollaire.

Procédure de rejet itérative et contréle de la k—FWER.
A partir de la méme procédure itérative que précédement,

1. Ry =10,

2. Rit1 = R, UN(R;),

3. R:=1lim;_, . R;,
on dispose d’un controle de la k—FWER :

Proposition 2.2.14

Soit a € (0,1).

On suppose que I'application N : H — H vérifie les deux hypothéses suivantes :
(A1) - Monotonie :

VRC S CH, N(R)CN(S),
(A2) - Controle des faux :

VPeP, Pp| (] {[HoP)NN(H(P)UID)|<k—1}|>1-a.
ICHo(P),
[I|<k—1

Alors, pour tout P € P,
Pr(RNHo(P) 2 k) < o

En particulier, pour tout P € P, k—FWER(R, P) < a.
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Démonstration.
Soit P € P.
Sous I'hypothése (A1), on montre par récurrence que N™(()) C N™F1(()) pour tout n > 0. On en déduit donc que,
pour tout n > 0,
Ryt = N"TH(0) = N(R,).
On consideére 'évenement E = {4y, py, 1j<k—1) 1 Ho(P) NN (H1(P)) UT)| <k — 1}
D’apres (A2), Pp(E) > 1 — a.
On se place sur I'événement E. Par récurrence, montrons que |R,, N Ho(P)| < k — 1 pour tout n € N.
» |[RoNHo(P)|=|0] < k—1.
» Soit n € N. Supposons que |R, N Ho(P)| <k — 1.
11 existe donc I C Ho(P), |I] <k —1 tel que R,, C H1(P)U 1.
Alors

R,y1 =N(R,) CN(H1(P)UI) d’apres (A1),
NHA(P)UT) N [Ho(P) UH(P)]
I) N Ho(P)] U N (Hi(P) UT) NH1(P)]

I) N Ho(P)]UHL(P).

—[N
cCWV

Hy
Ha

P)

(H(P)U
(Ha(P)U
Posons J := N (H1(P)UI)NHo(P). On a J C Ho(P) et par hypotheése de récurrence, |J| < k — 1.
Cela prouve ’hérédité.

On en déduit que

Pp(|R, NHo(P)| <k—1)>Pp(E)>1—a pour tout n € N.
Ainsi,
Pp(|lRNHo(P)|<k-1)21—aq,
d’ott k—FWER(R, P)) < a. O

Exemple 2.2.15 : Procédure de Bonferonni
Soit N : H — H l'opérateur défini par

. . ok
VG CH NO =liet: »s T4

}.

» L’hypothése (Al) est clairement vérifiée.
» Vérification de 'hypothése (A2) :
Supposons que l'on se place sur I’événement

E={ |J [Ho(P)NN(H:(P)UT)| > k}.

ICHo(P),
[1|<k-1

Alors il existe I C Ho(P), |I| <k — 1 tel que [Ho(P)NN(H1(P)UI)| > k.

Or
Ho(P) NN (Hi(P)UT) = {i € Ho(P) : pi < — (m ke fﬁ . (P — |I|)} ClieHo(P): pi < mi()}
On a alors : k
[Ho(P)NN(H1(P)UI)| < [{i € Ho(P) : pi < :TOH'
Ainsi,

]PP(E) <Pp (|ZEHO(P) p; < %k‘ >k>
0
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D’aprés le théoréme [2.2.14] la procédure de Bonferonni définie & partir de cet opérateur contréle la k—FWER
au niveau a.

2.3 Controle de la FDR.

Cette section est essentiellement basée sur le cours d’Etienne Roquain [15].

2.3.1 Procédure de Benjamini Hochberg.

On rappelle qu’a partir d’une famille de p—valeurs p = {p;, 1 <i < m} € [0,1]™, la FDP est la proportion d’erreurs
commises dans I’ensemble des hypothéses rejetées ie le taux moyen de faux positifs ;
_ |R(p) N Ho(P)|

VP € P, FDP(R(p),P) TR

On définit alors la FDR :

Rip) VI4(PY]

VP € P, FDR(R,P):=Ep[FDP(R(p), P)] =Ep [ [R(p)| V1

La procédure de Benjamini Hochberg (BH) introduit en 1995 dans [2] est la suivante :
» On considére {p(;), 1 <i < m}, la famille des p—valeurs rangées dans 'ordre croissant.
» On se donne un critére d’arrét donné par :

~ l
I =max{l € {1,...,m} | py) < aa},

et Z\: 0 Si {l (S {1,,7’77,} | p(l) S Oé%} = @

» On rejette alors les hypothéses correspondants a pyy, ..., P

. a(lvl
RPH —{1<j<m|p; < (m Ly,
N——
:=t(p) seuil
p-valeur
0.05 - o
o

droite de
pente w/m

0.00 -

T T T T T T T

4 6 8 10 12 14
rang de la p-valeur

FI1GURE 2.1 — Tllustration de la procédure de Benjamini Hochberg avec 7= 10.
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Cette procédure permet de controler la FDR au niveau « (on notera parfois cette procédure BH («v)).

Proposition 2.3.1 : Benjamini, Hochberg (1995) et Benjamini, Yekutieli (2001)

Supposons qu'il existe P € P tel que (p;,1 < j < m) soit une famille de p—valeurs mutuellement indépendantes.
Soit o € (0,1). Alors :

1. FDR(RBH, P) < oM0P)

<«

2. De plus, si chaque p—valeur suit une loi uniforme sous P alors

P
FOR(REH, ) — o ™) -,
m

Démonstration. (d’aprés Ferreira et Zwinderman (2006))
On définit la famille (6;)1<j<m par

0. — 0 si P €0y,

~ |1 sinon.
On a donc .
BH
[RZ7 N Ho(P Z My <a@i)/me

Ainsi,

m

FDR(REH, P) Z

]l{pj < a(l Vv 1)/m}
Tv1

On définit & présent p=7 := {p1,...,pm} \ {pj}. On notera p~7 := {p1, ..., pm }, C’est-a-dire que p; = p1,...,pj—1 =
Dj—1,Pj+1 = Pjy - Pm = Pm—1-

On note alors I'77) := max{l € {1,...,m — 1}, pg) < a—}

Montrons que

P < S(V1) = T=1"9 41,
m

~

Supposons que p; < —(IV 1) ie que p; soit rejetée. Si lAZ 2, comme

3»

~ l
I =max{l € {1,....,m} | py) < aa},
alors

37 et p(s)>gs Vs>1 = D ng\ et ]5(3_1)>gs Vs >1 Carjgz\
m m =1 = m m

=
=)
IN

~ o~ - Q ~
= Pioq) < El et ps) > E(s+1) Vs >1—1
— D =7-1
— =17 41,
Enfin, si T=1ousil=0 alors p; <a/met Py > g(5 +1)¥s>1doul -7 = .
m

o~

~ l
Supposons & présent que p; > g(l V 1) ie que p; ne soit pas rejetée. Comme [ = max{l € {1,...,m} | pg) < a—},
m m

alors,
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On a alors
m (160, < (-9 £ 1 ,
FDR(RBH, P)= Z(l —0;)Ep {p; < lf(é(l‘) f_ )/m}] avec p; et 19 indépendantes
— i) +
j=1 L
m 1{p; < a(1-9) +1
=108 |B l B )H
= I 1=9) +1
m 1 ) )
=Y (1= 0)Ep | =——Pp [p; <a@@D + 1)/m} | 1]
= 1= +1
L <a(lt=9+1)/m
< amg/m.

Si on suppose de plus que les (p;); sont de loi uniforme sous P, alors I'inégalité ci-dessus est une égalité.

On ne peut pas s’affranchir de 'hypothése d’indépendance des p—valeurs.

Proposition 2.3.2 : Benjamini, Yekutieli (2001)

Soit (pj,1 < j < m) une famille de p—valeurs associée au test multiple.
Posons vy, =1+ 1/2+ ...+ 1/m. Alors :

amo(P)

VP € P, FDR(RPH P) < Y < QY

Démonstration.
On a vu que

FDR(RBH  p) :i

]l{pj < a(l Vv 1)/m}
Tv1

De plus, on a, pour tout I € {1,...,m},

Ainsi,

1{p, < a(lVv1)/m}
v

> 1
Ep =Ep kZ:l mn{pj <a(lv1)/mii{k>1v 1}]

<2 ﬁpp (pj < othhm). M) par Fubini-Tonelli

=1 +1 m
o} kAm
= m 2 k(R
m i (k+1)
Enfin, il reste & remarquer que
m—1
k/\m 1 1 1
=1 — =Y.
zk o +Zm D et
k>1 k=1 k>m

33
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Conséquence : La procédure de Benjamini Yekutichi définie par RBH(@/7m) controle toujours la FDR au niveau .

Mais cette procédure a le défaut d’étre trop conservative en pratique.
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Remarque 2.3.3 : Défaut d’adaptativité

La procédure BH appliquée a un niveau « garantit un controdle de la FDR au niveau mg(P)/m qui peut étre
strictement inférieur au niveau prescrit dés que mg(P)/m < 1.

Afin de corriger ce défaut d’adaptativité, une idée est de considérer un estimateur de la proportion mg(P)/m
d’hypothéses nulles vraies.

2.3.2 Conditions de dépendance et contréle de I’erreur de premiére espéce.

Dans cette section, on va d’abord chercher & affaiblir la condition d’indépendance des p—valeurs de la proposition
2.3.1| pour contréler 'erreur de premiére espéce. Dans un second temps, on va vouloir contréler les fluctuations de
la FDP dans un cadre général de dépendance entre les p—valeurs.

Théoréme 2.3.4 : Roquain (2011) [T3]

Soit (pj,1 < j < m) une famille de p—valeurs associée au test multiple. On considére la procédure BH(«)
associée aux [ rejets.
Supposons qu’il existe P € P vérifiant la condition :

~ -1 ~ l
J € y ooy T € Ho,j, € yeees M P <l- pj < ai <Pp <l- Pj SOL .
vj e {1 Pe Hyy, Ve {2 Pp(1<i—1]p, (m N <rp(T<i=1]p, ~). G

Alors
mo(P)

FDR(RP¥ P) < «
m

Démonstration.

7j=1 =1 m
:iu_o«)il Pp(?<l|p'<a—l)— PP(T<Z—1|p4<OZ—Z) x Pp(p; O‘J)
: J l = I ="m = I = I ="
j=1 =1 ——
>Pp(I<i—1 | p;j<a(i—1)/m) par (§) Sal/m

A
NE
=
=
™

VS

g
]
=)
IA
)
IA

g

)—Pp(<i—1|p; <ali- 1>/m>)

j=1 =1

i ~ amy
=—> (1-0)Pp(l<m|p;<a)= 70

j=1

Nous allons maintenant présenter quelques cas particuliers pour lesquels on dispose de la condition (f).

Cas 1 : Dépendance positive (Benjamini, Yekutieli (2001)).
On dit qu’un ensemble D C [0, 1]™ est croissant si

Vp,p' €[0,1]™, (pe D, p; <pj Vj)= p €D.
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() est vraie si pour tout ensemble D C [0,1]™ mesurable et croissant, pour tout j € Ho(P), application
t€[0,1] = Pp(p e D | p; <t) est croissante. Cette condition est appelée wPRDS (weak Positively Regressively
Dependant on each one of a Subset).

Définition 2.3.5 : Conditions de PRDS pour une famille (finie) de p—wvaleurs - Blanchard, Delattre, Roquain
(2014) [3]

Soit H un ensemble fini. Pour tout sous-ensemble H' de H, on dit que la famille de p—valeurs p(X) = (p;(X))jen
satisfait la condition de PRDS faible (wPRDS) sur H' pour la loi P, si pour tout j € H', pour tout ensemble
mesurable croissant D de [0, 1]/, 1a fonction

te0,1] = Pp(p(X) € D |pj(X)<t) estcroissante sur {t € [0,1] : Pp(p;(X) <t) > 0}.
On dit que la famille satisfait la condition de PRDS (forte) si la fonction

t€[0,1] = Pp(p(X) € D | p;j(X)=t) estcroissante.

On remarque que la probabilité conditionnelle par rapport a I’événement {p;(X) < t} est définie (comme rapport
de probabilités) pour tout ¢ € [0, 1] dés lors que cet événement est de probabilité strictement positive ; tandis que la
probabilité conditionnelle par rapport a p;(X) = t peut seulement étre définie comme une espérance conditionnelle.
Ainsi, la définition de condition de PRDS forte est définie & ensemble p;(X)-négligeable prés.

On remarque que les propriétés de wPRDS et de PRDS (forte) sont invariantes par transformations mono-
tones : si p(X) est PRDS (faible ou forte) alors f(p(X)) est PRDS (respectivement faible ou forte) si les f; sont
toutes croissantes ou décroissantes.

Lemme 2.3.6 : Benjamini, Yekutieli (2001)
La condition de PRDS (forte) implique la condition de PRDS faible.

Démonstration.

Posons f(u) =Pp(p € D | p; = u). Par hypothése, ’application f est croissante.

Soit u > 0 tel que Pp(p; < u) > 0.

Pour tout «’ > u, posons v =Pp(p; < u | p; < u') (cette quantité est bien définie car Pp(p; < u) > 0).
Montrons que Pp(p € D | pj <u') >Pp(p € D | pj < u).

Pp(pe D |pj <u')=Ep(lpep | pj <u)

=Ep |Ep(Lpep | p;) Ipj <u'| car {p; <u'} Co(p;)
=f(pj)

=Ep(f(p;) [ pj < u')

=Ep(f(pj)lp;<u | pj <) +Ep(f(pi)lp;>u | pj <)

Ep(f(0j)lp,<u Lpr<w )Pp(pj < u) N Ep(f(pj)lp;>ulp, <u)Pp(u < py < u')
Pp(p; <u')Pp(p; < u) Pp(p; <u')Pp(u<p; <)

Pr({p; <u}n{p; <u'})
Pp(p; <)
Pp({u <p;j}n{p; <u'})
Pp(p; <u/)

=Ep(f(pj) Ipj < u)

+Ep(f(pj) [ u<pj <u)

=Ep(f(p;) Ipj <u)+ (1 —=NEp(f(ps) | u <pj <u)
>Ep(f(p;) lpj <u) car f est croissante
=Pp(pe D |p; <u)



36 CHAPITRE 2. TESTS MULTIPLES : PROCEDURE DE TESTS ET ERREURS DE PREMIERE ESPECE.

Exemple 2.3.7 : Vecteurs gaussiens

Soit X = (X3, ..., X;,) un vecteur gaussien de moyenne v € R™ et de matrice de covariance ¥ € M, (R).
Soit H' C {1,...,n}. Si pour tout ¢ € H' et pour tout j € {1,...,m}, £; ; > 0 alors X est PRDS sous H'.

Démonstration.
Soit ¢ € H'. Pour fixer les idées, on suppose que 7 = 1.

On pose
X — X1 . = 41 I Y11 E1,(—1) )
X(-1) V(-1) Bna B, -

D’apres le résultat sur le conditionnement gaussien, la loi de X(_;y sachant X; = x est donnée par

LKy | Xy =2) =Ny + ZnaZnil —m) ) Sy = ZenaBnSnen).

Par hypothese, 3(_1) 1 > 0 et donc la moyenne conditionnelle est croissante en . Comme la matrice de covariance
de la loi conditionnelle ne dépend pas de x, la loi conditionnelle est croissante en probabilité par rapport a x.

Alors, pour toute fonction croissante f, d’aprés le lemme de transfert, z < z’ implique

Ep(f(X(—1) | X1 =2) <Ep(f(X(1) | X1 =2).

Soit D un ensemble croissant. Par définition de D, la fonction indicatrice de D est une fonction croissante.

Pour une telle fonction f, on obtient la propriété de PRDS.

Remarques :

1. Autrement dit, pour des données gaussiennes, la condition de PRDS est équivalente a des corrélations

positives.

2. De plus, la fonction définie pour tout j € {1,...,n} par G; : & € R+— Pp(X,; > x) est décroissante donc la

famille de p—valeurs (p;(X;)); satisfait aussi la condition de PRDS.

~

On remarque par ailleurs que D; = {p € [0,1]™, I(p) <! — 1} est un ensemble croissant de [0, 1]™.

Cas 2 : Dépendance martingale (Storey et al (2004) - Heesen, Janssen (2015)).
On considére la filtration (F;)1<;<m définie par

l/
ﬂ;:g(]l{pjga}7[§l’gm, lgjgm), 1<l <m.
m

On remarque que D; = {Tg [ — 1} est mesurable par rapport a la filtration F;.
En effet,

~ I i ol

<l-1lev > N> e > Y 1p < Ty <

1<l @Vl_l,p(l)>m<:>w_l,j:1 {p]_m}<l
On a donc

Pr(l<i—1 p~§7a(lil) —Ep |1{I<1-1
J
m

I{p; < a(l—1)/m} ]
Pp(p; < a(l —1)/m)

I{p; <a(l-1)/m}
Pp(p; < a(l —1)/m)

—. @
=:M,”)

=Ep |1{I<1-1}Ep | A

O

O
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On suppose que les variables aléatoires (Ml(z )1)2§l§m satisfont une condition de type martingale ie

Vi€ {2,...,m}, Vj € Ho(P), Ep[MY) | 7] < M.

On a donc

- -1 - : - l
Pr@<i—1]p <UD CmiT<i— 1} MO = Pr(<i—11p <) et (5) est vérifice.
m m

Un cadre général de dépendance entre les p—valeurs ne permet pas de contrdler facilement la FDR. On va alors
chercher & controler les fluctuation de la FDP. Formellement, on veut contréler la FDP, c’est-a-dire trouver un seuil
t = t(p) tel que VP € P, Pp(FDP(R(t),P) < a)>1-¢&.

Pour cela on va utiliser une procédure step-up corrigée qui consiste a trouver de nouvelles valeurs critiques

7, 1 <1< m telles que pour | = max(l € {0,1,...,m}, py) < 1), le seuil ¢(p) = 77 controle la FDP.

Proposition 2.3.8 : Guo et al (2014)

On considére une famille de p—valeurs et une probabilité P € P satisfaisant I’hypothése de wPRDS. On considére
la procédure de step-up corrigée avec les valeurs critiques de Lehmann Romano :

l 1
m ;:gwi"_)’ 1<1<m.
m
Alors
Pp(FDP(r;, P) < a) > 1 &,
Démonstration.
On a

{FDP(7) > a} = {>_(1 - 0)1{p; < 7} > |ol] +1}.

j=1

On a donc mg(P) > Laﬂ + 1. Ainsi,

{FDP(rp) > a} € {3k € {1,...mo(P)}, pirrg) < %}7

oll P(k:3,) est la k-iéme plus petite p—valeur.

~

En effet, cette condition est en particulier vérifiée pour k = |al| + 1.
On a donc,

k
PP(FDP(TZA, P) > a) <Pp(Fk € {1,...,mo(P)}, D(k:tHo) < %) < ]P)P(p(k:Ho).

D’aprés 'hypothése de wPRDS,
P
Pp(FDP(r, P) > a) < 75’”70; )y <e.
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Chapitre 3

Erreurs de seconde espéce et théorie
minimax pour les tests multiples.

En théorie des tests classiques d’une hypothése, la construction de tests par agrégation permet de contréler
lerreur de premiére espéce tout en satisfaisant des critéres d’optimalité liés & l'erreur de seconde espéce sous
certaines classes d’alternatives. Ces propriétés de type minimax sont basées sur la notion de vitesse de sépa-
ration introduite par Ingster sous un angle asymptotique et par Baraud sous un angle non asymptotique. Le
but de ce chapitre est de donner quelques définitions des erreurs de seconde espéce pour les tests multiples
présentes dans la littérature puis de montrer qu’il existe une correspondance entre les tests agrégés et les tests
multiples permettant d’étendre la théorie des vitesses de séparation pour les tests multiples. Cela permettra de dé-
finir un nouveau critére d’optimalité lié & ’erreur de seconde espéce et une théorie minimax pour les tests multiples.

3.1 Premiéres définitions des erreurs de seconde espéce pour les tests
multiples.

3.1.1 Rappels sur les tests multiples et procédure minp .

Dans cette section, basée sur l'article [6], nous allons présenter la procédure de tests multiples minp. Cela nous
permettra de fixer les notations pour la suite du chapitre.

Soit (X, X, P) un modéle statistique et X une observation de loi P € P.

Une hypothése H est un sous-ensemble de P. On dit que H est vraie sous une probabilité P € P si P € H et
fausse sous P si P ¢ H.

On se donne H une collection finie d’hypothéses H. On veut tester simultanément H contre P \ H pour
tout H € H ie "H est vraie sous P" contre "H est fausse sous P" pour tout H € H. On définit alors ’ensemble
des hypothéses vraies sous P par

T(P):={HeH|PeH}
et ’ensemble des hypothéses fausses sous P par
F(P)=H\T(P)={HeH|P¢H}

Une procédure de tests multiples est la donnée d’un ensemble d’hypothéses rejetées R C H. R ne dépend que de
I’observation X sous P.

On va chercher & controler une erreur de premiére espéce.
On rappelle que la FWER est définie par

FWER(R) := sup P(RNT(P) # 0).
PeP

39
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On définit aussi la weak Family Wise Error Rate par

wFWER := sup P(RNT(P)#0)
PeP, T(P)=H

= sup P(RN7(P)#0).

PeNpenH

On notera NH := ﬂ H.
HeH

On suppose connue une famille des p—valeurs py pour tout H € H.

Définition 3.1.1 : Procédure min p

Pour tout sous-ensemble G de H et tout « € (0,1), on définit ¢, g, une fonction décroissante de G telle que

VP eng, P(glérglpH < Qmp,g,a) <a.

La procédure min p est alors définie par la zone de rejet

VP eNG, Rup:={H <G |pg < dmpg.a}-

Exemple 3.1.2

On note Fy la fonction de répartition cadlag et Fy la fonction de répartition caglad de mingey py pour
P € (\yey H. On a donc

Ronp = {H | prr < Fy ()}

» Controle du wFWER.
Soit P € NH.

PRy #0) = PGH € H, py < Fy (a))

. —=-1
= P(glel%pH < Fy (a))

» Controle du FWER.
On fait une hypothése supplémentaire :

VG C Hlaloid i t 1 éme VP € H.
(1) VG C H la loi e mill pyy est la meme Qg

Cette hypothése est par exemple vérifiée si les py sont indépendantes pour tout P € P.
Alors, pour tout P € P,

PRy NT(P) #0) = PGH € T(P), pu < Fy ' (a))

—1
=P i < F .
(Hggl(lp)pﬂ o (@)

On prend G = T(P).
D’aprés (f), on peut remplacer P par @ € NH C mHeT(P) H. Donc :

PRy NT(P) #0) = Q(, min_ pr <y (a))

< Q(min pr < Fy (@)
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=Fo(F, 1(cv)) car sous @, la fonction de répartition caglad de II{III% pu est Fo.
€

IN

Q.

On peut "améliorer" les procédures (ie les rendre moins conservatives) par step-down dont on rappelle algorithme.
Soit N : H — H une application vérifiant les hypothéses suivantes :
(H1) - Monotonie :

VRCSCH, N(R)CN(S)US,

(H2) - Controle des faux :
VP eP, PN(F(P)CFP)=>1-a.
Alors la procédure R définie par
1. Ry =10,
2. Rit1 =R, UN(R,),
3. R :=lim; 400 Ry;
controle la FWER.

Remarque 3.1.3

On pourrait définir la procédure min p comme la procédure itérative de rejet associée a I'application N définie
par
Nmp :S— {H eH \ S rpa < qmp,’H\S,a}'

Cette application veérifie (H1) et (H2) donc la procédure a une FWER controlée par a.
En effet, (H1) est vérifiée par monotonie de G — ¢pp g,o- Montrons (H2).
On a, pour tout P € P,

N(f(P)) = {H S T(P) D pe < Qmp,T(P),a}~

Alors, pour tout P € P,

P(N(f"(P)) N T(P) #* @) = P(HH € T(P) :pr < qmpg’(p)’a)

— P( mi < qm N
(HrenTl?P)pH Tnp, T(P), )

< a d’aprés la définition [3.1.1

La derniére inégalité est vraie car si P € P alors P € N7 (P) (si on suppose que P ¢ P alors il existe H € T (P)
telle que P ¢ H ce qui est absurde).

Exemple 3.1.4 : Amélioration de la procédure par step-down

Supposons (f). Si I'on connait Fg, la fonction de répartition de mingeg pu pour P € (g H, on peut poser,

N(G):={H : pu <F;Cl(oz)} oun G°=H\G.

» Monotonie :
Si G C G’ alors mingege py < mingegre py-
On prend @ € NH. Donc

min <t)> min <t
Q(HEQCPH ) > Q(HEQ,CPH )

et

Fge(t) > Fgie(t).

D’ou . .
Fgie(a) > Fge (a).
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Donc N (G) C N (G").

» Controle pour les faux :

Soit P € P. .

On a N(F(P)) ={H : pu < Frp(a)}.
Donc

P(N(F(P))NT(P) #0) = P(3H € T(P), p < Fr(p)(@))

——1
=P i < F
( pin, P < Frp) (@)

— —1
= Frp)(Frp)(a)) < a.

On remarque que Ri = Ruyp.-

Exemple 3.1.5 : Procédures particuliéres

Pour des valeurs particuliéres de gmp,g,o, on obtient des procédures usuelles :

1. Procédure de Holm Ry, associée a I’application Nmp avec ¢mp.g.o = @/|G|. L'application Next pour
Holm sera désormais notée Ngoim.

2. Procédure de Bonferroni avec Rpons := Neoim (0).

3. Silaloi de mingecg py ne dépend pas de P sur NG et est connue, on définit R,,, comme dans les exemples
précédents en prenant

_1
NmptsH{HGIH\S : pH<FH\5 (O[)}
On peut remarquer que R,,, est moins conservative que Ryoim ie

7?fHolm C Rmp-

On peut étendre les procédures minp en des procédures min p pondérées en définissant
Nwmp S {H S H\S D pp < wHmep,H\S,a}>

ot (wg) ey est une famille de poids positifs satisfaisant ) ., wi = 1 €t ot Gump,g,o vérifie, pour tout o € (0, 1),

VP e Ng, P(?Ené w;IIpH < Qump,G.a) < Q.

1

().

Quand la loi de mingeg w;IlpH ne dépend pas de P sur NG et est connue, on peut prendre ¢ump.g.o = w’g_
On définit alors une zone de rejet Ryymp-

3.1.2 Définitions de la puissance d’un test multiple.

Une premiére approche afin de définir une erreur de seconde espéce pour les tests multiples est de chercher & définir
une notion de puissance par analogie avec les définitions des erreurs de premiére espéce vues en [2.1.3]
Intuitivement, définir une erreur de seconde espéce, c’est s’intéresser aux hypothéses de I'ensemble R N F(P).
Aussi, afin de définir une puissance, on peut s’intéresser aux hypothéses rejetées par la procédure qui sont dans
F(P), ie aux éléments de 'ensemble R N F(P).

Comme pour les erreurs de premiére espéce, il existe plusieurs définitions de puissance :

Ces deux premiéres définition de puissance sont définies et étudiées (théoriquement et numériquement) dans
[17] et [5].
» la puissance compléte ou all pairs power : c’est la probabilité de rejeter tous les vrais positifs;

VP e P, P(R C F(P)).
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» la puissance minimale ou any pair power : c’est la probabilité de rejeter au moins un vrai positif;
VP € P, P(F(P)NR # 0);
et la r-puissance (introduit dans [5]) : ¢’est la probabilité de rejeter au moins r fausses hypothéses;
VP e P, P(|F(P)NR| >r).
» le nombre moyen de vrais positifs (introduit dans [16]) :
VP e P, E[|F(P)NR|.

Les définitions suivantes sont définies et étudiées dans [2] et [9].

» la True Positive Fraction : c’est la proportion d’hypothéses fausses rejetées dans I’ensemble des hypothéses fausses
ie le taux moyen de vrais positifs;

_ [RNF(P)]

Ainsi, la TPF est égale & zéro lorsque la procédure ne rejette aucune hypothése fausse. Afin d’obtenir un
test performant, on va donc chercher & maximiser cette quantité. Comme elle est aléatoire, elle ne définit pas
convenablement une puissance ; deux notions de puissance peuvent découler de la TPF :

w la A-puissance pour un parameétre A € (0,1) fixé, c’est la queue de la distribution de la TPF,
VP e P, P(TPF(R, P) > \).

w la puissance moyenne, c¢’est I’espérance de la TPF,

VP € P, E[TPF(R, P)| = E [HP)“R'} .

[F(P) V1

On remarque que dans le cas d’un test simple, ces définitions de puissance coincident avec la notion de puissance
usuelle pour les tests d’une seule hypothése.

De plus, comme on cherche & avoir "la plus grande puissance possible", on cherchera souvent & maximiser
la quantité

inf (R, P),

pPeP

ou m; désigne 'une des définitions de puissance données ci-dessus.

Exemple 3.1.6

On veut tester les hypothéses Hy, Ho, Hs et Hy en utilisant des statistiques de test indépendantes dont les
puissances de chaque test individuel respectifs sont 0.5,0.5,0.8 et 0.8. Alors

» Puissance compléte= 0.5 x 0.5 x 0.8 x 0.8 = 0.16

» Puissance minimale=1— (1 — 0.5)(1 — 0.5)(1 — 0.8)(1 — 0.8) = 0.99

» Puissance moyenne= (0.5+4 0.5+ 0.8 +0.8)/4 = 0.65

Pour un méme probléme, on obtient des puissances trés variées selon la définition que I'on prend. En pratique, il
convient donc de choisir la notion de puissance la plus adaptée au probléme que l’on traite.

Enfin, dans la pratique, pour comparer plusieurs procédures et choisir une procédure "performante" ou
"optimale" dans le sens ou elle controle 'erreur de premiére espéce au niveau « et maximise une puissance, on
effectue des simulations numeériques. Dans la plupart des cas, on trace I’évolution de la TPF (ou de la puissance
moyenne) en fonction du nombre d’hypothéses dans plusieurs configurations : on fait varier le nombre d’hypothéses
nulles vraies et on choisit différentes alternatives (d’aprés [2]).
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3.1.3 Critéres maximin.

Dans cette section, nous allons définir des erreurs de seconde espéce qui permettent d’étudier I'optimalité des
procédures de tests multiples. Des critéres d’optimalité, appelés optimalité maximin, ont été établis pour certaines
procédures step-down. Cette section s’inspire des références [10] et [13].

On se donne une distance d définie sur P. Pour tout P € P et tout sous-ensemble O de P, on définit :
d(P, = inf d(P,Q).
(P, Q) Jnf, (P,Q)
Pour P € P, on suppose qu'’il existe H € H telle que
d(P,H) >ryg, ourg>0.

Cela signifie que I’hypothése H est "éloignée" de P et donc qu’il est peut probable que P appartienne a H.
Une premiére idée est donc de maximiser (sur ’ensemble des procédures R) la plus petite probabilité de rejeter au
moins une hypothése, compte tenu du fait que d(P, H) > rg. Autrement dit, on veut maximiser

P(R #10).

inf
PeP: 3HEH, d(P,H)>ry
Plus précisément, on peut souhaiter que I’hypothése rejetée soit une hypothése fausse ; ie que ’on souhaite maximiser

inf P(RNF(P .
PeP: EIHE%—?, d(P,H)>rg ( (P)#0)

On peut aussi supposer que pour tout H € H,
d(P,H) >rpy.
On demande alors de maximiser (sur I’ensemble des procédures R) la probabilité de rejeter au moins une hypothése :

P(R #0).

inf
PeP: VHeH, d(P,H)>ry

Définition 3.1.7 : Critéres de seconde espéce - Lehmann, Romano, Shaffer (2005)

On définit une erreur de seconde espéce pour les tests multiples par 'une des quantités suivantes

1 .
R = f P R ]
7T1( ) PcP: VHG;-? d(P,H)>ru ( # Q])’

2P . -
m(R) = PeP: EIHG%-IL{fd(RH)ZrH PROF(P) #0).

Une procédure optimale maximin est une procédure R,, qui maximise I'un des deux critéres précédents parmi
toutes les procédures de tests multiples qui contrélent la FWER au niveau a.

On peut montrer qu’il n’est pas possible, a priori, de déterminer une procédure R qui maximise & la fois 71 (R) et
72(R). On peut néanmoins prouver que si les procédures de tests multiples satisfont une hypothése de monotonie,
alors on dispose de résultats d’optimalité (au sens d’optimalité maximin) pour certaines procédures step-down ou

step-up usuelles et pour une certaine alternative.

On peut aussi démontrer lexistence de procédures de tests multiples optimales maximin avec un critére de
seconde espéce moins générale :

Définition 3.1.8 : Critére de seconde espéce - Romano, Shaikh, Wolf (2011)

On définit une erreur de seconde espéce pour les tests multiples par

3= inf P(R ;
m PeP: 3H€17I-1l d(P,H)>r (R #0);
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4= inf P P .
"L pep. 3HCH, d(P.H)>” (ROF(P)#0)

Une procédure optimale mazimin est une procédure R, qui maximise un des critéres précédents parmis toutes
les procédures de tests multiples qui contrélent la FWER au niveau «.

Ces critéres d’optimalité pour les tests multiples reposent sur le lien entre tests multiples et closure method.

Remarque 3.1.9 : Closure method - Hochberg, Tamhane (1987) [§]

Le but de cette méthode est de faire le lien entre un probléme de tests multiples controlant la FWER et un pro-
bléme de test simple qui controle ’erreur de premiére espéce. On présente ici les idées générales de cette méthode.

On se donne une procédure de tests multiples.
Pour G C #H, on considére le test simple d’hypothése nulle Hyg = P € ﬂHEgH contre l'alternative

P ¢ Nyeg H. On note NG := (g H-
Ce probléme de test est associé au test statistique ¢g := L, de niveau o :

sup Ep[pg] = sup P(Rg) < a.
Peng Peng

La closure method consiste a rejeter 'hypothése H ssi Hg g est rejetée par le test ¢g pour tout G C H tel que
Heg.

Remarques :

» L’événement A : "au moins une des hypothéses H € T(P) est rejetée par la closure method" implique
I'événement B : "Hy 7(p) est rejetée par le test de niveau o ¢7(p)"; on obtient donc un controle de I'erreur de
premiére espéce pour le test multiple & partir du contréle de I'erreur de premiére espéce du test simple car

FWER(R) = P(A) < P(B) < o

» On peut montrer que toute procédure de tests multiples est équivalente a la donnée d’un test simple par
closure method.

On dispose alors du théoréme suivant qui fournit la procédure optimale maximin pour un probléme de tests multiples

a I'aide de la closure method pour Perreur 3.

Théoréme 3.1.10 : Romano, Shaikh, Wolf (2011)

Soit X ~ P € P et le probléme de tests multiples d’hypothéses nulles P € H contre P ¢ H pour tout H € H.
On s’interesse au probléme de test simple d’hypothése nulle Hy 3. On considére alors le test de niveau «
¢ = 1gr,, qui maximise la puissance minimale sous 'alternative Q@ C (NH)¢, ie qui maximise

On suppose de plus que la procédure de tests multiples R associée a cette procédure de test simple par closure
method est consonant, c’est-a-dire que si ’hypothése H n’est pas rejetée alors toute hypothése H’ vérifiant
H C H’ n’est pas rejetée par la procédure R.

Alors cette procédure de tests multiples maximise

inf P(R#0
Jnf P(R#0)
parmi toutes les procédures de tests multiples qui contrélent la FWER au niveau a.

On remarque que P € (NH)¢ équivaut a dire qu’il existe H € H telle que P € H°. Avec nos notations, cela revient a
dire que d(P, H) > r pour r suffisament grand. Le choix de r intervient pour assurer la consonance de la procédure
R.
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3.2 Correspondance entre les tests agrégés et les tests multiples.

Dans cette section, nous allons reprendre 1'idée développée dans la section précédente, c’est-a-dire que nous allons
établir un paralléle entre une procédure de tests multiples qui contréle la FWER et une procédure de test simple
qui contréle lerreur de premiére espéce ainsi qu’une erreur de seconde espéce. L’objectif est alors de définir une
erreur de seconde espéce et démontrer des critéres d’optimalité pour la procédure de tests multiples a partir du
test simple.

Cette section est basée sur l'article de [6].

3.2.1 Tests agrégés, erreur de premiére espéce et théorie minimax.

Soit (X, X, P) un modéle statistique.

On counsideére le probléme de test simple d’hypothése nulle Hy contre 'alternative Hy := P \ H.

On se donne, en général, une collection finie d’hypothéses H telle que Hy C NH. Pour chaque hypothése H de la
collection H, on construit un test ¢ d’hypothése nulle H contre l'alternative P\ H. On obtient alors une collection
de tests notée @y = {dy, H € H}. L’idée est de rejeter 'hypothése nulle Hy si au moins un des tests de la collection
®4, vaut 1 ie au moins une des hypothéses H € H est rejetée par ¢y. On définit alors le test agrégé par :

gy := sup og.

Exemple 3.2.1 : Cas Gaussien

On observe X = (X1, ..., X,,)" un vecteur gaussien.
On suppose que X ~ Py avec Py = N(f,0%I,) ou Despérance f € R" est inconnue et la variance 02 > 0 est
connue.

On note f = (f1,..., fn) et P:={Ps, f € R"}.
On veut tester Hy = {FPy} contre H; =P\ {Py},ie Hy:7f = 0" contre Hy =" f # 0.

» On se donne une collection finie S de sev S C R™. Pour tout S € &, on note Ilg la projection ortho-
gonale sur S et on construit un test ¢g de Hg contre P\ Hg par

1 si||Hg(X)]|| est grande,
¢s =

0 sinon;

ou
Hg:={P;, Tigf =0} ={P;, f€ S}

» A partir d’une collection finie d’hypothéses H := {Hg, S € S} vérifiant Hy C NH, le test agrégé d’hypothese
nulle Hy contre Hy, basé sur la collection de tests @y = {¢g, S € S} est définie par

Dy := sup ¢s.
HgeH

Erreur de premiére espéce.

L’erreur de premiére espéce d’un test agrégé ®4; d’hypothése nulle Hy est définie par

ER(®y, Hy) := sup P(®y =1) = sup P(sup ¢y = 1).
PeHyp PeHyp HeH

On fixe un niveau « € (0,1).
Pour tout H € H, le test individuel ¢y est défini a partir d’une statistique Sy dont la loi ne dépend pas de P
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lorsque P € Hy. On rappelle que 1'on note Fy et Fyy les fonctions de répartition cadlag et caglad de la loi de Sy
sous Hj. Plus précisément, on a,

P =g, T (1w o))

oll up,qo est choisi de telle sorte que le test agrégé soit de niveau « ie,

ER(@H, Ho) S .

Plusieurs choix de ug, o sont alors possibles :

» Test de Bonferroni.

—B
Avec ug o = a/N ou N = |H]| est le nombre d’hypothéses dans #, on obtient le test agrégé de Bonferroni @Honf
basé sur la collection

Bonf __ Bonf __
(1)7-[ = {¢H = ]I{SH>f;11(lfa/N)}’ H e H}

» Test de Bonferroni pondéré.
Avec up,o = wgo ol (wi)pey est une famille de poids positifs telle que ) .5, wy < 1, on obtient le test agrége

. ., , =wB , .
de Bonferroni pondéré (DZ ont basé sur la collection

wBonf __ wBonf __
q)H = {¢H = ]l{SH>f;{l(l—wHo¢)}’ He H}

» Test proposé par Baraud, Huet et Laurent.
Un choix moins conservatif en pratique garantissant un contréle au niveau o est up o = WUy OU

e =sup{u | sup P (EH eH \ Su >F;(1 —wHu)) < a}.
PeHy

—wBHL
Avec wy = 1/N, on obtient le test agrégé <I>;1_][ basé sur la collection

wBHL _ { wBHL _
Y = {o} =g T (1 whua)) HeH}.

Démonstration.
On va montrer que ce choix de up,, permet de controler I’erreur de premiére espéce au niveau o.

_ 1-Fy(S
Pour tout P € Hy, on note Gy, p la fonction de répartition de glin w

et Gy = sup Ggp.Ona
cH wpy PeH, 5

U =sup{u | sup P (HH EH \ Sy > FI_{l(l — wHu)) <a}
PeH,

=sup{u| sup P(3H € H \ Fy(Su)>1—wgyu) < a}

PeHy
1-Fy(S
=sup{u | sup P (min 1= FulSn) < u) < a}
PeH, HeH wH

=sup{u | sup Gy p(u) <a}
PeH

0

=sup{u | Gu(u) < a}
——1
Ainsi,

ER(Ty, Ho) = sup P(GH € 1, Sg > Fry (1 — ugra))

PeHy
= sup P(3H € H, Fy(Sy) > 1 —wguy)
PEH,
1-F
= sup P (min ﬁ < ua>
PcH, HeH WH
= sup Gy p(ua)
PeH,
= éy(ua)

=Gu(Gy (@) <o
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Erreur de seconde espéce.

Définissons a présent 'erreur de seconde espéce pour les tests agrégés.
Soit d une distance définie sur P. Pour tout P € P et tout sous-ensemble Q de P, on définit :

d(P.Q) = inf d(P.Q).

Comme P peut étre "trop grand" pour définir convenablement la notion de vitesse de séparation, on va considérer
un sous-ensemble Q de P.

Définition 3.2.2 : Vitesse de séparation uniforme - Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Soit a, 3 € (0,1), un sous-ensemble de lois de probabilité Q de P et un test ® d’hypothése nulle Hy de niveau
a.
La vitesse de séparation uniforme de ® sous Q avec une erreur de seconde espéce fixée 3 est définie par

SR§(67 Q,Hy) =inf{r >0 \ sup P(®=0) < Bl
PeQ, d(P,Ho)>r

La vitesse de séparation uniforme SRg (®,Q, Hy) est donc définie comme étant le plus petit réel positif r tel que
Perreur de seconde espéce du test soit au plus égale a 3 pour toutes les alternatives P € Q a distance r de Hj.
Cette vitesse de séparation s’interpréte comme la plus petite distance entre les alternatives P € Q C P et Hy pour
que les hypothéses (Hy) et (H;) soit suffisament "séparées", distinguables par le test.

On remarque que lorsque Hy C NH alors
SRS(3, Q, Ho) > SRS(®, Q.NH).

On peut donc développer une théorie minimax pour les tests agrégés.

Définition 3.2.3 : Vitesse de séparation minimaz, test minimaz et test adaptatif - Fromont, Lerasle, Reynaud-
Bouret (2015) [6]

1. La vitesse de séparation minimaz sous Q de niveau a et d’erreur de seconde espéce (3 fixés est défini par :

mSR?(Q, Ho):= _ _inf  SR3(®,Q, Hy),
&, ER(®,Ho)<a

ou l'infimum est pris sur tous les tests possibles de niveau a.

2. Un test ® de niveau « est dit minimaz sous Q si SRS2 (®, Q, Hp) est égale a mSRg’B(Q, Hj) a une constante
(dépendant de « et ) multiplicative prés.

3. Un test ® de niveau « est dit adaptatif au sens minimaz sous une collection de classes Q, si SRg (@, Q, Hy)

atteint (& une constante mutiplicative prés) mSRs’ﬂ (Q, Hp) simultanément sur toutes les classes Q de la
collection, sans savoir a priori dans quelle classe de la collection appartient la loi P.

La vitesse de séparation minimax correspond & la plus petite distance » > 0 pour laquelle il existe un test ® de
niveau « dont l'erreur de seconde espéce est plus petite que § sur une classe d’alternative Q. Le test minimax est
celui qui atteint la borne minimax sur Q. On dit qu’il est adaptatif s’il atteint la borne minimax sur plusieurs
classes d’alternatives simultanément.

3.2.2 Correspondance entre la théorie des tests multiples et celle des tests agrégés.

On suppose que 'on dispose d’une collection finie H d’hypothéses H et une hypothése nulle simple Hy telle que
Hy CNAH.
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On a la correspondance suivante :
Test agrégé de Hy <+— Test multiple de H
@H:{QZ)H,HEH} — R(@H):{HEH|¢H:1}
6(7?,) = ﬂ{R;,é@} «— RCH

Exemple 3.2.4 : Cas gaussien

La procédure de tests multiples associée au test agrégé définie précédemment dans [3.2.1] est

R(Pn) ={Hs € H, ¢5 = 1}.

3.3 Théorie minimax pour les tests multiples.

3.3.1 Erreur de premiére espéce et premiéres identifications.

Remarque 3.3.1 : weak Family Wise Error Rate et erreur de premiére espéce

On définit la weak Family Wise Error Rate (WFWER) de R(®y) par

wFWER(R(®y)) = . ﬁ?lg:HP(R(Q)H) NT(P)#0).

On a
wFWER(R(®3)) = sup P(R(®Py) # 0) = sup P(Py = 1) = ER(Py,NH).
PenH PenH

Comme Hy C NH, B
wFWER(R(®%)) > ER(®y, Hy).

Il est donc plus difficile de controler wWFWER(R(®4,)) que ER(®4, Hy) (sauf dans le cas ot Hy = NH).

On suppose désormais que pour tout H € H, on dispose d’une statistique de test Sy, dont la loi ne dépend pas de
P lorsque P € H. On note py la p—valeur correspondante.

Proposition 3.3.2 : Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

On a:
R((I)ft(mf) = RBonfa

et
—Bonf

(I)’H = 6(,R'Bonf) = E(RHOZm)
Si de plus, on suppose que la loi de ming ey w;llpH ne dépend pas de P lorsque P appartient & NH, alors
—wBHL  —
Noump(0) = R(®LPHL) et @57 = B(Rump)-

Démonstration.
On rappelle que l'on a :
Sy >Fpy (1-a) < p(Sy) < a.
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On a tout d’abord, en notant N = |H|,
R@y™) = {H e 1 : o™ =1} ={H : Sy >Fy (1-a/N)} = {H : p(Su) < &/N} = Nizoim(®) = Rony.

De plus,
3 = sup {145y > Fpy(l—a/N}=1{3H €N : p(Su) < a/N} = B(Rpons) = B(Rzotm)-
S

Supposons que la loi de mingey wﬁlpH ne dépend pas de P lorsque P appartient & NH. On note F' la fonction de
répartition de mingcy w;llpH.
On a:

PEHeH : Sp>Fp (1 - wgu))

PEH eH : wi'py < u)

P(min wilpy <
(i, wir pr < v)

F(u)

De plus, par définition de u,, on a u, = F_l(oz). Enfin,

R(®YPHEY = (H . Sy > F;II(I —wpue)} ={H : py <wpus}={H : pg < wail(a)} = Nump(0);

et

P 13H ¢ py < whuey = 1{FH : wilpy <F ()} = £ {minwy'par < T (a)} = B(Rump).

3.3.2 Family Wise Separation Rates pour les tests multiples.

On considére & présent une procédure de tests multiples R et le test agrégé correspondant ®(R) pour Hy C MH.
Soit B € (0,1). On se donne une classe @ C P. D’aprés la vitesse de séparation uniforme de ®(R) sous Q
avec 'erreur de seconde espéce (3 et la distance d fixées est définie par

SRE(®(R), Q,NH) = inf{r > 0 : sup P(R =0) < B}
PeQ, d(P,ﬂ’H)Zr

En s’inspirant de la définition de la weak Family Wise Error Rate de R (qui est égale & ER(®y, Hy) d’aprés
la remarque , on aimerait définir la notion de weak Family Wise Separation Rate de R comme étant
SRg (®(R), Q,NH). Cependant, cette définition ne serait pas satisfaisante car elle ne pourrait pas s’étendre en une
notion forte de FWSR et donc ne permettrait pas d’introduire une théorie minimax. En effet, dans la théorie des
tests agrégés, on veut rejeter NH, s’il existe au moins un H € H telle que d(P,H) > r.

On définit alors ’ensemble des hypothéses fausses a distance r de P par
F-(P):={HeH : d(P,H) > r}.

On introduit alors la notion suivante :

Définition 3.3.3 : weak Family Wise Separation Rate - Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Soit 3 € (0, 1) et une classe de lois de probabilité @ C P. La weak Family Wise Separation Rate d’une procédure
de tests multiples R sous Q d’erreur de seconde espéce [ est définie par

wFWSRS(R, Q) := inf{r >0 : sup  P(R=0)<p}.
PeQ : F (P)#£0
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Remarque 3.3.4

Cette définition semble rappeler le critére maximin 73(r) = infpep. sgen, ap,i)y>r P(R # 0) défini par Ro-

mano, Shaikh et Wolf (2011) (3.1.8]). En effet, Romano, Shaikh et Wolf cherchent & maximiser "la puissance"

73 tandis que Fromont, Lerasle et Reynaud-Bouret veulent minimiser la wFWSRg (R,Q) (quantité liee a

Perreur de seconde espéce) sur 'ensemble des procédures qui controlent 'erreur de premiére espéce. Cependant,
I'approche entre ces deux critéres est différente : pour Romano, Shaikh et Wolf, le paramétre r est fixé
au préalable et on cherche la "meilleure" erreur de seconde espéce tandis que pour Fromont, Lerasle et
Raynaud-Bouret, l'erreur de seconde espéce § est fixée et on cherche le "meilleur" r > 0 assurant le controle

B(r) :==subpco. amen, ap,m>r PR =0) < 5.
On en déduit alors le résultat suivant :

Proposition 3.3.5 : Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6)]
Pour tout sous-ensemble Q de P et 3 € (0,1),
wFWSR(R, Q) < SRE(B(R), Q,NH).
De plus, si la collection d’hypothéses H et la distance d vérifient
(x) Vr >0, d(P,NH)>r < F.(P)#0,
alors, pour tout 8 € (0,1), et toute classe Q C P,

wFWSRA(R, Q) = SRS (®(R), Q, NH).

Démonstration.

Soit Q C P. Soit P € Q.

Si F.(P) # ( alors il existe H € H tel que d(P, H) > r, autrement dit, pour tout Q € H, d(P,Q) > r.
En particulier, en prenant Q) € NH C H, on obtient d(P,NH) > r.

Donc
sup P(R=0)< sup P(R = 0).
PeQ, Fr(P)#0 PcQ, d(P,nH)>r
D’ou
{r>0, sup  P(R=0)<HC{r>0, sup PR=0)<p}
PeQ, d(P,NH)>r PeQ, F.(P)#0

Si la condition (x) est vérifiée, les deux ensembles sont égaux et on obtient 1’égalité recherchée. O
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FIGURE 3.1 — Visualisation d’un probléme de tests multiples avec deux hypothéses Hy et Ho (représentées en bleu
et rouge foncées). Les hypotheéses situées a une distance au plus r de Hy et Hy sont de couleur plus claires et celles
situées & une distance au plus r de H; N Hy sont hachurées. L’hypothése Hy est strictement incluse dans H; N Ho.
Les points a, b, ¢ et d correspondent & des lois de probabilités.

Remarque 3.3.6

1. Description des probabilités P correspondant aux points a, b, c et d de la figure :
» Pointa : T(P)=0et F(P)=F.(P)={Hz}.
» Pointb : T(P )—(Z)et F(P) = F.(P)={H, Ha}.
» Pointc : T(P)=0, F(P)={Hy,Hy} et F.(P) =0 mais d(P,H; N Hy) >r
» Pointd : T(P) = {Hl,Hg} et F(P) = F,.(P) =0 mais P € Hy.

2. Tl est plus difficile de controler SRS (B(R), Q,NH) que wFWSR (R, Q).
3. Si la collection d’hypothéses H est fermée, ie

HcHet H cH—HNH €H,

alors la condition (x) est vérifiée.

En effet, supposons que H,H' € H = HNH' € H. Soit r > 0.

Sid(P,NH) > ralors F.(P)={H €H : d(H,P)>r}#0 car "H € H.

S’il existe H € H telle que d(H, P) > r alors d(P,NH) = infgreqp d(P,H') > d(P,H) > r car N"H C H (cette
implication est toujours vraie).

Exemple 3.3.7 : Cas Gaussien
On suppose ici que H = {H;, 1 <i<n} ou H; = {Pf, f; =0} pour tout i € {1,...,n}.

» On considére la distance d = do, définie par

d(Pp, Py) = ||f — gllec = E{ril‘c}%n}lfi—gil.

Alors la condition (x) de u est vérifiée.

En effet, soit r > 0 et supposons que d(P¢,NH) > r. On remarque que P, € NH est équivalent & g = 0. Ainsi, si
on note f; := max;cq1, . ny|fi| alors |f;| > . On a donc que d(Py, H;) > r et donc F,.(P) # 0.

Conclusion : Pour tout 8 € (0,1), wFWSRgOC (R(®y),P) = SRg(@H,P, NH).

» On considére la distance d = dy définie par
n 1/2
i=1

Alors la condition (%) n’est pas vérifiée (cf le point ¢ de la figure 1 ci-dessus représentée avec ds).

Nous pouvons a présent définir une notion plus forte que la wFWSR ; la Family Wise Separation Rate qui permettra
d’établir une erreur de seconde espéce pour les procédures de tests multiples.

Définition 3.3.8 : Family Wise Separation Rate - Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Soit 3 € (0,1) et une classe de lois de probabilité Q C P.
La Family Wise Separation Rate d’'un test multiple R sous Q d’erreur de seconde espéce [ est définie par
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FWSRS(R, Q) := inf{r >0 : sup P(F.(P)N(H\ R) # 0) < 8}

=inf{r>0 : inf P(F.(P)CR)>1-p}

Remarque 3.3.9
Par définition, la FWSRg(R, Q) est monotone en R ie

R C R = FWSR/ (R, Q) < FWSR/(R, Q).
La FWSR offre un controéle plus fort que la wFWSR comme ’affirme la proposition suivante :

Proposition 3.3.10 : Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]
Pour tout sous-ensemble Q de P et 5 € (0, 1),

wFWSRA(R, Q) < FWSRA(R, Q).

Démonstration.
Soit @ C P. Soit P € Q.
On remarque que P(R =0) < P(F.(P)N(H\ R) # 0) pour tout P € Q telle que F,.(P) # 0.

On en déduit donc que

sup P(R=0) < sup P(F.(P)N(H\R)#0)

PeQ, Fr.(P)#0  PeQ, F(P)#0
< sup P(F.(P)N(H\R) #0).
PeQ
Ainsi,
{r>0, sup P(F(P)N(H\R) £0) < By C{r>0, swp  P(R=10)<B}.
PeQ PeQ, F.(P)#£0

On peut a présent introduire une approche minimax pour les tests multiples.

Définition 3.3.11 : minimax Family Wise Separation Rate, test multiple minimaz et adaptatif - Fromont,
Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

1. Soit a, 8 € (0,1) et une classe de lois de probabilité @ C P. La FWSR minimax sous Q dont la FWER
est de niveau « et d’erreur de seconde espéce 3 est définie par

mFWSRS’(Q) =t e FWSRA(R, Q)

ou 'infimum est pris sur tous les tests multiples dont la FWER est controlée par «.

2. Une procédure de tests multiples R, dont la FWER est controlée par «, est dit minimaz sous Q si la
FWSRg(R, Q) est égale a la mFWSRg"B(Q) a une constante multiplicative prés dépendant de « et 5.

3. Une procédure de tests multiples R, dont la FWER est controlée par «, est dite adaptative (au sens minimax
sous une collection de classes Q) si la FWSRS’B (R, Q) atteint (éventuellement & une constante prés) la

mFWSRZ"ﬁ (Q) simultanément pour toutes les classes Q de la collection, sans connaitre a priori dans quelle
classe appartient la loi P.
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Cette approche minimax peut étre reliée, dans certains cas, a la théorie minimax pour les tests d’une seule hypothése.

Théoréme 3.3.12 : Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Si la distance d et la collection d’hypothéses H satisfont (x), alors pour tout sous-ensemble Q@ de P et pour tout

B € (0,1),
mFWSRS?(Q) > mSRS?(Q, NH).

Démonstration.
On suppose que la condition (x) est vérifiée.
Pour toute procédure de tests multiples R, on a :

FWER(R) > wFWER(R) = ER(®(R),"H).

Ainsi,
mFWERS?(Q) = inf FWER?(R, Q)
R, FWER(R)<a
> inf FWER’ (R, Q)
R, ER((R),NH)<a
> _inf wFWSRg (R,Q) d’aprés[3.3.10
R, ER(®(R),NH)<a
= inf SRY(B(R),Q,NH) d’apres
R, ER(®(R),NH)<a
= inf SRg (®, Q,NH) par correspondance entre le test multiple R et le test simple ®(R) de NH,

3, ER(®,NH)<a
= mSR?(Q,NH).

Remarque 3.3.13 : Bornes inférieures pour la minimaz FWSR

Ce théoréme permet de déterminer des bornes inférieures pour la minimax FWSR sous certaines classes Q en
utilisant les résultats minimax des tests simples.

3.3.3 Exemples : le cas gaussien.
Exemple 1 : condition (%) non vérifiée.

Soit (e, ..., e,) une base de R™.

On suppose ici que H = {Hg,, i = 1,...,n} oit S; = Vect(e;) et Hg, = {Py, fi =0} ={P;, f € Si}.

On teste I'hypothése nulle Hy = NH = {Py} avec d = dy (on a vu que pour cette distance, (%) n’est pas vérifiée),
sous la classe d’alternatives Q = P} définie pour tout entier k < n par

Pr ={Ps, |flo <k},

avec | f|o le nombre de coefficients non nuls de f.
Dans ce cadre, on a :

Théoréme 3.3.14 : Test simple - Baraud (2002) [1]
Pour tous a, 5 € (0,1) tels que a + 8 < 0.5 et k > 1,
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1/2
mSRG (Py, Ho) > o (kln (1 T % vy /;)) .

On peut alors montrer que

Théoréme 3.3.15 : Tests multiples - Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Pour tous a, 8 € (0,1) tels que a + 3 < 0.5, pour tout s € [1,00], pour tout k € {1,...,n},

mFWSRg;ﬁ(Pk) > o+/In(1 + n).

Démonstration.
On commence par remarquer que pour tout @ ¢ A C P,

{r >0, IleéaP(}}(P) NHA\R)#0)<B}C{r>0, ISDLG%P(]:T(P) N(H\R)#0) < B}

On en déduit alors que FWSR{; (R, A) > FWSRS(’R, Q) et donc que
mFWSRS”(A) > mFWSRS’(Q).
Comme P; C Py pour tout k € {1,...,n}, alors
mFWSRG " (Py,) > mFWSRS " (Py).
Or, pour tout Py € Py et tout i =1,...,n,
ds(Py, Hs,) = doo(Py, Hs,) = da(Py, Hs,).

Alors, on a d’une part,
mFWSRS " (P1) = mFWSRS " (Py).

D’autre part, comme (*) est vérifiée par d,, on a
mFWSRS " (P1) > mSR "’ (P1, "H) = mSRS” (Py,nH).

En conclusion, d’aprés|3.3.14] on obtient la borne inférieure souhaitée. O

On va a présent montrer que cette borne inférieure est atteinte pour un test que nous allons préciser.

Pour tout i = 1,...,n, on considére les p—valeurs p; correspondant aux statistiques de test S;(X) = | X;|o ™! et aux
zones de rejet Hg, définies par S;(X) > F~1(1 — «/2) avec F la fonction de répartition d'une loi normale standard.
Comme F est continue, on sait que les trois tests suivants sont égaux :

Lsix)>r-10-a/2)} = Lig (x)sF ' (1-a/2)} = Lpi<a-

On a alors

Théoréme 3.3.16 : Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Soit o € (0,1) et soit R, une des quatres procédures de tests multiples suivantes : Rpons, RHolm, Rmp OU
R(PEHL), basée sur les p—valeurs p; définies précédement et telle que FWER(R) < a.
Alors, pour tout s € [1,00], k € {1,...,n} et 8 € (0,1),

FWSR], (R,Pr) <o <\/2ln <2kﬁ> + \/2111 (i’j)) .
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Démonstration.
11 suffit de montrer qu’il existe 79 > 0 tel que pour tout r > ry et pour tout Py € Py,

Pf(fr(Pf)CRBonf)Zlfﬁ~

En effet, on a, par construction : Reons C Ruoim C Rmp-

Par on a aussi que Rpons = Ngoim () C Nppp(0) = R(PEHL).

Ainsi, d’aprés (monotonie de la FWSR), I'obtention de la borne supérieure pour R o,y permettra de prouver
le théoréme pour les trois autres procédures de tests multiples.

Comme dy(Py,Hg,) = infp, e, ds(P¢, Py) = |fi], on a

Pr(Fr(Pr) C Rpons) = Pr(Yi € {1,...,n} tel que ds(Py,Hs,) > r, Hs, € RBonys)
Pr(Vi e {1,...,n} tel que |f;| >, p; < a/n)

H P¢(p; < a/n) par indépendance des p;.
i, |fil>r

On note F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire gaussienne standard N. On notera Ni,..., N, des
variables aléatoires gaussiennes standard iid et indépendante de N. On a vu que, pour tout i € {1,...,n}, p; =
2F(—|N;|) et comme X; = oNN;, alors

- fi
p; = 2F(—o7'X;|) = 2F <—|U + Nl ).
De plus, on remarque que pour tout a,b € R,

P(la+ N[>b) = F(la| = b).  (#)

En effet, on montre que
P(la+ N|>b)=1-P(N<b—a)+P(N<-b—a)

et que P(N <la|—-b)=1—-P(N<b—a)—P(N < -b—a),

ce qui permet de conclure.

Alors, comme F' est continue,

Pi(Fo(Py) CRaons) = [ P <|”ZZ + Ni| > Fl(a)>

) 2n
i, 1fi1>r

> ] (F (li +F! (;))) d’apres (f),
i, 1fi>r

Y

(F (e (2)) 7

Alors Pf(fr(Pf) C RBonf) >1- ﬂ si

o (57 1) 5 ().

ou de maniére équivalente, si

rzo(F(-pYm N Pt (1 2)).

En effet, ona F71(1—a)= —F }a)car PN < —F () =P(N > F Ya)=1-F(F a)=1-a.
On rappelle & présent que pour une loi normale, on a :

Yu>0, 1—F(u) <

Cette inégalité implique, par définition de F~!, que

Vu e (0,1), F~'(u) </—2In(2(1—w)). (#)
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Ainsi Pf(}—r(Pf) C RBonf) >1-—pfsi

(07

r>o (\/—2111(2(1 — (1 = B)YVIFEN) 4 4/ —21n <2>) )
n
Enfin, on a, pour tout u € (0,1) et = € [0, 1],
z(l—u) <1—u”

En effet, en introduisant la fonction g(u) = 1 — u® — (1 — u), on montre que ¢'(u) = (1 — *"(W) /y) < 0 et on
obtient le résultat en remarquant que g(1) = 0.
On obtient donc que Pf(F,(Pf) C Rponf) > 1 — 3 si

oo ((fon(ZE) 4 o (2)).

Enfin, comme Py € Py, on a |F.(Ps)| < k et on obtient le résultat voulu. O

Remarque 3.3.17

1. On a montré que les quatres procédures de tests multiples précédentes sont minimax sous les classes Py
avec une FWSR de l'ordre de o(In(n))'/? & une constante multiplicative prés. Comme les procédures ne
dépendent pas de k, ces tests sont adaptatifs en un sens minimax sur toutes les classes Py pour k =1,...,n
simultanément.

2. On peut interpréter 'hypothése (x) comme une condition pour que I’étude de la performance d’une procé-
dure de tests multiples soit plus difficile que I’étude d’un test d’une seule hypothése.

Exemple 2 : condition (x) vérifiée.

Soit (e, ..., e,) une base de R™.
On suppose ici que H = {Hg,, i = 1,..,n} ou S; = Vect(ey,...,e;) et Hg = {P;, fi = ... = fi =0} =
{Pr, Ig,(f) = 0}
On teste 'hypotheése nulle Hy = NH = {Py} sous la classe d’alternatives Q = P, définie précédemment.
Comme la collection d’hypothéses H est fermée, la condition (x) est vérifiee pour toute distance d’aprés et
on a, pour toute distance d,

mFWSRS? (Py,) > mSRG "’ (Py, Ho).

En particulier, pour d = ds, pour tous «,f € (0,1) tels que a + S < 0.5, pour tout k € {1,...,n}, on a, d’aprés

B.3.14

1/2
« n n
mFWSRS? (Py) > o <k In (1 + 3 V k2)> .

On va & présent définir une procédure de tests multiples, qui ne dépend pas de k et dont la FWSR sous Py atteint
cette borne inférieure (a4 une constante multiplicative preés).

Comme pour l'exemple précédent, on définit, pour tout i € {1,...,n}, les p—valeurs p; associées aux tests simples
qui rejettent les hypothéses nulles H; = {Pf, f; =0} lorsque S;(X) = |X;|oc~" prend de "grandes" valeurs.

On introduit alors une procédure de tests multiples :

R = {Hg,, minp; < a/n}.
A
Comme la fonction de répartition d’une loi normale standard F' est continue, on remarque que ’on a

— (He  min§. -1(1_ %
R = {Hs,. min;(X) > F (1 )}

2n
. ——1 «
= {Hs,, min5;(X) > F (1 - %)}.

On a alors :
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Théoréme 3.3.18 : Fromont, Lerasle, Reynaud-Bouret (2015) [6]

Soit o € (0,1). On consideére le test multiple R définie précédement.
Alors -
FWER(R) < a,

et pour tout k € {1,...,n}, B € (0,0.5),
FWSR] (R, Px) < a\/E< —2In(28) + 21n(2:)> .

Démonstration. o
Nous allons commencer par montrer que FWER(R) < a.
Pour tout f € R™, on note i le plus grand indice i pour lequel f; = ... = f; = 0. Alors

Pi(RN7(Py) #0) = Pp(3i <o, 3j <i, p; < a/n)
< Pf(3j <o, pj < f/n)
< a.

On considére a présent d = do. On va trouver rg tel que pour tout r > 79 et pour tout Py € Py,
Pf(]:T(Pf) C ﬁ) >1-p.

Supposons que Py € Py. Soit r > 0.

.FT(Pf) = {Hgi, (Pf,H ) > 7"} {HS’ , Z f]2 > 7n2}.
je{1,...,i}

Si Z?:l sz < r? alors Py(F,.(Pf) C R) = 1 et on peut conclure directement (en effet, sous cette condition, si
Hg, € F,(Py) alors Hg =0 C R). A

Sinon, notons 7, le plus petit entier de {1,...,n} tel que Z;()Zl fj2 > 2.

Comme cette somme a au plus ig A k termes non nuls, il existe jo € {1,...,i0} tel que fj20 > r?/(ig AN k) > 1r?/k. De
plus,

Q

P(F.(P;) CR) = Py | Vi tel 2 > i <2
#(Fr(Pr) CR) = Py | Vi tel que Z f r? » emin P S O

Supposons que p;, < a/n.

On a alors min;j—1 __;, p; < a/n. Aussi, si pour tout ¢ € {1,...,n}, 2321 sz > 72 alors on a i > ig > jo (sinon cela
contradirait la minimalité de ig).

Donc minj—y,. ; p; < a/n.

On a donc l'inclusion des événements

{pjo < a/n} C{Vi : Zf2 > r? mm D < a/n}.

Alors,

Py(Fo(Py) € R) > Py(py, < a/n)
> Pr(2F(~0"|X,,]) < a/n)

> Py <2F( |f]° +Ny)) <

3e

o

/N

= Py (fjo +N;| > —F~
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Ainsi, par (f),

On a donc Py(F.(Pf) CR) >1— B si

Fom+r () 21-5

Enfin, d’apreés (88), Pr(F(Pf) CR) >1— S si

T

v/ > /—21n(28) + /21In(2n/a),

ce qui conclut la preuve.

Remarque 3.3.19

59

Pour k proportionnel & n” ou v € [0,1/2), on remarque que cette borne supérieure coincide avec la borne
inférieure obtenue en|3.3.141 On conclut alors que R est adaptatif au sens minimax sous les classes P pour tout

k € {1,...n, } simultanément.
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Chapitre 4

Tests multiples sur un continuum
d’hypothéses et controle de la FDR.

L’objectif de ce chapitre est de définir les tests multiples d’un ensemble infini non dénombrable d’hypothéses. Nous
insisterons sur les problémes de mesurabilité liés a cette théorie et généraliserons aussi certains résultats sur les
tests multiples d’un ensemble fini d’hypothéses & ce cadre plus général. Nous nous concentrerons particuliérement
sur la définition et le controle de la FDR. dans le cas d’un continuum d’hypotheéses.

4.1 Tests multiples d’un continuum d’hypothéses.

4.1.1 Procédure de tests multiples sur un continuum d’hypothéses.

Une motivation importante pour définir des tests multiples sur un ensemble infini non dénombrable d’hypothéses
est la présence de données continues dans nos observations ou nos hypothéses. Ainsi, on veut généraliser des
problémes de tests lorsque 'observation du modéle statistique est celle d’un processus stochastique sur un intervalle
de temps. Aussi, on peut étre amené a tester des hypothéses qui sont indexées par le temps (des hypothéses
sur la densité de probabilité, sur la fonction de répartition par exemple) : on a alors un nombre indénombrable
d’hypothéses a tester simultanément. Par abus de langage, un ensemble non dénombrable d’hypothéses sera appelé
ensemble continu d’hypothéses. Ce chapitre est basé sur Particle de Blanchard, Delattre, Roquain [3].

Soit (X, X,P) un modeéle statistique et X une observation de loi P € P. On considére le probléme de tests
multiples pour P défini précédemment.

Soit H ’espace des indices des hypothéses. Pour tout h € H, on définit une hypothése Hp, C P. On notera
Ho(P) :={h € H : P € Hp} et Hi(P) := H \ Ho(P). Ici, H est a priori un ensemble quelconque (infini
indénombrable en toute généralité).

On va a présent définir formellement la notion de procédure de tests multiples.

Condition 4.1.1 : Mesurabilité de I’ensemble H.

L’espace des indices H est muni d’une tribu $ et pour tout P € P, I’ensemble H(P) est supposé $)-mesurable,
c’est-a-dire que Ho(P) € 9.

Définition 4.1.2 : Procédure de tests multiples.

Soit X : (Q,F) — (X, X) une variable aléatoire, (X, X', P) un modeéle statistique et H un ensemble d’indices
pour les hypothéses, satisfaisant la condition

Une procédure de tests multiples sur H est une application R : X(Q) C X — b telle que 'ensemble

{(w,h) €QxH: heRX(Q)}

61
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est un ensemble F ® H-mesurable.
Autrement dit, cela signifie que le processus (1{h € R(X)))}nhen est un processus mesurable pour la tribu
produit, c’est-a-dire que I'application

(QxH,F®H) — ({0,1},P({0,1}))
(w,h) — Liner(x(w)}

est une application mesurable pour la tribu produit.

Comme dans les chapitres précédents, on veut construire une procédure de tests multiples & partir d’une famille de
p—valeurs. Rappelons et précisons la définition d’une p—valeur.

Définition 4.1.3 : p—wvaleur.

La fonctionnelle p—valeur est définie comme une application p : X — [0,1]*, ou de maniére équivalente, comme
une collection de fonctions p = (pp,(+))nen avec pour tout h € H, pp : X — [0, 1] une statistique calculée a partir
de l'observation = € X.
Pour tout P € P, les lois marginales des p—valeurs sous Ho(P) sont minorées en probabilité par une loi uniforme
sur [0,1] :

VhEHo(P) Yu € [0,1], ]P)p(ph(X) Su) <u

On sera amené & considérer "la variable aléatoire p—valeur", w € Q — pp(X(w)), et "le processus p—valeur",
we N p(X(w)).

On fera 'hypothése suivante sur le processus p—valeur, spécifique au cas d’un continuum d’hypothéses :

Condition 4.1.4 : Mesurabilité du processus p—uvaleur.

On suppose que le processus stochastique (pp(X))nen est un processus mesurable (pour la tribu produit),
c’est-a-dire que 'application
(w,h) € (2 X H,F®9) = pp(X(w)) €[0,1]

est mesurable (pour la tribu produit).

On rappelle également qu’a partir d’une statistique de test Sy (x) a valeurs dans R, on définit (d’aprés [1.2.6]) une
p—valeur par :
pr(x) = sup Tpp(Sh(z))
PcHy,

ot Tpy(t) = Pp(Sp(X) > t) et ou le supremum est supposé conserver la mesurabilité en = pour tout h fixé.

Remarque 4.1.5 : Modification de processus

Afin de vérifier la condition de mesurabilité on pourra étre amené & considérer une modification' du
processus stochastique observé. Ainsi, s’il existe une modification de X telle que la condition soit vérifiée
alors on supposera que l’'on observe cette modification de X afin que les hypothéses de mesurabilité soient
satisfaites (voir 'exemple [£.1.11). On peut aussi montrer que le contréle de la FDR étudié dans la section
ne dépend pas du choix de la modification du processus X.

1. On rappelle qu'un processus (Y3 )pe est une modification ou version d’un processus (Xp)nep si P(Xp = Y3) pour tout h € H.
Cela implique notamment que les processus X et Y ont méme lois infinidimensionnelles.
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Remarque 4.1.6 : Indépendance des p—uvaleurs et mesurabilité.

On dispose du résultat suivant qui montre que, pour un espace H non dénombrable, le fait que les p—valeurs
{pn, h € H} soient mutuellement indépendantes empéche la condition d’étre vérifice. Cela est une
différence majeure avec le cas classique ot H est finie !

Lemme 4.1.7 : Revuz, Yor (1991) [12]

Soit (Zt)¢eo,1] un processus stochastique réel sur (22, F,PP) ou [0,1] est muni de la tribu borélienne et de
la mesure de Lebesgue A. Supposons que, pour tout ¢ € [0,1], E[Z;] = 0, Z; est de carré intégrable et
Var(Z;) = 1. Alors, si les variables (Z;); sont mutuellement indépendantes, application (w,t) — Z;(w) n’est
pas mesurable conjointement en ces deux variables.

La preuve de ce lemme est un raisonnement par ’absurde; si on suppose la mesurabilité de 'application (w,t) —
Zi(w) alors le théoréme de Fubini serait licite et on pourrait montrer que Var(Z;) = 0.

Nous allons chercher & affaiblir la condition {14l

» Cas ou H est au plus dénombrable : si H est muni de la tribu de ’ensemble des parties de H alors la condition
4.1.4] est vérifiée (par composition d’applications mesurables) dés lors que 'on suppose que, pour tout h € H,
pr 2 X = [0,1] est mesurable (ce qui est une hypothése usuelle en tests multiples, voir .

» Cas ot ‘H n’est pas dénombrable : une condition suffisante pour vérifier est la mesurabilité conjointe de la
fonction p—valeur (par composition d’applications mesurables) au sens suivant :

Condition 4.1.8 : Mesurabilité conjointe de la fonctionnelle p—valeur.

On suppose que
(x,h) € XX H, X ®@89) = pp(r) €0,1]

est mesurable pour la tribu produit.

Si les hypothéses de mesurabilité sont facilement vérifiées dans le cas fini ou dénombrable, ce n’est pas toujours le
cas dans le cadre infini non dénombrable :

Contre-exemple 4.1.9

On suppose que ’on observe un processus stochastique indexé par I’espace des hypothéses H, X = {X},, h € H}.
Dans ce cas, ’espace des observations X est inclu dans R*. De plus, supposons que la fonctionnelle p—valeur est
de la forme pp(z) := ¥(xp) pour tout h € H ol ¢ est une application mesurable qui associe a x € X sa valeur
au point h : x; € R.

Pour assurer la condition de mesurabilité conjointe il suffit de prouver la mesurabilité (par rapport aux
deux variables) de l'application (z,h) € X X H +— xp,.

Il est important de remarquer ici que cette mesurabilité dépend totalement de l'espace X (I’exemple
illustrera ce constat).

Prenons par exemple, X := R* que I’on munit de la tribu produit canonique (explicitée dans I’exemple .
Dans ce cas, la condition [£.I.8] n’est pas vérifiée, sinon cela impliquerait que toute fonction de H dans R est
mesurable, ce qui est absurde.

Ces questions de mesurabilité sont importantes comme le souligne la remarque suivante :

Remarque 4.1.10 : Importance des hypothéses de mesurabilité

Définir une procédure de tests multiples pour une infinité non dénombrable d’hypothéses impose une condition

] 1]
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de mesurabilité sur la procédure de tests multiples [{.1.2] et sur le processus p—valeur [f.1.4] Ces condi-
tions de mesurabilité seront nécessaires pour appliquer le théoréme de Fubini et ainsi "permuter les espérances
définies & partir de w et les intégrales sur H".

Exemple 4.1.11 : Test sur la moyenne d’un processus

On observe un processus stochastique X = (X¢);c(o,1]4-

La fonction moyenne y : t € [0,1]¢ +— u(t) := E[X,] est inconnue.

On suppose que pour tout ¢ € [0,1]4, X; ~ N (u(t),1) := P.

Le modele statistique associé est donc (X, X, P) := (X, X, N (u(t),1))te[0,1]¢) ot 'espace des obervations (X, X)
est a préciser selon les propriétés du processus.

Ici, H = [0,1]¢ et on considére le probléme de test suivant :
Hy,:7pu(t) <07 vt e0,1]%

On a donc, pour tout P € P,
Ho(P) = {t € 0,1]*: pu(t) <0}.

On remarque que X; — u(t) ~ N(0,1); intuitivement, sous Ho(P), X; — u(t) est "grand".
On note G(z) :=P(Z > z) pour tout z € R o Z ~ N (0,1). On définit alors le processus de p—valeurs :

p(X) := G(X,) Vtelo,1]%
Ce processus définit bien un processus de p—valeurs (définition 4.1.3)) car
Vue [0,1], VE € [0,11% u(t) <0, Pp(p(X) <) = Pp(G(X,) < u) < Pp(G(X, — u(t)) < u) < u.

Montrons la condition de mesurabilité pour différents espaces d’observations.

1. X est a trajectoires continues.
On a alors :

X:(QF)— C(0,1]4R) =X
w > (Xe(W))efo,1)a
Précisons maintenant la tribu sur C([0,1]¢,R). On a :
c([0,1]%, R) c RO,
» On munit R’ de la tribu cylindrique o(Cyl) engendrée par la famille des cylindres
Oyl ={{z:[0,1]" = R: x(t;) € Ay, ..., x(ty) € Ay} Ai,.., A, € BR),p e N}

0,1

Il s’agit de la tribu sur R qui rend mesurable les applications coordonnées

]d

7 x e RO 5 (1) e R

» Comme X est & trajectoires continues, X est a valeurs dans (C([0, 1]%,R), || - || ), espace normé que I'on
munit de la tribu borélienne B(C([0, 1]¢, R)).

» On dispose enfin d’un résultat affirmant que la tribu borélienne est égale a la tribu trace de RO .
B(C([0, 1), R)) = o(Cyl) N C([0, 1], R).

Alors la fonction
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(z,t) € C([0,1]%,R) x [0,1]¢ = ps(z) = G(x(t)) € [0,1]

vérifie la condition (et donc le processus p—valeur vérifie . En effet,
v (z,t) € C([0,1]4,R) x [0,1]? + z(t) est mesurable car continue;

v z € R— G(x) € [0,1] est mesurable car continue;

v donc p;(x) est mesurable par composition d’applications mesurables.

2. d=1, X est continue a droite et admet une limite & gauche.
Ici, X := D(]0, 1], R) espace de Skorohod des fonctions cadlag de [0, 1] dans R.
» 11 existe une métrique dy sur D([0, 1], R) permettant de munir X d’une tribu borélienne.
» On a toujours D([0,1],R) C RO avec (R o(Cyl)).
» On dispose d’un résultat affirmant que la tribu borélienne est égale a la tribu trace de D(]0, 1], R) (voir
par exemple Billingsley) :
B(D([0,1],R)) = o(Cyl) N D([0, 1], R).

Alors la fonction
(z,t) € D([0,1],R) x [0,1] = pi(z) = G(x(?)) € [0, 1]

vérifie la condition (et donc le processus p—valeur vérifie |4.1.4]). En effet,
v (z,t) € D(]0,1],R) %[0, 1] — x(t) est mesurable comme limite simple d’une suite de fonctions mesurables :

.
foi (@) = fulzt) =Y a(k27)I{(k— 127" <t <k27"} +2()1{t = 1};
k=1

v z € R— G(x) € ]0,1] est mesurable car décroissante ;
v donc p;(x) est mesurable par composition d’applications mesurables.

3. X est un processus Gaussien
Ici, X := ROV est muni de la tribu o(Cyl).
On suppose de plus que la fonction de covariance X(¢,t’) vérifie les hypothéses suivantes : ¥ est continue
n (t,t) et $(t,t) := o2 est connue.
Alors X est continue dans L? donc X et en particulier continue en probabilité. On dispose alors d’un
résultat qui affirme que X admet une modification telle que (z,t) — x(t) soit mesurable.
On en déduit comme précédemment que le processus de p—valeurs vérifie la condition de mesurabilité [£.1.4]

Exemple 4.1.12 : Test sur la fonction de répartition

On observe X = (X1,..., X,;,) € X := R™ un m-uplet de variables aléatoires réelles i.i.d. de méme fonction de
répartition continue F' inconnue.

Le modéle statistique associé est donc (X, X,P) = (R™,B(R™),P). Pour H = I un intervalle de R et une
fonction Fy connue, le probléme de test considéré est :

H,:"F(t) < Fy(t)” Vtel.

On note Gi(k) = P(Z; > k) pour tout k € N ou Z; ~ B(m, Fy(t)).

1 m
On note aussi Fy,, (X, t) = — Z 1{X; <t} la fonction de répartition empirique de X1, ..., X,,.
m <
1=

1
Chaque hypothése H; peut étre testée en utilisant la p—valeur :
pe(X) = Ge(mF, (X, 1)).
Montrons que le processus (p:(X))ser définit un processus de p—valeurs mesurable.

» Définition .13
Soit YP) ~ B(m, p). Posons, pour k € [|0,m]], f:p € [0,1] = P(Y?) > k). On a,
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P =Y () G = = pitm = 1=y )
j=k
—i @ P ) m; (" )on—pppa -

On a montré que f est croissante.
Si on note Tpy(s) = Pp(mF,,(X,t) > s), on en déduit que, sous Ho(P) (ie que pour tout ¢t € I, F(t) < Fy(t)),
Tp(mEF,,(X,t)) = G(mF,,(X,t)).

On conclut donc, d’aprés que
Viel, Pp(pi(X)<u)<u

» Hypotheése
L’application
(xvt) ER" X I+ pt(x) = Gt(mFm(xvt)) € [Oa ]-]

est mesurable par composition d’applications mesurables. La condition est donc vérifiee d’on

4.1.2 False Discovery Rate.

Dans cette section, nous allons généraliser & un continuum d’hypothéses la Fualse Discovery Rate définie en [2.1.3
Pour cela, nous allons quantifier la proportion de faux positifs par un rapport de volumes & ’aide d’une mesure
finie A sur (#, 9).

Définition 4.1.13 : False Discovery Proportion, False Discovery Rate

Soit A une mesure finie définie sur (H,$). Soit R une procédure de tests multiples sur H. La False Discovery
Rate de R est définie comme 'espérance de la False Discovery Proportion (FDP) :

A(R@) N H(P) |
A(R(z)) {A(R(z))>0}

VP € P, Vx € X(Q), FDP(R(z),P) =

et
VP € P, FDR(R(X),P) :=Ep[FDP(R(X), P)].

Dans le cas d’'un nombre fini d’hypothéses, on retrouve les définitions de FDP et FDR présentées dans la section
[2.1.3]en prenant A égale a la mesure de comptage.

On remarque également que, compte tenu de ’hypothése de mesurabilité pour la définition de R (définition
4.1.2)), les quantités précédentes sont bien définies.

4.1.3 Procédures Step-Up.

Dans la suite, nous allons nous intéresser & une forme particuliére de procédure définie & partir de la famille de
p—valeurs p(z) = (pa(z))nen-
On commence par définir une famille de zones de rejet basée sur une fonction seuil A : (h,r) € H xRt — A(h,r) €
RY :

Vr >0, Ve € X, La(r,z):={heH, pp(z) < A(h,7)}.
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On s’intéressera plus particuliérement aux seuils de la forme A(h,r) = an(h)B(r) ot a € (0,1) est le niveau du
test multiple, 7 : H — R est mesurable et est appelée fonction poids, et 3 : RT™ — R™ une fonction croissante et
continue & droite (shape function).

En choisissant convenablement le paramétre r» comme une fonction de I'observation x = X (w), on détermine une
zone de rejet.

Exemple 4.1.14 : Procédure Step-Up.

Soit A(h,r) = ar(h)B(r) une fonction seuil avec a € (0,1) ; m : X — R une fonction mesurable et 8 : RT — R*
une fonction croissante et continue a droite. On considére la procédure de tests multiples step-up R sur (H,A)
associée a la famille de seuils A, définie par

Ve e X(Q), R(z)=La(z,7(z)) our(z):=max{r >0: A(La(z,7))>r}.

On remarque que, compte tenu de ’hypothése sur les p—valeurs, 7 est une quantité bien définie. En effet, d’apreés
comme z € X(), la fonction h — pp(x) — an(h)B(r) est mesurable. Donc La(x,r) est mesurable sur H et
donc A(La(z,7)) est bien définie. De plus, 0 appartient a I’ensemble {r > 0: A(La(z,7)) > 17} et M = A(H) en est
une borne supérieure. Enfin, cette borne supérieure est un maximum car la fonction h — A(La(x, 7)) est croissante.

Exemple 4.1.15 : Procédure de Benjamini Hochberg

Dans le cas out H est fini (disons que H = {1,...,m}), A est la mesure de comptage, 5(r) = r et w(h) = 1/m, on
retrouve la procédure de Benjamini Hochberg définie en [2.3.1]
En effet, il suffit pour cela de remarquer (en raisonnant par double inclusion et en reprenant les notations de la

section [2.3.1) que

l
{le{l,...,m}: pg < %} ={re{l,.m}: {heH: pp < %H >rl.

Dans le cas ot ‘H est infini non dénombrable, il faut montrer que la procédure step-up de tests multiples R définie
par [£.1.14] satisfait les bonnes conditions de mesurabilité.

Lemme 4.1.16
La procédure step-up définie par est une procédure de tests multiples au sens de

Démonstration.
Vérifions que 'application

(w; k) = 1{h € R(X(w))} = H{pn(X(w)) < am(h)B(F(X (w)))}

est mesurable.
D’aprés I'hypothése et comme [ et 7 sont mesurables, il suffit de montrer que w — 7(X (w)) est mesurable.
Pour tout z € X (), on considére la fonction

fir € R o MLa(er)) = [ Lpn(a) < an(h)5())dAh)
H
On remarque d’abord que f est continue & droite et décroissante (par hypothéses sur 3) et bornée par 7 = max{r >
0: f(r) > r}. On peut aussi montrer que, pour tout z € X (),
r(x) = inf eQ: AL >r—
r(x) 6;)1’166@ sup{r € Q (La(z,r)) > 71 —¢€}
= inf 1{A(L >r—e}).
nf  sup(rI{A(La(z, 1)) 2 —e})

Or d’aprés pour tout € > 0, € Q et r € QT, la fonction
w TI{A(LA(X (w),r)) >r—c} =rI{A{h e H: pr(X(w)) < arn(h)B(r)}) >r—c}
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est mesurable, et ’expression de 7 précédente implique que w — 7(X (w)) est mesurable.
En conclusion, la procédure step-up R satisfait I’hypothése de mesurabilité de la définition O

4.1.4 Condition de Positively Regressively Dependent on each one of a Subset.

Comme nous l'avons vu dans le second chapitre en 2:3.2] le controle de la FDR est assuré par des hypothéses sur
la dépendance entre les p—valeurs. On rappelle également que si le cas d’indépendance des p—valeurs est le cadre
"idéal" pour H fini, dans notre contexte ot ‘H est infini non dénombrable, on ne peut pas supposer I'indépendance
mutuelle des p—valeurs sans contredire ’hypothése de mesurabilité (d’aprés .

Dans cette section, nous allons généraliser la condition de dépendance positive, ou PRDS (voir au cas d’une
infinité d’hypothéses.

On rappelle que pour tout ensemble fini Z, un sous-ensemble D C [0,1]% est dit croissant si pour tout
z,7z €[0,1)% tels que z <z’ (ie Vh €L, 2z, < z,),onaz€ D=1z € D.

Définition 4.1.17 : Condition de PRDS finie dimensionnelle pour un processus de p—uvaleurs.

Pour H' un sous-ensemble de H, le processus p—valeur p(X) = (pn(X))nen vérifie la condition de wPRDS finie
dimensionelle sur H' (respectivement la condition de PRDS (forte) finie dimensionnelle sur ') pour la loi P, si
pour tout sous-ensemble fini S de H, la famille finie de p—valeur pg(X) = (pr(X))henns vérifie la condition de
wPRDS sur H' NS (respectivement la condition de PRDS (forte) sur #' N'S) pour la loi P.

La propriété de wPRDS finie dimensionnelle sera suffisante pour prouver le contréle de la FDR mais il sera parfois
plus simple de vérifier la propriété "forte" de PRDS. En effet, on a prouvé que la propriété de PRDS forte implique
la propriété de PRDS faible (cf[2.3.6]).

Exemple 4.1.18 : Processus gaussien

Soit p(X) = (pr(X))nen un processus de p—valeurs de la forme py(X) = G(Xp), h € H, o0 X = (Xp,)nhen est
un processus gaussien et ol G est une fonction continue et décroissante de R dans [0,1]. On suppose que la
fonction de covariance ¥ de X vérifie

Vh,h' € H, X(h,h") > 0.

Alors le processus de p—valeurs satisfait la condition de PRDS finie dimensionnelle forte.

La preuve découle de 'exemple [2.3.7]

Exemple 4.1.19 : Fonction de répartition

Dans ’exemple nous avons introduit un processus de p—valeurs défini sur I un intervalle de R,
pe(X) = Ge(mFn (X, 1)),
1 m
ou Gi(k) = P(Z, > k) pour tout k € [|0,m|] avec Z;, ~ B(m, Fy(t)) et F,,(X,t) = - Z]I{Xi < t} la fonction

i=1
de répartition empirique de 'observation Xy, ..., X;,.

Montrons que ce processus de p—valeurs est wPRDS finie dimensionnelle.

Démonstration.
Soit (;)o<j<n—1 un ensemble fini de points de I et D un ensemble mesurable croissant de [0,1]". Nous allons
montrer que la fonction
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uw€[0,1] = P(p(X) € D | pt,(X) < u) est croissante sur {u € [0,1] : P(ps, (X) < u) > 0}.

Si F(tg) € {0,1} alors le résultat est clair.
Supposons a présent que F'(tp) € (0,1). Posons

L{to = {Gto(k), k= m,m — 1, ...,0},

un ensemble qui contient alors des points croissants de (0, 1]. Il suffit donc de montrer la propriété de monotonie
pour u € Uy,.
Comme Gy, est décroissante de {0,...,m} dans Uy,, on a

Pt (X) < Gy (k) <= mEy (X, to) > k <= X)) <to en posant X = —o0.
On doit donc prouver que pour tout 1 < k < m,
P ((X(l)a aX(’m)) eD | X(k:—l) < tO) > ]P)((X(l)a"'aX(m)) eD | X(k) < tO) )

ou D' ={x € R™: (pt,(v))o<j<n-1 € D} est un ensemble croissant de R™ (car p vérifie » < 2’ = V¢, ps(z) <

pe(z')).
On peut alors montrer que la famille des statistiques d’ordre {X(;)}; vérifie la condition de monotonie suivante :
la fonction f définie par

f(a, b) =K [(X(l), ...,X(m)) eD | X(k—l) = Q,X(k) = b]

est croissante en a et b.
Ainsi, en notant, v = P(X) < to | X(,—1) < to), on a (par un raisonnement similaire a la preuve de [2.3.6)),

P [(X(l),,X(m)) eD | X(k—l) < tO] =1E [f(X(k—l)vX(k)) ‘ X(k—l) <o, X(k-) < to}
+ (1= ME [f(Xp-1) Xk) | X(r—1)) < to < Xy
> E [f(Xr—1) X)) | Xio—1) < to, Xy < to] ,

ce qui montre la propriété de monotonie et conclu la preuve. O

4.2 Controle de la FDR.

4.2.1 Enoncé du théoréme et exemples.

Le théoréme suivant établit le contréle de la FDR & un niveau « fixé pour des procédures step-up définies comme
dans l'exemple [£.1.74] pour deux situations différentes :

» une situation ou la dépendance entre les p—valeurs est totalement arbitraire;

» une situation ou une dépendance positive est supposée entre les p—valeurs (condition PRDS).

Théoréme 4.2.1

On suppose que Pespace ‘H vérifie I'hypothése et qu’il est muni d’une mesure finie A.

On considére p(X) = (pr(X))rex un processus de p—valeurs satisfaisant la condition

On appelle R la procédure step-up sur (H, A) associée a la fonction seuil A(h,r) = an(h)B(r), avec a € (0,1),
(8 une fonction croissante continue & droite et m une densité de probabilité sur H par rapport & A. On suppose
que 'une des deux hypothéses suivantes est vraie. Pour tout P € P,

1. B(x) = x et le processus de p—valeurs p satisfait la condition de wPRDS finie dimensionnelle sur Ho(P)
pour la loi P;

2. la fonction 3 est de la forme

am
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Bu(w) = / udp(u), ()

ol 1 est une loi de probabilité arbitraire sur (0, co).

Alors
FDR(R,P) < all(Ho(P)) < a,

ot TI(Ho(P)) = /h gy T

Lorsque 'on cherche une procédure de tests multiples, on veut d’une part contréler I’erreur de premiére espéce
et d’autre part avoir une grande "puissance". Comme les notions de puissance vues en section [3.1.2] utilisent
Pensemble R N H;(P), on souhaite que la procédure rejette un volume le plus large possible d’hypothéses. Dans
cette optique, choisir une procédure step-up avec S(x) = = conduit toujours a des procédures plus performantes
qu'une procédure step-up ou [ est de la forme (b). En effet, on a fO‘T udp(u) < x.

Ainsi, la condition de PRDS dans le théoréme offre un résultat moins conservatif que la condition de dépendance
arbitraire.

Exemple 4.2.2 : Test sur la moyenne d’un processus

On reprend l'exemple [4.1.11] dans le cas o 'observation X = (X¢)¢c(o,1)¢ est celle d’un processus gaussien de
fonction moyenne mesurable p, de fonction de covariance ¥ et de variance connue (et égale & 1). On rappelle
que le probléme est de tester pour tout ¢ € [0,1]¢ hypothése Hy : 7 u(t) < 07,

On considére A la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle. Soit o € (0,1), S une fonction croissante et
continue a droite. On note également G la queue de distribution d’une loi normale standard et

F(X) =max{r € [0,1]: A({t€[0,1]: G(X;) <aB(r)}) >r}

Alors on a le controle de la FDR au niveau « de la procédure step-up associée a la fonction S et a la densité
m(h) =1,
A{t e [0,1]7: pt) <0, GXy) < aBFX)N] _
A({t €[0,1]7: G(X:) < aB(F(X))}) T
si (Xt)¢eo,1¢ est un processus mesurable et si une des deux conditions suivantes est vérifiée :

» B(xz) = x et la fonction de covariance du processus est positive (d’aprés [4.1.18]);
» 5 est de la forme (b).

E

Exemple 4.2.3 : Test sur la fonction de répartition

On reprend l'exemple |4.1.12| dans lequel on veut tester ”F(t) < Fy(t)” pour tout ¢ d'un intervalle I C R.
L’exemple afirme que le processus de p—valeurs

pe(X) = Gi(mE, (X, 1))

vérifie la condition de wPRDS finie dimensionnelle. Ainsi le théoréme [1.2.1] s’applique et la procédure de step-up
associée controle la FDR.

4.2.2 Démonstration du théoréme [4.2.1]

Cette preuve repose sur trois lemmes et une proposition.
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Lemme 4.2.4 : Deux conditions qui assurent le controle de la FDR - Blanchard, Roquain (2008) [4l]
Pour tout P € P, supposons que les deux hypothéses suivantes sont vérifiées :
1. La procédure de tests multiples R satisfait la "self-consistency condition”

R(z) c{h e H: pn(z) < an(h)B(A(R(z)))} pour P-presque tout x € X (SC(a,m,3))

2. Pour tout h € Ho(P), le couple de variables aléatoires (Up, V') := (pn(X), A(R(X))) satisfait la "condition
de controéle de la dépendance"

1{U, < cB(V)}

- 1{V >0} <e.  (DC(B))

Ve > 0, E[

Démonstration.

On a

FDR(R, P) — E {WH{A(R) > 0}}

=E

1{h € R}
/h i AR > 03

/ P{h(;)R}]l{A(R) > O}} dA(h) d’aprés le théoréme de Fubini (R étant mesurable par [4.1.2))
hEHO

/ {]l{ph < am(h)B(A(R))}
heHo (P A(R)

IN

1{A(R) > 0}] dA(h) d’aprés SC(a,, )

IN
Q

/ 7(h)dA(h) d’apres DC(B).
heHo(P)

Nous allons & présent montrer la procédure step-up définie auparavant satisfait les deux conditions de ce lemme.

Lemme 4.2.5 : Condition SC(a, 7, 3)

La procédure step-up définie précédemment satisfait la condition SC(a, 7, 5).

Démonstration.
On a déja montré que cette procédure step-up fournit une procédure de tests multiples au sens de [£.1.2]
D’aprés la définition de la procédure step-up, pour tout £ > 0,

A(LA(7)) < A(LA(T+¢)) par décroissance de la fonction g
<T+4e car 7 <T+c¢ et par définition de 7(¢).

On en déduit alors que A(La(7)) < 7. De plus, d’aprés la définition de 7, A(La (7)) > 7. Ainsi A(La(T)) =T
Enfin, la procédure step-up R satisfait la condition SC(a, 7, §) avec égalité. O

Lemme 4.2.6 : Conditions pour que U’hypothése DC(B) soit vérifiée - Blanchard, Roquain (2008) [4)]

Soit (U, V) un couple de variables aléatoires positives et telle que U soit minorée en probabilité par une variable
aléatoire uniforme sur [0, 1] (ie Vt € [0,1],P(U < t) < t).

Alors la condition du controle de dépendance DC(3) est satisfaite par (U, V) si une des deux hypothéses
suivantes est vérifiée :

(i) Rl») — » ot
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(Y ) T
VreRY, u—sP(V<r|U<u)

est une application croissante sur {u: P(U < u) > 0}.

(#i) La fonction § est de la forme (b).

Démonstration.

(i) Soit € > 0, p € (0,1).

On choisit K suffisament grand pour que p* < e.
Posons vg =0 et v; = pK‘H_i pour tout 1 <4 < 2K + 1.

2K+1
E {IL{U < cV}] < Z P(U <cv;, V€ [vi—1,vi))

V Ae im1 Vi—1 NE te
o P(U < cvi, V€ [vim1,0:)) P(U < cvy)
<y B0 < o) —— te
i=1 ( = CU; Vi—1 €
o 2K
< P Z P(V € [vi—1,v:) | U < cv;) + ¢
i=1
o 2KH1
:; Z (P(V<v; |U<c;) =PV <w;—1 | U< evy))+¢
i=1
2K+1
c
< ; Z (]P(V < v; | U< CUz') 7P(V < Vi—1 | U< CUi_l)) +e

s
Il
-

=—P(V<vg | U<cvg)+P(V<vagi1 | U<cvagi1)

C
< —4¢ caruvg=0.
P

On fait alors tendre p vers 1 et par le théoréme de converge dominée, on fait tendre € vers 0. On obtient le résultat
voulu.

1 oo
(%) Pour tout z > 0, on remarque que — = / —1{v > z}dv.
z 0 v

Alors :
K [“USVW)}} —E U;m (v > VYU < cB(0)}do
_ /Om U%E [M{v > VI{U < cB(v)}] dv
< /0 7 Lew < o
c/0+(>o ﬁig)dv
c/O;o (é :Qdu(u)) dv
c/o /0 %]l{u < v}du(u)dv

+oo 1 <
¢ / m / %dvdu(u) d’aprés Fubini-Tonelli
u>0 Jo

IN

A ce stade de la démonstration, le point (i7) du lemme précédent démontre le point 2. du théoréme m
Pour démontrer le point 1. du théoréme, il reste a prouver que la condition (i) du lemme précédent est vérifice
dans le cas de la wPRDS finie dimensionnelle.
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Proposition 4.2.7 : La condition de wPRDS finie dimensionnelle implique la condition (i) du lemme

On suppose que le processus de p—valeurs p = (pp,, h € H) satisfait la wPRDS finie dimensionnelle sur Ho(P)
pour tout P € P. On considére R, la procédure de step-up définie par avec B(z) = x.

Alors, pour tout P € P, pour tout h € Ho(P), le couple de variables aléatoires (Up, V) := (pr, A(R)) satisfait
(7). En particulier, I’hypothése DC(f) est vérifiée pour f(x) = x.

Démonstration. (Idée de la démonstration)

La preuve de cette proposition s’appuye sur le fait que la procédure step-up définie dans le cas continu par
peut étre vue comme une limite de procédures step-up finies. Cette idée est résumée par le lemme suivant qui sera
admis.

Lemme 4.2.8 : Approximation finie de la procédure step-up

On considére la procédure step-up R = La(7) sur H définie par [4.1.14
Alors il existe une suite de mesures A,, de support finie sur H telle que, si 'on note

Tk =max{r >0: A,(La(r)) >r— %}’

on a,

7= lim <lim sup ?n,k>

lim <liminf ?n’k> presque slirement.
k— o0 n—00

k—oo \ n—o0

Remarque 4.2.9 : Commentaires sur les conditions de lemme [].2.]]

La condition SC(«, 7, 8) est purement algorithmique et dépend de la maniére dont est construit la procédure R
a partir des observations. Intuitivement, quand le volume |R| devient grand, on commet plus d’erreurs de type
I, on doit donc augmenter le seuil A(h,r) dans la définition de La(r) ={h € H : pp < A(h,r)}. Ainsi, le seuil
doit étre une fonction croissante en r. Cela justifie le fait que R C La(|R]).

La condition DC() est une condition qui caractérise les relations de dépendance des p—valeurs (pp(X))nen-

Il faut noter que ces deux conditions sont liées car elles dépendent toutes deux de la fonction 3. De plus, elles
sont suffisantes pour controler la FDR mais pas nécessaires.
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4.3 Conclusion.

Ce rapport propose un résumé des principaux résultats d’optimalité sur les tests multiples d’un nombre fini
d’hypothéses. Ainsi, nous nous sommes concentrés sur le controle de I'erreur de premiére espéce et sur une dé-
finition d’un critére lié a ’erreur de seconde espéce permettant d’obtenir des résultats d’optimalité de type minimax.

Nous avons aussi généralisé la définition de tests multiples au cas d’'un nombre infini non dénombrable
d’hypothéses en nous posant les questions liées aux définitions de chaque objet (essentiellement des contraintes de
mesurabilité). Dans la méme optique que dans le cas d’un nombre fini d’hypothéses, nous avons également proposé
une définition de la FDR pour un continuum d’hypothéses ainsi qu'un résultat assurant son controle. Plusieurs
perspectives d’études sont envisagées afin de généraliser une approche "optimale" (en un sens qui n’est pas défini!)
des tests d’une infinité non dénombrable d’hypothéses. Pour cela, il faudrait définir un critére de type "FWER"
pour un continuum d’hypothéses afin de définir un nouveau critére lié a 'erreur de seconde espéce permettant
d’étendre une théorie de type minimax comme dans le troisiéme chapitre présenté ici. Pour cela, nous allons nous
concentrer sur des tests multiples d’homogénéité d’un processus de Poisson, pour lesquels des résultats ont déja été
établis (notamment une définition et le controle de la FWER) par F. Picard, P. Reynaud-Bouret et E. Roquain
[II]. Nous espérons pouvoir approfondir I’étude de U'erreur de seconde espéce au travers d’une approche minimax.
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