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Introduction Objectifs et motivations
Vitesse de séparation uniforme

Les Besov bodies
Obtention de la borne minimax

But : construire un test d’homogénéité d'un processus de
Poisson.

On suppose que I'on observe un processus de Poisson N sur [0, 1].

On note :

» s |'intensité du processus par rapport a une mesure p sur [0, 1]
et tel que du(x) = Ldx pour L € R,

» Sp I'ensemble des fonctions constantes sur [0, 1].

On va construire un test adaptatif afin de tester |'hypothése nulle
(Ho) : "s € So" contre l'alternative (H1) :"s ¢ So".
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Introduction Objectifs et motivations
Vitesse de séparation uniforme
Les Besov bodies
Obtention de la borne minimax

Performance du test

Soient 3 €]0, 1], une classe de fonctions Sy et ¢, un test de
niveau « €]0, 1] a valeurs dans {0, 1} qui rejette I'hypothése nulle
(Ho) si ¢o = 1. On considére d, la distance induite par la norme
|| - || définie sur L2([0, 1]).

Définition : Vitesse de séparation uniforme

Si Ps désigne la loi d'un processus de Poisson N d'intensité s, la
vitesse de séparation uniforme sous Sy est définie par

p(¢a781>/8) = inf{p >0, sup Ps(¢o¢ = O) < B}
s€81,d(s,80)>p
=inf{p >0, sup Ps(po =1) > 1- 5}

s€81,d(s,S80)>p
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Vitesse de séparation uniforme
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Vitesse de séparation minimax

La vitesse de séparation minimax sous S; est définie par

8(81,04,,8) = Iq?fp(qbaaslvﬂ)

Test adaptatif : test qui atteint (3 un facteur logarithmique prés)
les vitesses de séparation minimax sur plusieurs classes
d'alternatives simultanément.
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L alternative (Hy)

On suppose que s € L?([0,1]) et on définie :

1 1
(f,g>:/0 f(x)g(x)dx et Hf”zz/o F2(x)dx.

On introduit la base de Haar de L2([0,1]),
{¢07¢(j,k)7j eN, ke {07 w2 — 1}} ou

do(x) =L q)(x) et dn(x) = 2/2(2x — k),
avec ¥(x) = Lo 1/2((x) — Lp1 2,1((%).

On pose ag = (s, ¢o) et pour tout j €N, k €0,...,2 — 1,
Q(j k) (5 ¢(j k) >
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Définition : Besov bodies classiques

Pour 0 > 0 et R > 0, on définie :

21
B3 (R) = {s > 0,5 € L*([0,1]),5 = aodo + . Y A0S k),
JEN k=0
21 ‘
VieN, Y af < RP27¥7)
k=0

Plus généralement, pour p > 1, R > 0 et o > max(0,1/p —1/2) :

P |
B o(R)={s>0,5 € L2([0,1]),s = aodo + D_ > a(xd(.k):
JEN k=0
21
Vj e N, Z laplP < RP2PIe+1/2-1/p)})
k=0
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Introduction Objectifs et motivations
Vitesse de séparation uniforme

Les Besov bodies
Obtention de la borne minimax

Définition : Besov bodies faibles

Pour v > 0 et R’ > 0, on définie :

2i—1
WW(R’) = {S >0,s € L2([0, 1]),5 = appo + Z Z O‘(j,k)(b(j,k)a
JEN k=0
21
vt > 0, Z Z O‘%j,k)]laak)gt < R/,

jeN k=0

i On va construire un test adaptatif, ie qui atteint a un facteur
logarithmique prés les vitesses de séparation minimax
simultanément sur tous les espaces BS (R) N W, (R") NLL>*(R")
pour certains o et pour tout R, R, R” > 0.
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Introduction Objectifs et motivations
Vitesse de séparation uniforme
Les Besov bodies
Obtention de la borne minimax

Bilan (étapes du raisonnement)

» Etablir des bornes inférieures pour les vitesses de séparation
uniformes relativement a la norme L? sur les espaces de
I'alternative : déterminer j tel que p(S1, ., 3) > p.

» Construire un test non-asymptotique de niveau « qui est
adaptatif : trouver un test ¢, tel que, pour une certaine constante
(explicite) C > 1, p(¢a,S1,8) < Cp.

On aura obtenu le résultat souhaité car

ﬁg (817 75) < Cp
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Bornes inférieurs pour les vitesses de séparation uniformes

Théoréme

Soient R > 0, R’ > 0 et R” > 2, soient «, 8 €]0, 1] vérifiant
a+ 8 <0,59.
» Si o > max(y/2,7/(1 + 27)) alors

liminf £27/(1H49) p(BS _(R) N W, (R') NL=(R"), a, B) > 0.

L—+o00

» Sio<~vy/2ety>1/2alors

o [\ 7/ (1+27) , ;
iminf (7)) 1 WL (R NEX(RY, ) > 0.

» Sio<vy/(1+2y)ety<1/2alors

lim inf (L1/4 A L2v/((1+40><1+27>>) (B (R)NW, (R)NL®(R"), a, B) > 0.

L—+o00
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce
Evaluation du taux de séparation uniforme

Test d’homogénéité

Objectif : Construire un test de niveau « qui atteint la borne
minimax pour tester (Hp) : "s € Sy contre (Hp) :"s ¢ Sp" a
partir de |'observation d'un processus de Poisson N ou des points
{Xi,1=1,..., N} du processus.

On remarque que : d*(s,So) = > \ca. @3 Ol pour tout
A€ A :={(j, k) jGN ke{o L2011},

1
ay = (s, Px) / Pa(x dx = i/ PA(x)s(x)du(x).

Estimateur de oy : @) := / oa(x Z OA(X))-

Estimateur non biaisé de o2 3

Th=ax — L2/ ¢3(x)dNy = /;1% X1)dA(Xr).-
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce
Evaluation du taux de séparation uniforme

Test d’homogénéité

Idée : construire des estimateurs de d?(s,Sp) = Z a3 en
AN
combinant certains (Ty)xea., €t en rejetant I'hypothése nulle si

I'un de ces estimateurs est trop grand.

Notations :

»VvVJ)S>1 S;:= VeCt({¢0,¢)\, AE /\_j}) ou

Ay =10, k) €{0,....d —1} x {0,...,2 — 1}};

» D; =27 la dimension de S, ;

» s, la projection orthogonal de s sur le modéle S.

On obtient une famille de sous-ensembles de 1.2([0, 1]) de
dimension finie : (5;) >1; ou S, est appelé modeéle.

Estimateur de d*(s,Sg) : T, = Z,\e/\J T
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce
Evaluation du taux de séparation uniforme

Test d’homogénéité

On considére alors une collection de modéles {S,,J € J} ot J est
un sous-ensemble fini de N*: et |la collection d'estimateurs
correspondante {T,,J € J}.

On souhaite rejeter I'hypothése nulle s'il existe un J € J pour
lequel |'estimateur T "est trop grand".

Lemme

La loi conditionnelle de (X, ..., X;) sachant N = n est la loi d'un
réarrangement croissant de n variables aléatoires iid notée (X1, ..., X,) de

Lo S(x)
densité ———"——10 1j(x).
o s(¥)dy
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce
Evaluation du taux de séparation uniforme

Test d’homogénéité

Sous (Hp) :
» s est constante sur [0, 1];
» (Xi)1<i<n iid de loi uniforme sur [0, 1].

Notation : qS")(u) : le quantile d’ordre (1 — u) associé a la loi de
T,|NL = n (sous (Hp)).

On obtient alors P(1)( T, — qS")(u) > 0[N, =n)=u VYu€]0,1].

On définit alors la statistique 75, = sup e 7 (T — qSNL)(USA(I)f))),

associée au test statistique
¢a = ]lTa>0;

. (N <. . . .
ol uS aL) reste & déterminer pour que le test soit de niveau .

Fabrice GRELA Test adaptatif d’homogénéité pour un processus de Poisso



Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce
Evaluation du taux de séparation uniforme

Test d’homogénéité

Sous (Hp) :
» s est constante sur [0, 1];
» (Xi)1<i<n iid de loi uniforme sur [0, 1].

Notation : qS")(u) : le quantile d’ordre (1 — u) associé a la loi de
T,|NL = n (sous (Hp)).

On obtient alors P(1)( T, — qS")(u) > 0[N, =n)=u VYu€]0,1].

On définit alors la statistique 75, = sup e 7 (T — qSNL)(USA(I)f))),

associée au test statistique
¢a = ]lTa>0;

.(N C . : .
ol uS ;) reste & déterminer pour que le test soit de niveau a.

Fabrice GRELA Test adaptatif d’homogénéité pour un processus de Poisso



Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce

Test d’homogénéité Evaluation du taux de séparation uniforme

Choix du quantile - Erreur de premiére espéce

Meéthode 1 : Procédure de Bonferroni.
On pose, pour tout J € 7, pour tout n € N,
(n) -

U_La = m

Méthode 2 : d'aprés I'article [2]
L'article suggére de poser, pour tout J € J, pour tout n € N,

Rop——

ou
ul™ = sup{u €]0,1], seug P (jlelg(-r_] - qS")(ue_WJ)) > 0[N, = n) < a},
s€oo

et {W,,J € J} une famille de poids positifs tel que Z e W<,
Jeg
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce
Evaluation du taux de séparation uniforme

Test d’homogénéité

Théoréme

On suppose que s € L°°([0,1]) et que L > 1. On fixe les niveaux
a, B €]0, 1], et on considére le test ¢, de niveau « construit dans
la section précédente. S'il existe des constantes Ci(a, f3, ||s||c0),
G, B), C3, C4(B) et Cs tel que s vérifie

. VD D
d(s,S0) > inf {lls — s)|[* + Calev B, llslloe) 7 + Cal e, B) 3
! VvD,W; W D,W?
+ <C3/ s(x)dx + C4(6)> <ZJ + LJ> + G JL2 13,
0

alors
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce

Test d’homogénéité Evaluation du taux de séparation uniforme

Démonstration : .
On pose Ep, = Zj/(j,k)eAJ 2,

Proposition

Soient s € L>°([0, 1]) et o, B €]0, 1[. On suppose qu'il existe une quantité positive
Aja,p tel que ]P’s(qSNL)(uSN(i)) > Ajap) < g S'il existe des constantes positives
Ci(B,||s||) et Co(B) telles que

vD; | VEn,

d?(s, So) > Jnf {||5_5JH2+ Ci(B, IIsllo0) < 372 ) +C2(5) > +Asa6),

alors  Ps(¢a =0) < B.

Lemme

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires iid uniformément distribuées sur [0,1]. Il
existe une constante C > 0 tel que pour tout x > 0,

X2
P<TJ>< D;x 1>> <2,77e*.
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce

Test d’homogénéité Evaluation du taux de séparation uniforme

Proposition

On suppose que Inln L > 1. On fixe les niveaux «, 5 €]0, 1] et on
considére ¢, le test défini précédemment avec

J ={1,..., [logo(L?/(InIn L)3|} et W, = In|T| pour tout J € J.
Pour tout ¢ > 0, R > 0 et R” > 0, s'il existe une constante
C(a, B, R", o) tel que pour tout s € B (R)NIL>(R") satisfaisant

40/(40+1)

Vinln L

& (s,50) > Cla, B, R, o) (R/4o+1) X1

+R2<(|n|nL)3>2"+|n|nL

L2 L )7

alors
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Construction du test par sélection de modéles
Contrdle de I'erreur de seconde espéce

Test d’homogénéité Evaluation du taux de séparation uniforme

Corollaire

Il existe des constantes positives Lo(c) et C(«, 3, R, R”, ) tel que,
si L > Lg(o), alors
20/(40+1
Inin L e

p(das B3 o(RINL=(R"), B) < Cla B, R, R, ) | =

1z Pour L suffisament grand, le test atteint la borne inférieur
déterminée précédemment pour la taux de séparation minimax
simultanément sur tous les espaces BS . (R) N W, (R") NLL>(R")
avec o > max(y/2,7v/(1 + 27)) a un facteur logarithmique pres.
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Conclusion

» Un autre test basé sur une méthode de seuillage.
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Conclusion

» Un autre test basé sur une méthode de seuillage.

» Dans [2], on considére des tests construits a partir de la base de
Fourier.
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Conclusion

» Un autre test basé sur une méthode de seuillage.

» Dans [2], on considére des tests construits a partir de la base de
Fourier.

» Etude numérique : évaluer la performance des tests d'un point
de vue pratique (estimer la puissance des tests sous plusieurs
alternatives par la méthode de Monte-Carlo).
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