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vivities1  Equations singuliéres

Calcul . . .

e Soit £ := 0y — A, et ¢ un bruit blanc gaussien (en espace ou
et EDPs

licics temps-espace) :

Hugo Eulry e Equation d'Anderson parabolique :
Zu(t, x) = f(u(t, x))((x)
e Equation KPZ :
Zu(t, x) = (Du(t, x))* +¢(t,x)
e Equation % :

ZLu(t,x) = u(t,x)® 4+ ((t, %)
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iviies 1 Rappels et notations

Calcul

d
e On fixe d € N* et on note TY = (R/ 27rZ> le tore.

.et EI.D‘Ps
Bl On notera 7' := 7' (T9) et C® := C> (T¢).

Hugo Eulry

Définition (Transformée de Fourier)

Pour f € 9' on définit : Ff =f: ke 79 (fle”* ) eC

etpourg € C¥ . g =(2n) ¢ ¥ ke € 7'
kezd

sition

Z est bien définie sur 2’ et .# ! est bien définie dés que g est
a croissance sous-polynomiale.

Sous ces conditions on a F1LFf =f et F.F lg=get

F [f+h] = hh.

En particulier, f est C* si f est a support compact.



«iviies 1 Décomposition de Littlewood-Paley

Calcul

paracontrole Ml Définition (Partition dyadique de I'unité)

singuliéres

On appelle partition dyadique de I'unité un couple (x, p) de
fonctions C*° (Rd; R), positives, radiales, telles que

supp(x) C B(0, c) et supp(p) C {a < |£| < b} (pour un certain
choix des constantes a, b,c > 0) et satisfaisant :
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ijzl et pjpi =0 pour|i—j|>2
j>-1

ot pj = p(274-) pour j > 0 et p_1 := x

v

A J-1
On notera A;f := F 1 [pjf} et 5;f := > A;f de sorte que :
i=—1

f= lim Sif =) Ajf dans &'

j—+-00
/ j>—1



civiies 1 Reégularité des distributions

Calcul . . .. y .
povesee®®  On fixe pour toute la suite une partition de I'unité (x, p).
et EDPs
singuliéres

Définition (Espaces de Besov)

Hugo Eulry

Soient o € R, p, g € [1,+00], on définit ['espace :

1/q
j q

B =37, [ Y @|aifl,) < +00
i)

muni de la norme ||f“33i3‘,q = H(2j°‘ ||Ajf||Lp)J-2,1 o

On note € := %5, -

Intuitivement, [|-|| 4o permet de mesurer le comportement de f

“p,q

a hautes fréquences.



iy Résultats fondamentaux sur les espaces de Besov
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Lemme (Une caractérisation)

Soit &/ un anneau (resp. B une boule), « € R (resp. o> 0),
(uj)j>—1 € C™ tel que pour j > —1, supp(u;) C 2B (resp.
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supp(Uj) C 2B) et sup;s 1 2% ||uj]| ;0. < +00, alors :

ui= Y weE et |ulga S sup 2%ujf
> =

— ©“ ne dépend pas de (x, p).

Proposition (Inégalité de Bernstein)
Soit B une boule, 1 < p,g < +o00, kEN, A\ >0etuelP:

1_1
s supp(8) € AB . max 0%l i AT
ll,:




wiviies 1 Conséquences de Bernstein

Calcul . .
paracontrolé [ ] InJeCt|OnS de Besov :
et EDPs

s pourl < p; < pp<+ooetl<qg <qgo < +oo, l'injection
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o > (ﬁ_é> :
By g1 > B, est continue
e pour i € N9, 9# : € — €21l est continue

e ¢ est une "bonne" notion de régularité des fonctions au
sens ol :

Proposition (Espaces de Holder)

Pour o € R \ N, €“ coincide avec C* |'espace des fonctions
a-Hélder et les normes sont équivalentes.

Remarque : I'inclusion C" C €" est stricte pour n € N.
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© Le probléme de multiplication
@ Décomposition de Bony
@ Correcteur

Le probléme
de multipli-
cation



Un contre-exemple classique

Calcul y L 2 . H

v ™™ On n'a pas (en général) de notion de produit pour les
et EDPs . . .

s distributions :
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Exemple

x — x, 0o et vp (L) sont dans '(R), si on avait un produit
"convenable" sur 2'(R) alors :

1 1
Le probléme (60 X X) X vp <;> =0 x vp (;) =0
de multipli-

50X<XXVP<)%>):50X1:(50

cation

et




Décomposition de Bony

RENNIES 1

Calcul
paracontrolé

Pour f,g € 2’, on a formellement
et EDPs
singuliéres f'g_ — Z A,fAJg + Z A’fAJg —+ Z A,fAJg
Hugo Eulry i<j—1 li—j]<1 Jj<i—1
=: Prg +  N(f.g) + Pgf

e Prg = Z A;fA_,'g \//‘\/\
i<j—1

— paraproduit de g par f )
P¢g est une modulation de g \(HAMCH’

écomposition

par f
o N(f.g)= 2. Aifhjg NW\[\WWW /U“

li—j|l<1 w
— résonance de f et g



Kiviies  Paraproduits et résonance
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Théoreme (Opérateurs paraproduit et résonance)

P et I sont des opérateurs bilinéaires, 1 est symétrique,
satisfaisant les estimations suivantes :
sif €€, ge€® avec a, € R alors

o ||Prgllgs < IIfllga llgllgs sia>0
@ “Png%aJrﬁ ”chga Hchgﬁ sia<0
o IN(f,8)lgass S Ifllgallgllgs sia+B>0
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Dans le cas od v = 0, on a : Prg € €” pour tout g’ < 8.

— un paraproduit Prg est toujours bien défini
— le seul probléme vient du terme de résonance M1(f, g)



siiteey a4+ B > 0 est une "barriére"
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La condition o + B > 0 pour définir 1 : € x €% — €9
comme un opérateur continu est-elle optimale 7
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— oui

Pour d = 1: on pose a,(x) := n~%e™ et b,(x) := n~Pe=in
pour n € N.

Alors : Aja, = n~%pj(n)e™ et Ajb, = n~Pp;(—n)e"

Donc a, — 0 dans € et b, — 0 dans 47" pour tous o’ < «,
g < p.

Mais apb, = n~(@*P) ne tend pas vers 0 si a + 3 < 0.



Correcteur
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Théoréme (Opérateur correcteur)

Soient ., 3,7 € R tels que a + f+~v>0et f+7v <0,
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CT X CFXC® — c>

est un opérateur trilinéaire vérifiant

Vf g, h e C™, [|C(f, g, h)ligarsir S [fllgo llgllgs [1All4

et donc s'étend de facon unique de €% x €P x €7 vers €*+P+7

v

— permet d'étudier le produit gh pour & qui "ressemble" 3 g.
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© L'équation d'Anderson
@ Le cas linéaire
@ Le cas non linéaire
e Résolution dans 2°(Z)

L’équation
d’'Anderson



iviies 1 Reégularité d'un bruit blanc

Calcul . . L,
s On appelle bruit blanc sur T9 un processus gaussien ¢ centré,
et EDPs . . 2 d .
singuliéres indexé par L*(T9), de noyau de covariance :

Voo, € L2(T9), E[¢(9)S(¥)] = fpo p(x)0(x) d
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Proposition (Régularité)

¢ € €€ presque siirement, pour o« = —% et tout € > 0

Preuve : pour p > 1 on montre que ¢ € Z, , p.s. :

E IS5, S k2% (fra E1AKCI])

L’équation
d’'Anderson

p/2
E[lacP) SE[1ak¢P]”" S IKellf < 2748

ol A =K x( = C(Kk(_'))-



weives  Equation d'Anderson parabolique : cas linéaire

Calcul . N L, . .

vl Soit g & préciser, ¢ un bruit blanc en espace, £ = 0; — Ay, on
et EDPs L

s veut résoudre

ZLu=uC sur Ry x T?
u(0) = wp
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Comme £~ régularise en espace et { € €~ on peut espérer
u€ €' en espace
— on a un probléme de définition pour u¢

On va isoler la partie mal définie pour n'avoir plus qu'a définir
un terme mal posé uniquement a partir de I'équation.



“iites 1 Recherche du terme problématique
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v ®  Soit « € (2/3,1), u une solution €’* en espace, supposons que
et EDPs n T o . 1, . .
singuliéres u "ressemble" 3 Z € €’ (dépendant seulement de |'équation) :
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u=P,Z+b avecac®®, bec€*
Alors :

u¢ = P+ Peu+T(u,Q)
= P+ P<u+|_|(PaZ,C)+ M(b,q)
= Pu(+ Peu+T(b,¢)+ C(a,Z,¢)+al(Z,¢)

(bien définis)

— le seul terme mal défini est I1(Z, (), on s'attend a ce qu'il
soit de régularité €22,



viviiesy Structure des solutions

Calcul , . 2
e Supposons qu’on puisse donner un sens au terme de résonance
et EDPs ., " _
s M(u, ) : on attend la régularité €2=2 3lors :
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uC = PuC+ Peu+ N (u,¢) = Py + ul

pour ufE € €%72 et P,( € €* 2.
On utilise le fait que u est une solution :
u = P (LX) + [V P2
= P.Z+uf
avec uf € ¢

— u a bien une structure paracontrolée par Z := £~ € € :
ne dépend que de I'équation



wities;  Raffinement du probléme

Calcul . . N L, .
prnsees™  Une obstruction majeure a la résolution :

et EDPs
n(z,¢)

singuliéres
Hugo Eulry
On suppose qu'avec I'équation sont fournis :

@ le bruit blanc en espace ¢

o la résonance M(Z, ) avec régularite €22

— (¢,N(Z,¢)) : version raffinée du bruit.
La construction de MN(Z, () est purement probabiliste, ne
dépend pas de |'équation :

nez,¢) =P- Ii_r)rz) MN(Ze, ) — ce

ou Z, (. sont des régularisations du bruit et ¢ — +00 est
déterministe.



wiities;  Formulation point fixe

Calcul . f a .

paracontrolé Une solution u n'est pas seulement ¥“, mais a une structure.
et EDPs L, . )

srmplires On écrit u sous sa forme paracontrolée par Z :
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u=P,Z+b avecacé®, be€*

et
u=P,Z+uf (ab)

a=P.,Z+b
b:uj&(a,b)

ol ®: G x €2 — € x €% ne dépend que du bruit.
— on peut espérer faire un point fixe en temps court.

¢ znzeo(a, b) = (a,b)



Kiviiesy  Paralinearisation

Calcul . . ~
e Si f € C2(R), on traite de la méme fagon
et EDPs
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ZLu = f(u) sur Ry x T?
u(0) = wo

Lemme (Lemme de Bony)

Soit a € (0,1), u € €* et f € C3(R), alors f(u) est
paracontrolé par u. Il existe f(u) € €2 tel que

( ) Pf/ U+ f#(u)

| A\

Corollaire

e Si de plus u = P,Z + b avec b € €2, alors
f(u) = Paf’(u)Z + b avec b 6 %20[




Cadre espace-temps

Calcul

vy On tient compte de la dépendance en temps via les espaces
et EDPs . .
singuliéres paraboliques, si @ € (0,2) on note :
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LY =CEUNCLT et L7 = Cre eyl

Définition (Distributions paracontrolées)

Soient a, 8 > 0 tels que o + 3 € (0,2), soit g € £“. On dit
que (f,f') € L x £P est paracontrolé par g s'il existe
f# c L8 tel que :

f=Ppg+f*, onnotefe 2°g)

Pour T > 0, on note : ”f”@f_(g) = Hf’Hgﬁ + Hf#Hgg*ﬂ




eviies 1 Un cadre rigoureux pour la résolution
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Théoréme (Estimées de Schauder)

Soient o € (0,1), B> 0 tels que o + B € (0,2), g € CE*2 et
G tel que £G = g avec G(0) = 0. Soit f' € £P,

f# € CotP=2 et ug € €8, Alors (u,f') o Lu= Prg+ f#
avec u(0) = ug est paracontrolé par G :

Hugo Eulry

u= PG+ u#* oo u# e o8
Si de plus g ne dépend pas de t on a :

lullgs gy S Neollgars + (1 + T Ifllpag)
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Résolution de |'équation

En prenant o = 3, g = ( et ug € €>%, la solution v de
Zv = u( avec v(0) = yg est paracontrolée par Z dés que
ue 9%*2),
27(2) = 77(2)
Upo,7) = V[0, )
est bien défini pour tout T > 0.
Si ||uol|g2e < M, C(M) > 0 bien choisie, pour T(M) assez
petit Xy := {u € 79(Z), u(0) = o, ullpe(z) < C(M)}
est stable par ¢ 7.
Pour T(M) > 0 possiblement plus petit, ®1 est une
contraction.
— existence et unicité de la solution de

ZLu=uC sur Ry x T?

u(0) = up € >

(DTZ
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