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Introduction

Soit 7 la fonction comptant le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a .
Le théoréme des nombres premiers affirme que ’on peut estimer le nombre de nombres premiers :

X

7(x)

~
+oo Inzx

Nous allons étudier deux preuves. Une due a Zagier particuliérement courte faisant intervenir la fonction
zéta de Riemann (. L’autre due a Daboussi qui donne une preuve élémentaire (élémentaire pour signifier
sans recours a 'analyse complexe) qui n’utilise pas 'identité de Selberg.

En 1896, Jacques Hadamard et Charles-Jean de la Vallée Poussin donnent indépendamment une démons-
tration compléte du théoréme des nombres premiers qui repose sur la théorie des fonctions holomorphes.
Ce n’est qu’en 1980 que D.J. Newman découvre une simplification trés utile du théoréme analytique.
Pour le centenaire de la preuve de 1896, Don Zagier a donné la preuve la plus courte du théoréme des
nombres premiers reprenant celle proposée par D.J. Newman.

Pour le 70°™¢ anniversaire de Hubert Delange et de Paul Erdés, Hédi Daboussi propose en 1983 une
preuve du théoréme des nombres premiers qui n’utilise ni ’analyse complexe ni I'identité de Selberg.
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1 La démonstration de Zagier

1.1 Deéfinitions

Souvent, on ne fera pas la différence entre la fonction et la fonction évaluée afin de préciser de quelle
variable elle dépend.

On conviendra que p est un nombre premier,  un nombre réel et s = o + i7 un nombre complexe.

On introduit trois fonctions, a savoir la fonction zéta, une série de Dirichlet liée aux nombres premiers
et une fonction de Tchébychev :

+001

¢(s):= 5 D(s) := Z l;p Zlnp

n=1 P p<z

On va prouver une série de résultats qui permettront de démontrer le théoréme des nombres premiers.
Montrons que les fonctions introduites sont bien définies.

Proposition 1.1. Les séries et ® convergent uniformément localement lorsque o > 1.

Démonstration. Soit pour g > 1, Dy ={s =0 +i7:0 > 0¢}. Alors pour s € Dy on a :

1 1 1
e |—| = — < — qui est le terme général d’une série convergente car g > 1.
ns n?  noo
In In
° Sp 7{: qui est le terme général d’une série de Bertrand convergente.
p p
Donc ¢ et ® sont des fonctions holomorphes sur {s € C : ¢ > 1} et la convergence des séries est
localement uniforme. O

1.2 Produit eulérien

On va donner une autre expression de ¢ dans ce paragraphe.

Proposition 1.2. On a

Démonstration. Remarquons que

SERE
sk 1 _ o—s°
=P 1—p

Ecrivons la décomposition en facteurs premiers de n.
Notons PT(n) le plus grand nombre premier intervenant dans la décomposition en facteurs premiers
de n. On prendra par convention PT(1) = 1. De plus, p; désigne le j-éme nombre premier et k; la

valuation p;-adique de n (5 > 1).
k.
n= H pjj.

pj<PT(n)

Puisque ((s) est absolument convergente, on a par associativité des familles sommables que :

o Y= 10

nx1 k1eN  kqeN 1<j<q k=0 1<G<q - Pi
P+(")<pq



Or quand ¢ tend vers l'infini p, tend vers I'infini et

1 1

— — E —| < — ——— 0 (reste d’une série convergente).
ns ns n? g—+oo
n n>1 n>1
Pt (n)<pq Pt (n)>pq

Alors on obtient

o=t =TI (1)

p

1.3 Premier prolongement holomorphe

Proposition 1.3. La fonction ((s) — 1/(s — 1) se prolonge holomorphiquement a {s € C: o > 0}.

Démonstration. Pour o > 1:

R R Bl -5 S ) -5 o) A CEF I

Le membre de droite converge absolument pour o > 0, en effet :

n+1 1 1 n+1 n+1
/ (—)dx = duda: = dudx
n ns x
< |s| max /x du |s] max / du
= n<z<n+1 | [, ustl S n<e<n+1 ]u5+1]
s
<l [ [ e

Le terme de droite est le terme général d’une série convergente car o > 0.

Donc ¢(s) — 1/(s — 1) coincide sur {s € C : ¢ > 1} (possédant un point d’accumulation) avec une
fonction holomorphe sur le domaine {s € C : o > 0}. Par le théoréme du prolongement analytique,
C(s) —1/(s —1) est égale a cette fonction, elle s’étend donc holomorphiquement a {s € C: 0 > 0}. O

1.4 Majoration de ¥

WV
=

Proposition 1.4. On a la relation de comparaison ¥9(x) = O(x) (z
Démonstration. Par la formule du binéme de Newton on a :
2 2
27 = (1+1)" = <0"> +<f>+---+

2n 2n
= .
2n n
Or en isolant les nombres premiers,

R e N INTE N | |

n<p<2n n<k<2n n<p<2n




Et on a aussi

2% > H P = exp Z Inp | =exp{d(2n) —I(n)}.

n<p<22n n<p<2n

Comme la fonction In est croissante :
2nln2 > 9(2n) — I(n).

Notons x = 2n, on a ainsi en itérant :

xIn2 > Y(x) —1(z/2)
gln2 > 9(z/2) — O(x/4)
;”qm > 19(;/.2"2)4(:,;/2!1“)

q q
1
Et en sommant on obtient I'inégalité : x1n2 g o 2 g ( (z/2%) — (x/2k+1)> .

k=0 k=0
. . . nx
Remarquons que le membre de droite est une série télescopique et en prenant g > LQJ :
n
00 1
Cz > 9Y(z) avec C =1n2 x g oF = 2In2.
k=0

1.5 Non annulation de ( et prolongement holomorphe de ¢

Admettons provisoirement que ((s) # 0 pour o > 1, cela sera 'objet de la proposition
Compte tenu du fait que ¢ est méromorphe sur {s € C: o > 0} on en déduit la proposmon suivante.

Proposition 1.5 (Prolongement holomorphe de ®). ®(s) — 1/(s — 1) se prolonge holomorphiquement
dans un voisinage ouvert ) de {s € C,o > 1}.

Démonstration. Pour o > 1 le produit eulérien de { donne

log(¢()) = 3"~ log (1 - pl)

p

en prenant la détermination principale du logarithme pour le membre de droite, cela définit une branche
holomorphe du logarithme complexe de (.

En dérivant,
¢'(s) _ p° Inp _ Inp
O S R ey

P
Or
Inp _lnp_pslnp—(ps—l)lnp_ Inp
pS — 1 ps ps(ps _ 1) ps(ps _ 1)



Donc

() . Inp
G =22 oy @

p

1
Or la série Z . I

————— converge si £(2s) > 1ie. sio > 1/2.
—p*(p* —1)

1. La fonction ¢’(s)/¢(s) +1/(s — 1) est holomorphe sur une boule centrée en 1 et de rayon & notée
B(1,¢). En effet, ¢ est méromorphe sur {s € C: o > 0} avec un pdle en 1 d’aprés la proposition
[I.3] et lorsque s tend vers 1, nous avons

¢'(s) -1 s—1 -1
G121  s—1

s

2. ('(s)/¢(s) est holomorphe sur {s € C: o > 1}.

3. Comme ( est méromorphe sur {s € C: o > 0} et que ((s) #0 pour 0 =1 (s # 1), {'(s)/{(s) est
holomorphe au voisinage de chaque point s = 1 + i7 avec 7 € R*. Pour chaque ¢ non nul elle est
holomorphe sur des boules centrées en 1 + i7 de rayon 6(7) notées B(1 + it, d(7)).

Notons
Q:=B(l,e)u{se€C:o>1}U | J B(1+ir,d(r)).
TER*

Q est bien un ouvert (union d’ouverts) connexe qui contient {s € C: 0o > 1}.

o Inp ~(<(s) 1
R ?ww—n Q@+34>

holomorphe sur 2

Ainsi

holomorphe sur o>1/2

Etant donné que les deux membres de 1’égalité coincident sur {s € C: o > 1} (possédant un point d’ac-
cumulation) et que le membre de droite est holomorphe sur le domaine 2, on peut appliquer le théoréme
du prolongement analytique. Ainsi, ®(s)—1/(s—1) s’étend holomorphiquement 4 {s€C: ¢ > 1}. O

Proposition 1.6 (Non annulation de (). Nous avons ((s) #0 (s€C: o> 1).

Démonstration. On voit avec la formule du produit eulérien (€] que ((s) # 0 lorsque o > 1.

Etudions alors le cas ¢ = 1. Supposons que ¢ a un zéro d’ordre 1 > 0 en s = 1 4 i avec a € R* et un
zéro d’ordre v en s = 1 + 2ia (p et v éventuellement nuls).

Précisons que si ((s) = 0 alors ((5) = 0 par continuité de I’application conjugaison.

Calculons des limites. L’expression donne :

: : ((1+¢)
1 (1 =1 — 2
s—1>r(r)1+€ ( +€) s—1>%1+ EC 1—!—8) ( )
‘ , ] ((1+e+ia)
1 d(1 + =1 —
Jim, e®(1+edia) = T —e' =m0 ®)

lim e®(1+e+2ia) = lim —¢
e—0+ e=0+ ¢



Soit € > 0.

1% LIMITE : lim e®(1+¢) = 1.
e—0+

Par ce qui précéde on a :

(ls) -1
C(s) 1 s—1
Ainsi,
C(1+e) -1 -1
((1+e) 014e—-1 ¢
Alors o )
5
T L

28ME IMITE @ lim e®(1 + ¢ £ia) = —p.
e—0+

Comme 1 =+ i« annule ¢ avec multiplicité p alors ((1 + ¢ £ i) v Ce# (C € C).

Puisque ¢ est analytique en 1 + i on a {'(1 + € + i) ¥ Cuet=1,

Ainsi,
((1+etia) ,u
—e—————— ~ —EX — = —[.
C(1+etia) esot €
3PME LIMITE : lim e®(1 + ¢ £+ 2ia) = —v.
e—=0+

On procéde exactement de la méme fagon que pour le calcul ci-dessus.

Calculons

2
4 .
S = rg: <2+T>CI>(1 + e +ira).

2

2 2
4 . def 4 Inp Inp 4 1
TE_Q <2 + T) ( +te+ ZT‘CM) TE _:2 <2 + T) zp: p1+5+7,ra Zp pl-l-a TZ_Q 247 (pza)r

4
h'lp . 4 1 Binom: lnp ) . lnp ‘ y
= Z pite p2wc Z <7«) Ty ome Z = p2za(1 +p za)4 — Z e (pza/Q +p m/g)4

p r=0 D D
> 0.

Calculons lim &S.
e—0t

En développant S avec la formule initiale on a :
S = P(14+e—2ia)+4P(14+ec—ia)+6P(1+¢e)+4P(1 +¢e +ia)+ P(1 + & + 2ia).
Alors en multipliant par € et en faisant [ — 0], on obtient par les calculs de limites précédents :

lim eS=—-—v—-4u+6—-—4p—v=—-2v—8u+6.

e—0t

Or comme S >0, —2v —8u+6 > 0.
Ce qui implique g = 0. Donc ¢ ne s’annule pas sur {s € C,o > 1}.



1.6 Une nouvelle expression de ¢
J(et)

est

+o00
Lemme 1.7. On a lexpression ®(s) = 5/ dt.
0

Démonstration. Pour o > 1 on a par convergence uniforme :

400 ﬂ(m) +o0 lnp +o0 lnp
[T = [T e S [Ttk a = [

p<z
= Zlnp [sx _1] :Zlnp:®(s)
s S :
> sa®|, =~ D
En effectuant ensuite le changement de variable z = e’ qui est un C! difféomorphisme de [1,+oo]
dans [0, +o00[ on obtient :
+oo 9 +oo 9 t
D(s) —/ s (a:i dt = s/ (<) dt.
1 $5+ 0 est

1.7 Le théoréme analytique
“+oo

Théoréme 1.8. Si f est bornée, localement intégrable et si g(z) = / f(t)e™?t dt définie pour o > 0,
0

400
s’étend holomorphiquement a {z € C: o > 0} alors / f(t) dt converge et vaut g(0).
0

Démonstration. Soit T > 0. La fonction gr(z fo e ?! dt est clairement entiére.

Montrons que lim g7 (0) existe et vaut g(O).
T—+o00

Soient R > 0 et Qp:={2€ C:|z| < R,o0 > —0r} avec Jr assez petit pour que g soit holomorphe au
voisinage de Q. Sa frontiére se décompose en 0Qr = D, U ER U CE avec

Dy :={]z| <R,0=—0r}, Er:={]z|=R,—0p<o<0}, Cf:={z|=R,0>0}.

La formule de Cauchy fournit :

9(0) — g7 (0) = 2; /ng(z)_ZgT(z) <1+R22> dz.

Décomposons l'intégrale sur d€1g en intégrales sur Dy, Er et C’E. Montrons qu’elles tendent vers 0
quand R tend vers 'infini afin de montrer que le terme de gauche tend vers 0.

1% MAJORATION : Montrons que

1 _ 2
/ 9(2) —97(2) .1 <1+Z) &
2ir Jor z R?

[1f1loo
< TR (5)

Soit z € CE avec o > 0.

400 +o00 400 —oT
o) —arall = | [ st | < sl | [T e el < sl [ e at = 151 )




On note z = Re” avec 0 €] — 7/2,7/2|.

e?T 2 eT ) ) P O'T‘O_’
e )| =l = R (R 7
2 ( * R2>‘ rRIC T R R R (M)
En multipliant @ et ([7)), on obtient :
9(2) —g1(2) .1 a 2| f{loo
LAV ) 1+ =1 <
‘ - ¢ U R R2
Par une majoration standard,
1 9(2) —gr(2) 22 1 2[| flloo _ NIflloo
— = - 1+ =) dz| < —L(C}) x = .
2im /% 2 t gz ) 4 S g R X T R
On a étudié I'intégrande sur O}, il reste encore a I'étudier sur Dy U ER.
On traite désormais g(z) et gr(z) séparément.
2FME MAJORATION : Montrons que
1 —9r(2) . 22 /1o
— 14+ =) dz| < ——. 8
A% /;I_QUER z + R2 “ R ( )

Puisque gr(z) est entiére, son intégrale sur D U Eg est égale a celle sur C, := {|z| = R,0 < 0}.
Pour 0 < 0,o0n a:

T Il f1loo [ f]l oo
90 < e | e at = 12 fomom 1) < Do, 9)
0 -0 |o|
Alors avec @ et @D on obtient :
1 —g7(2) .1 2 1 1o 277 |o|
—_— 1+ = | d < — ol d
2i77/ PR + rR2) 2r Joo ol TR :
R
1Fllos [ f]l oo [ f1l oo
< TR =—"—.
TR2 L(Cr) = TR2 R

3FME MAJORATION : Montrons que

ezT Z2
li 1+ —=) dz=0. 10
T—l>I-ir-lOO DBUER g(Z) z < + R2> & ( )

C’est l'intégrale du produit d’une fonction indépendante de 7', holomorphe au voisinage de D U Er

avec e*T qui satisfait pour 0 < 0: [e*T| < el ——— 0.
T—+o0

On obtient le résultat par le théoréme de la convergence dominée.

CONCLUSION :
Finalement, les trois majorations , , nous donnent
T [flloe | I fllso 2| fllos
1 0) — <———+—=—+40= :
T 19(0) - gr(0)] < P 4 Moo = S
Et en faisant [R — +oc0], on obtient lim |g(0) — g7(0)| = 0, ce qui démontre le théoréme. O

T—+o0



1.8 Convergence d’une intégrale
+oco ?9(.%’) _

Proposition 1.9. L’intégmle/ 5 T dz converge.

1 X

Démonstration. Utilisons le théoréme analytique (1.8)) avec f(t) = J(e')e™ — 1.

La fonction f est bornée d’aprés la proposition |1.4] puisque f(t) = O(e!)e™" —1 = O(1) et est localement
intégrable car ¥ est constante par morceaux.

Pour o > 0,

+o00 ~+o0 +oo +oo
g(s) = / F(t)e ™t dt = / (D(ee™ —1)e ™ dt = / I(et)e TV qp — / e~ dt.
0 0 0 0

, . 400 ﬁ(et)
D’aprés le lemme|1.7jon a pour o > 1, ®(s) =s - dt.
0 €
Alors

O(s+1) [ B(s+1) 17<I>(s+1)—1/3+ /s 1
0 s+1 s s+1 s+1 s

9(s) = s+1 -

—$
Or d’aprés la proposition ®(s) — 1/(s — 1) s’étend holomorphiquement a un ouvert connexe §)
de {s € C: o > 1}. Donc ®(s + 1) — 1/s s’étend holomorphiquement & un ouvert connexe w de
{s € C: 0 > 0}. On note cette extension holomorphe h. On a ainsi l’expression suivante :

h(s) 1 h(s)—1

g(s):s—i—l_s—i—l_ s+1

C’est un quotient de fonctions holomorphes sur w dont le dénominateur ne s’annule pas.

Ainsi, g coincide sur {s € C: ¢ > 0} (possédant un point d’accumulation) avec une fonction holomorphe
sur le domaine w. Par le théoréme de prolongement analytique, g s’étend de fagcon holomorphe sur w
doncsur {s€C:0>0}car {s€C:0 >0} Cw.

+00
Par le théoréme analytique / f(t) dt converge.
0

Effectuons le changement de variable u = e’ qui est un C! difféomorphisme de [0, +-o00[ dans [1, +o0.

/()Jroo(z?(et)et—l) dt:/1+oo (M—1> xldu=/1+oof’](“)_“ du.

u U u?

Et comme l'intégrale de gauche converge, celle de droite converge. O

1.9 Un équivalent de ¢

Proposition 1.10. On a l’équivalent ¥(x) x.

—+00

Démonstration. D’aprés la proposition [T.9]on a pour € > 0 :

(1+e)x _
/ ) —t dt :=n(x) —— 0.

+2 T—+00
D’une part,
_ _ — — 2> ex—5%— —1In(1 .
") /x 2 /x iz /x 2 Ao M)

10



Ce qui donne :

o) < 22D 0y 4 P14 ) = )+ 2L 1),
Alors )
19(;) <o)+ 4 J;E) In(1 +¢).
Donc )
A GNP Gk WY
r—+00 I g

Et comme e peut étre choisi arbitrairement petit, on a

T @) g
rx—+oco &

D’autre part pour € > 0 :

V() = /(lz—s)a: 19(?2_ ! dt < 5x& +1In(l —¢) on y(z) —— 0.

Ce qui donne :

5 zy(x) — (1 —¢) 6 x=o0:(x) — (1 —¢) 5 x < J(x)
Ainsi
o-(1) — (1 — 8)2111(1 —¢) < 79(.’B)
Alors
—(1 _E)QM < lim @
£ votoo T

Et comme e peut étre choisi arbitrairement petit, on a

Y
1< lim ﬂ
rx—+o0 L

Les inégalités et fournissent

Ainsi

Ce qui permet de conclure que ¥(z)

11



1.10 Preuve du théoréme des nombres premiers

Théoréme 1.11. On a [’équivalent

Démonstration. Soient x > 1 et € > 0.

On a
W(z) > Z Inp > Z In(z'7¢) = (1 —e)Inz (r(z) — 7 (z'79)) .

zl=e<p<a zl=e<p<e

Et on a la majoration
m(2'7F) < 2! car w(z) = Z 1<z

Etz!¢ =0 (1&) car In(x)/z° tend vers 0 quand z tend vers 'infini.
nx

Ainsi,
(z)

?Tx >(1—5)w(x)+o(ﬁ).

Et d’apreés la proposition |1.10, ¥(z) fodt2 Ce qui fournit que 7(z) = O (1&) .
(o) nr

De plus,

Tr(x)lnx—ﬁ(x):Zlnz—ZIHp:Zln<;> :sz/:it:/;%?:[@ dt.

psT pszT p<T

Ainsi puisque l'intégrale f; (In t)fl dt diverge, on obtient par sommation des relations de comparaison :

W(m)lnx—ﬂ(x):O(/Zzlii).

Et par une intégration par parties on obtient :

xcit_x_2+/x di —0 () 4o /xdt
5 Int Inz 2 J, (Int)2 Inx 9 Int /)’

Alors

Ce qui fournit

Et comme ¥(z) [ wona I'équivalent
oo

12



2 La démonstration de Daboussi
2.1 Deéfinitions
On conviendra que p désigne un nombre premier.

Définition 2.1 (Fonction complétement multiplicative). Une fonction arithmétique est une fonction
f :N* — C. Elle est dite complétement multiplicative si pour toute paire d’entiers (m,n) :

f(A) #0 et f(mn)= f(m)f(n). (13)
Elle est multiplicative si elle vérifie pour toute paire d’entiers (m,n) premiers entre eux.

Notons que puisque le pged de 1 et 1 est 1, on a f(1) = f(1)? et comme f(1) # 0 alors f(1) =
On introduit la fonction de Von Mangoldt A et la fonction de Mdbius p définies par :

1 sin=1
Inp sin=p" (k>1
A(n) = {0 P . P ) p(n) = ¢ (—=1)" si n est le produit de  nombres premiers distincts
sinon
0 sinon (si n est divisible par un carré)

Pour y > 2, on définit deux fonctions complétement multiplicatives u, et v, définies par :

1 sip>y 0 sip>y
uy(p)Z{ . ,vy(p)z{ .

0 sip<y 1 sip<y
On notera aussi V,(t Z vy(n , V() = Z vy(n) et M(t Z p(n
n<t n<t n<t

Le signe % désignera la convolution de Dirichlet, c’est & dire que pour deux fonctions arithmétiques f

et gon apourn e N:
(f * 9)(n Zf g(5)= > gl

dy,dz
dida=n

Notons que la loi * est associative et commutative, d’élément neutre 6 ou §(n) = 1 si n =1 et 0 sinon.

Proposition 2.2. Soient f,g deux fonctions multiplicatives dont les séries de Dirichlet respectives

convergent absolument en s. Alors la série Z{f x g(n)}/n® converge absolument et on l’égalité :
n>1

Démonstration. En effet par convergence absolue,

fG f f
y- g ot I b DY =y feaw
n>1 n>1 721 k>1 n}l]]?kn n>1




2.2 Une autre expression d’une série de Dirichlet
Lemme 2.3. Siw, >0 et an converge alors H (1 + wy) converge.
n=1 n>1
Démonstration. On a
| [] C+we) | =D WmA+w) (n=>1)
1<k<n 1<k<n

Or la série de terme général w,, converge donc w, tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Par conséquent Z In(1 + wy,) converge si et seulement si an converge car In(1 + x) T
n=1 n=1

En utilisant la relation (15]) on obtient le résultat par composition avec la fonction exponentielle.

Théoréme 2.4. Soit f une fonction arithmétique multiplicative et s € C.

La série de Dirichlet F(s Z f(n)/n® converge absolument si et seulement si la série Z Z f®")/p

n>1 p v=l
converge absolument. On a alors le produit eulérien :

HZ

v=>0

(15)

O

Vs

Démonstration. Si la série de Dirichlet F(s) converge absolument alors la série de droite converge abso-

lument car 'ensemble {p” : p € P,v > 1} est inclus dans N*.

v>1

Réciproquement, si la somme double converge absolument alors H <1 —i—Z\ f")/p”° \) converge

P
d’apres le lemme [2.3]

En utilisant & nouveau un nombre fini de fois la formule on obtient I’égalité :

Iy72-s iy il - Il v f0- %

Iz
p<z v>=0 p v=0 Po v120 P vg=0 q n:pgoplfl...pgq nx>1
pq:P+(n)<x VQ,V1 5.0, Vq 20 P+(n)<$
Pt(n)<z

Et on a aussi :

Z f(n)

ns
n<x

f(n)

nS

>

Pt(n)<z

21 (x|

p<x v=l1

) <1 (o2

v>1

Cela prouve la convergence absolue de F'(s) puisque le membre de droite est convergent.

De plus, on dispose de la majoration suivante :

Sy s ey

n>1 p<z v>0 P*(n)>x x<n

Or le membre de droite est le reste d’une série convergente donc tend vers 0 quand z tend vers 'infini.

On obtient donc la formule annoncée.

O

Remarque 2.5. On retrouve le produit eulérien de ¢ établi a la proposition[1.3 en spécialisant f = 1.

14



2.3 Une premiére inégalité
Nous allons calculer la somme de deux séries et utiliser le principe de I'hyperbole afin de majorer
lim |M(x)/x|.

r—-+00

Lemme 2.6. La série ) vy(n)/n converge absolument et a pour somme H(l —1/p)~t
Py
Démonstration. Utilisons le théoréme 2.4

—1 1
P IEEED D DT DL (B DEt
p vzl PY 1/>1 p<y Py

Le membre de droite étant fini, on obtient la convergence. On en déduit

Sy oy o)

n>1 p v=0 Py y>0 p<y
O
Lemme 2.7. La série ) p(n)vy(n)/n converge absolument et a pour somme H(l —1/p).
Py
Démonstration. Comme précédemment, utilisons le théoréme
Remarquons tout d’abord que pv, est multiplicative.
Ensuite,
Iu 1
DD Il =22 =5
p v=1 p<y v>1 Py p
Le membre de droite étant une somme finie, on obtient la convergence absolue. On en déduit
p(p 1
Z,u(n) Hz,u H(u(l)+(>+0—|—...>:H<1—).
n>1 p v=0 p<y p PY b
O
Théoréme 2.8 (Principe de ’hyperbole). Soient f et g deuz fonctions multiplicatives. On pose
=Y f(n), G(z):=> g(n)
n<T n<T
Alors pour 1 <y < x:
x x x
S fran =g (2)+ X fme (2) - F (%) 6.
n m Y
n<e ny m<z/y
Démonstration. En notant n = md on a :
Y ofrgn) = > flm)gd)= > flm)g(d)+ D f(m
n<w md<z md<z md<z
d<y d>y
x x
= Ye@F(2)+ Y s (¢ () -6w)
d<y m<z/y
x x x
= S e@F (3)+ 3 smG (=) - F (y) G(y).
d<y m<z/y
O

15



Proposition 2.9. Pour tout y > 2,

x

<{ 11 (1 — 1) /1+OO |Vi§t)’ dt. (16)

lim ‘
PLY p

T—>+00

Démonstration. 1*® ETAPE : Montrons que

Remarquons que pour v € N :
(g 1) (") =D vy(d)pu(d) = > vy (p")u(p®) =1 = vy(p) = uy(p) = uy(p)” = uy(p*).
d|p 0<k<v

Et comme une fonction multiplicative est uniquement déterminée par ses valeurs prises sur I’ensemble
des puissances des nombres premiers (en raison de la multiplicativité et de la décomposition en facteurs
premiers) on a l'égalité u, = (vyp) * 1.

En notant f(m) = vy,(m)u(m) et G(x) = || on obtient I"expression :
x x
> uy(m) = Y () £ 1(n) = g(F(@) + Y fm)G (=) = F@)G(1) = Y v, (m)u(m) | =] .
n<x nLe m<zx m<x
Par l'inégalité triangulaire on a la majoration

5 i (| 2] - 2)

m<zx

X

< wmlutm)] || ] = [ < 3 vm)lutm).

Or la série Z f(m) converge absolument car f(m) n’est non nul que pour un nombre fini d’entiers m.
m

On a alors
> wmum) (|| = )] < X vm)lum).
m<z mz=1
Et donc
> 3 wlmn(m (1Z]-3)|< ;n;vym)m(mn —0
On a ainsi

Et donc par le lemme

.1 vy(n) 1
xHTOOEZuy(n) :Zu(n) - +0= H (1—p>.

n<x n=1 Py

2NPE BETAPE : Montrons que



Tout d’abord si f et g sont deux fonctions multiplicatives alors f % g est multiplicative.
En particulier c’est vrai pour f = pu, et g = pvy. Et on a pour v € N :

(uy *vy)(p”) = Z “y(pk)vy(py_k) = uy(L)vy(p") + uy(p”)vy(1) = 1.

0<k<y

Ainsi en multipliant par ;2 on obtient pour tout entier n, u(n) = (puuy * pvy)(n).

Alors on obtient une nouvelle expression de M en notant f(m) = u(m)u,(m) et G(z Z,u
n<x
x
M) = " pln) = Yy + o) (n) = g(DF() + Y Fm)G (=) = F@)G()
n<x n<x m<zx
T T
= Gl—)= Vyl—).
3 e () = 3 utmpuy ¥y ()
CONCLUSION :

Notons 1 = d; < dy < --- < dg la suite finie des entiers sans facteur carré ayant tous leurs diviseurs

premiers plus petits que y. Ainsi, si n vérifie x/d;11 < n < x/d; alors dj < z/n < dj11 et Vy(z/n) =
Vy(d;). On obtient alors :

M) = Y Vd) S ) +Vydy) Y uy(nu(n).

1<j<g—1 x/djy1<n<z/d; n<z/dg

Et, par I'inégalité triangulaire et

— | M(x) 1 Vy(dg)| .~ dg
T\ < . — 1"yA\7q/1 -4
i [0 < S wa i LS xgrfoo WS )
1<i<q—-1 z/djy1<n<z/d; n<z/dg
1 1 1 1
- ¥ rvy<dj>|(d—d, I ( L) A (1)
1<j<g—1 J I by P p<y p
+1
= > / J Lat 4| y H <1 >
1<j<q—1 p<y
G |V, (#)] Vy(dg)| 1
= Yoo dt+ — } <1 - ) : 18
{/1 t? dy pl;Iy p (18)
Or par construction de dy, ..., dy, sin > d4 alors soit n a un facteur carré soit il a un diviseur plus grand

que y. Ainsi si n > dg, vy(n)pu(n) = 0. Par conséquent, si t > dg, V,(t) = V,(dy).

On a alors :

ey, Ol 4 M Vy(dg)|

/d @22 \/ 5 dt=—" N (19)
q q

Les expressions et impliquent

M (x 1 oo [V, (1))
7< 1—= Y dt.
S ()

Py

17



2.4 Inversion de Mobius

Remarquons que pour v € N, (u*1)(p”) = Z u(p®) = 81w Donc px 1 = § ot §(n) = 61, est
0<k<y
I’élément neutre pour la convolution de Dirichlet.

Théoréme 2.10 (Inversion de Mébius -1). Soient f et g deux fonctions arithmétiques. Soit n > 1.
Les deuz propositions suivantes sont équivalentes :

(i) g(n)=7_ f(d).

din

i) f) =gl (%)

din

Démonstration. C’est I’équivalence entre g = f x 1 et sa convolée g« = f* (Lxp) = f*0 = f. OJ

Théoréme 2.11 (Inversion de Mobius -2). Soient F' et G deux fonctions définies sur [1, 400 & valeurs
complezes. Soit x > 1. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(4) H@:E:G€>.

n<x

(i4) Q@z}ZMWFG)

n<x
Démonstration. Montrons la premiére implication. Pour x > 1, on a
x x x x
SoueF () =2 ntn) 32 6 (0) =36 () X um =376 (3) k) = 6(a)
n<r n<r m<zx/n k<z mn= k<z

La réciproque se montre de la méme maniére. O

Corollaire 2.12. On a alors en particulier pour G(z) =1
x
> un) bJ =1
n<x

Proposition 2.13. On a

Démonstration. Soit © > 4. On a d’aprés le corollaire :

- air)
——1= ——|—=1)-
T 2 nlm (=[5
n<x n<x
En utilisant 'inégalité triangulaire et en remarquant que p(4) =0 :

E:ﬂ@

n<e

|z —1] <1

1 1 1 1 1
<=+ ==+ <-
S )] = S ) < -+

n<z n<T

n#4

18



Sixz=3:

(n)_l 1 1 1
n 2 3 6
n<x
Siz=2:
p) 11
no 2 2
n<x
Siz=1:
pn) _
n
n<e
Donc pour tout x on a
™,
n
n<x
Ce qui fournit le résultat. O

2.5 Une seconde inégalité

Notons a := lim |M(x)|/z. Par définiton de M, on a a < 1. Montrons que o # 0 est impossible.
Supposons alors « # 0.

Lemme 2.14. On a la majoration

Démonstration. On a

x a ’I’L}l a
Or
bdz 1 1
— =——7 sia<n<b
by _ n & n b
/ ngd =<0 sin>>b
¢ /bdx L1
— =—-———- sin<a
o T2 a b

Ce qui implique :

> u(n) /ab

n>1

i Bl

n b a b
a<n<b
B u(n)  M(a) M(b)
— + _
n a b
a<n<b



Par l'inégalité triangulaire, on obtient :
‘ / b M(z)

a x2
Or la propositon et 'inégalité | M (z)| < « fournissent :

r

Proposition 2.15. [l existe 0 > 1 tel que pour tout B vérifiant o < 5 < 2, on ait :

M(a)

a

Z p(n)

n<a

dx‘< ZMS:L) +

n<b

"

sup
(L,be R+

M
(2:6) dx‘ < 4.
T

! V(@) B
/1 | Zg ’dtg(slny—l—O(l).

Etant donné que pour 1 <t <y, V,(t) = M(t).

Démonstration. Soient 0 < a < 8 < 2 et xg tels que pour x > zg, |[M(x)| < Bz. Notons z¢ := z3.

Pour tout y > ¢, on scinde l'intervalle [zg, y[ en un nombre fini d’intervalles ayant des bornes entiéres
[, zj41[ pour 0 < j < J telles que M est de signe constant sur chaque intervalle et change de signe a
chaque z;.

Notons

< 4 par le lemme 2:.14]

2 2

Tj41
T ::/] M),

/:Ej+1 M(x*) dx

J J
De plus, M(x) est a valeurs entiéres et varie par sauts de £1, elle ne peut donc changer de signe sans
s’annuler, ainsi pour 0 < j < J, M(z;) = 0.

Pour z; < z < zj41, on a |M(z)| = [M(x) — M(z;)| < z — ;.

Effectuons le changement de variable x = tx; dans I'intégrale T :

Tj+1/%; | M (tzx;)] Tj+1/%; min(ftz; ; tz; — x;)
T; = a4t < J I "I qe.
J /1 CL‘th \/1 ZEth

Ainsi /
Tjt1/T) t—1
T; < / min <2; ﬁ) dt.
1 2t

Et comme Tj < 4 on a en notant \; = In(zj41/x;) :

exp)\j t—].
T; < T} := min <4;/ min <2;ﬁ> dt).
) 2 %

Montrons que T < SA;/d pour un certain § > 1 indépendant de j.
Si BAj = 8 alors on a :

Alors § = 2 > 1 convient.
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Sinon on a BA; < 8 et compte tenu de Iinégalité Int > 1 — 1/t (obtenue en étudiant la fonction) on
obtient, si \; < f:
XPAj In ¢ by A2
Tr < 20 dt = < ()] PNV = D < S
J /1 t 2 [( ik p S
Ainsi § = 2 > 1 convient.
Et si A\j > (3 alors :

exp A mln(ﬁ lnt) exp f8 Int exp Aj 8 /82 8
TF < " - g [l A — B I
i< e / S Ru= s =y < 2Aj>

Or 8 > BA; donc 1/A; > 3/8 et alors 3/(2\;) > 32/16 et puisque B > 1 on obtient l'inégalité
1—8/(2)j) <1 — B?/16 < 15/16. Ainsi 6 = 16/15 > 1 convient.

Avec le choix § = 16/15 > 1, on obtient dans tous les cas T; < BA;/6.
Or puisque t < y, V,(t) = M(t) et alors

vV (@)] AN \M .
[EPa = > [TEP e S one S me S py

0<G<J 0/ -1 0<y<J 0<y<J

N

B/ Z (Inzjt1 —Inz;) = (Inxyy —Inxg) 5/6
0<j<J

< B(ny)/6+O(1).

2.6 Premier théoréme de Mertens

Théoréme 2.16 (Transformation d’Abel discréte). Si on pose Ap, = > j_qak, alors on a la transfor-
mation d’Abel :

n—1
Zakbk = agbg — Agb1 + Apnby +2Ak b — bry1).
k=0 k=1

Démonstration. 11 suffit de réécrire la somme & ’aide d’un changement d’indice :

n n—1
> agby = aobo + Z (Ag — Ap—1)br, = aobo + Z Agbe = > Apbiga
= k=1 k=1 k=0
n—1
= apby — Agb1 + Apbn + Y Ag(br — bry1).
k=1

O

Théoréme 2.17 (Transformation d’Abel continue). Soient 0 < y < z, f : [y,z] — C une fonction de
classe C* et a : N — C. Notons pour x >0, A(z) =3, ., a(n). Alors on a :

S alm) () = A@)f@) - AW ) - [ A1) dt

Démonstration. Soient p = |y| et ¢ = |z|. Remarquons que

Yo am)ftn)= Y a@)f(n).

y<n<z pt+1<n<q

21



Par définition on a a(n) = A(n) — A(n — 1). Effectuons alors une transformation d’Abel discréte (2.16)).

Z a(n)f(n) = Z A(n Z An—=1)f

y<n<x p+1<n<q p+1<n<g

= > AM)(f(n) = f(n+1))+ Alg)f(q) — A(p) f(p + 1).

p+1<n<g—1
Puisque f est de classe C', on a l’expression :

n+1
fn) = fn+1) = — / £(t) dt

et pour t € [n,n+ 1[ on a A(t) = A(n). Alors :

S amfm) = — 3 / ) dt + A()f(a) — A@) f(p+1)

y<n<x p+1<n<g—1

- —/HA()f()dtJrA( )F(a) — A(p)f(p+1).

/ LA dt = / le(t) £(t) dt + / T AW () dt+ / YA ) at.

+1

Et en utilisant & nouveau le fait que pour ¢ € [n,n + 1[ on a A(t) = A(n), on en déduit

/ L AW dt = / CAMF0) dt+ AR ) — Fp+ D) + A@F@) — f(@)).

+1
D’ou .
> atn)m) = - [ A@F@) dt+ A@F () - AB )
y<n<z Y
Et comme A(q) = A(x) et A(p) = A(y) on obtient le résultat. O

Remarque 2.18. En particulier pour x > 1 et f : [1,z] — C une fonction de classe C* on a :

> aln)f(n) = A) (@) - | AW () dr

n<x

Démonstration. 1l suffit de poser y = 1 et de remarquer que A(1) = a(1). O

Théoréme 2.19 (Formule de Legendre). La valuation p-adique de n! est donnée par :

vp(nl) =3 LZ“J .

k>1

22



Démonstration. Soient n > 1 et oy, le plus grand entier tel que oyp”

Alors le nombre d’entiers inférieurs ou égaux a n et divisibles par p* est aj = J
k.

m'ﬁ

Soit ny le nombre d’entiers entre 1 et n de valuation p-adique exactement égale a

Ilyang= VZJ - {IZHJ multiples de p* et pas de p*t!
p p

On a alors

i) = S =k (|5] - [n]) =Sk |5] - S w |3]

k>1 k>1 k>1 k>2

- Bl -2

O
Théoréme 2.20 (Premier théoréme de Mertens). On a la formule asymptotique
In
Z np =Inz + O(1).
p<T
Démonstration. Notons pour x > 1, N := |z] et calculons In(N!) de deux maniéres différentes.
Tout d’abord utilisons la transformation d’Abel continue (2.17) avec a(n) =1 (n > 1), f(t) = Int.
Alors A(t) = [t]. On obtient :
xr
t
Zlnn— lnz—/ udt.
1t
n<x

Notons {t} =t — |t] la partie fractionnaire de ¢, alors :

Tt —A{t 4t

In(N!) = (z — {x})ln:):—/ t{} dt =xInz — {z}lnz — (z — 1) +/ {t} dt.

1 1

Et comme 0 < {t} < 1,ona:
At Tdt
/ {}dté/ — =Inz.
1t 1t
Alors on obtient :
In(N!) =zlnzx —2+ O (lnx). (21)

Ensuite, en écrivant

In(N!) =1In Hp””(N!) = ZVP(N!) Inp

pP<T P<T

et en utilisant la formume de Legendre ([2.19))

On obtient alors :



Et les inégalités

montrent que

Ainsi,

ZZ[ p =3 |2 mp+ 50| 5

p<z k>1 p<z p<z k>2

In
DIEED NS 9 o EAE
p<T p<T p<T k>2

Et en utilisant le fait que {z/p} < 1 et la majoration de ¥(z) établie de maniére élémentaire dans la
preuve de Zagier (1.4)) on obtient :

Z{ }lnp > Inp=d(x) =O(x).

PST p<T
Donc
Z {:E} Inp = O(x).
p<T p
De plus,
D3I AT o) o S L O Dt peL
p<z k=2 p<z k=2 p<z p? p<z P n>2 n(n —1)

Etant donné la série convergence de la série de Bertrand > nso In(n)/{n(n — 1)}, il découle

»y { J Inp = O(z).

p<x k=2

Ainsi, on a la formule asymptotique :

a(V) =2 30 22 oy, (22)

pP<T

Avec (21)) et (22]) on obtient :

|
In(V) =lnz—-1+4+0 (lr;:c) = Zlnpp +0(1).

x

Et alors,

Zlnp Inz 4+ O(1).

pP<T p
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2.7 Second théoréme et formule de Mertens

Théoréme 2.21 (Second théoréme de Mertens). On a le développement asymptotique

1 1
E Z—=lnlnz+a+0 <> avec a > 0.
Inx

p<T

Démonstration. Tout d’abord remarquons que

/+°° du 1

»  u(nu)?  Inp’

Utilisons la transformation d’Abel continue (2.17) en posant a(n) = In(n)/n si n = p; et 0 sinon,
et f(t)=1/Int:

2= 5+ AW ) - AR - [ A0S a MZM s R

p<T p p<t

Et d’aprés le premier théoréme de Mertens (2.20]) on a

Zln—p =Inz+ O(1).

Pz
Ce qui montre que R(z Z In(p)/p — Inz est bornée. Donc
Pz
R(x) 1 /”” R(t)
- = + 1+ — dt + dt
pg; Inx o tint o t(lnt)?
_ E@) lnln2—|—/ RO
Inx 5 t(Int)?

1
= Inlhz+a+0 <> .
Inx

avec

+oo
a:1—1n1n2+/ R(t)

dt =~ 0. 26.
2 t(lnt)2 07 6

Théoréme 2.22 (Formule de Mertens). On a la formule asymptotique

Ig(1;>_l =Clnz+0(1) (z>1).

Remarque 2.23. En fait C = €7 ou v désigne la constante d’Euler mais cette précision n’est pas
nécessaire pour la preuve du théoréme des nombres premiers.
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Démonstration. Tout d’abord pour p — +oo,

() o) ) o)

Or la série Z 1/p* converge (car extraite de la série de Riemann de terme général 1/n?) donc d’aprés le
P

lemme [2.3[le produit H (14O (1/p*)) converge. Ainsi le produit Hefl/p (1 —1/p)~" est convergent.

p p
Ainsi, on a

1(-2)" - o oed) e ()

pPsT PST p<T

1 1\ !
105 Hew<1_p> .

p<T p<T

Il découle du second théoréme de Mertens ([2.21])

-1 -1
exp Z; Hefl/p (1—;) :ealna:Hefl/p <1—]1)) +0(1) =Clnz+ O(1)
P

PST p<z

avec

2.8 Quelques lemmes techniques

Lemme 2.24. Soit h une fonction définie sur [y, +-00[, positive, décroissante au sens large et de classe C*.
Pour toutt >y, on a :

S Bty = [ 0 00

v
Py
Et pour toutt > 1 :

> 2 = [ d0+ 0miy)).
)

v
y/t<p<y

Démonstration. Soit t > y.
Utilisons la transformation d’Abel continue (2.17)) avec a(p) = In(p)/p et f(p) = h(pt).
Et d’aprés le premier théoréme de Mertens (2.20]) on a

Aly)=>" np _ Iny + O(1).

PY
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Ainsi, par intégration par parties,
y
S o)) = AW - [ AWFE) o
= Iy J) + 0 W) - [ o @ dvs [TO(F ) do
~ oty + [ M
= /yt hlu) du + O(h(y)).

u

dv

Et pourt > 1

Z h;ph(pt) = ln—ph(pt)— Z ln—ph(pt)
y/t<p<y P<yY p p<y/t b
- /ty hs}”) dv+0(h(y))—/tyh(vv) dv + O(h(y))
_ /yth(”) dv + O(h(y)).
y v

Lemme 2.25. Posons pour s > 0 :

k(s) = /O+OO e @ dz, ou f(2) :/0

Alors la fonction k est positive, décroissante et infiniment dérivable. De plus :

T 1 _ U

u

du.

s+1
sk(s) — / k(u) du=1 pour tout s > 0.

Démonstration. Prenons x > 1 et cherchons tout d’abord un équivalent de f(z) pour z — +oo.
On a 'expression :

T _ U 11_ —u zq T LU T —u
f(a:):/ ° du:/ ° du+/ du—/ edu:O(l)-l—lnl‘—/edu.
0 u 0 u 1 U 1 u 1 m

De l'estimation

/edug/ e tdu=elt—e?=0(1),
1 u 1

il vient f(z) =lnx + O(1) et f(x) o Inx.

Ainsi, k est bien définie car f(x) o Inz = o(z). La positivité et la décroissance de k découlent de la
o

positivité de l'intégrale, la dérivabilité du théoréme de dérivation sous le signe intégral.
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De plus, par le théoréme de Fubini-Tonelli on a pour s > 0:

s+1 s+1 p+4oo0 400
/ k(u) du = / / ) dz du = / / ) du dx

_ /0+oo 731(1—e °F ()d$_/0 e f(z) of@ dg.

x

En effectuant une intégration par parties et en utilisant le fait que f(z) = o(x) on obtient :

+00 +00 +oo
/ T f(2) o) dp = [e7 )] T / =5 e el do = —1 + sh(s).
0 0 0

Soit
s+1
sk(s) —/ k(u) du = 1.

Lemme 2.26. Soit k la fonction définie au lemme on a :

/12k(u)(2u) du=C—-1 avec C= lim 1n(x)—1H(11>_1>1.

T—+400

Démonstration. 1*® ETAPE : Calcul d’une intégrale.
Tout d’abord, établissons une égalité de convolution.

Soit v € N,
(Ax1)(p ZA Zlnpzlnp”.

0<k<v 1<k<v
Donc A * 1 = In et alors vy In = vy A * v,. On obtient I'expression

Z vy(n)Inn = Z (vyA x vy) (n)

n<t n<t
En posant f = v,A et g = v, on a par le principe de I'’hyperbole :

Zvy(n) Inn = Z (vyA xvy) (n) = Z f(n)G (2) - Zvy(n)A(n) Vy* (fb)

n<t n<t n<t n<t

Et en remarquant que

Vet =Y v, inn+ Y vy (n)In (;) ,

n<t n<t
on a

t)int =" v,(n)A(n) V; (;) +Y vy(n)In <;> .

n<t n<t

Par définition de A et de vy, on a :

*t)lnt—ZVy*< >lnp+ > V*( )lanery <>

p<t Py n<t
Py pr<t,r>2
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Posons pour ¢ >y : h(t) := (1/Iny) k(Int/Iny). Alors en multipliant par h(t)/t? et en intégrant :

/Jroo VZ() (t) dt = Ep + E1 + Eo, (23)
Yy

ol

Eoz/y Zlan*< >h(>d,

p<t
Py

+oo
B[ X wey(
Yy

Py
p'<t, 722

Ey = /y+ooZvy(n) In (:L) hg) dt.

n<t

2FME ETAPE : Majoration de Ej.

La décroissance de h entraine que :

“+o00 . % t dt
Z Inp Vy Zlnp 1t>prVy ? 2

DPY PY
pr<t, r>2 r>2

Et en effectuant le changement de variable u = ¢/p" on obtient :

+oo V. (u
Ey < h(y) Zlnp/ Luz1 pzi (UQ) du.

Si y/p" < 1, alors lintégrale sur [y/p", +00] est égale a celle sur [1,+oo[. Sinon, y/p"” > 1 et alors
I'intégrale sur [y/p", +00| est majorée par celle sur [1, +o0.
Ainsi, dans tous les cas, I'intégrale sur [y/p", +o0o[ est majorée par celle sur [1,+oo] :

Inp [t V*

1
> > (24)
’ii% s

3EME ETAPE : Majoration de Es.

De méme avec Fs, en exploitant la décroissance de h et en faisant le changement de variable u = t/n :

+oo In(t/n) +oo Inu
< h vy (N lin d h(y vy (N 1,1 — du
RS b X [ o A=h S [ e
vy(n) [T Inu
< h<y>2i§> /1 luz du. (25)

n

La derniére inégalité provenant de la méme discussion que précédemment pour la 28m¢ étape.
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4= ETAPE : Bornitude de Ej et de Es.

On a ’égalité :

Foo V* vy(n) 1\ !
— du = E YV 1—-= le 1 2.0
/1 g vy(n / oz U - H ( p) par le lemme [2.6]

n PY

D’aprés la formule de Mertens (2.22)) on a 'estimation

11 <1 - ;>_1 — O(Iny).

PY

Donc

/1+00 Vy*(u) du = Z UyT(Zn) = O(Invy).

u2
n

+o00o
De plus, h(y) = k(1)/Iny = O(1/Iny). Or l'intégrale / Inu/u? du et la série Z In(p)/p" convergent,
1

r>=2
P
on obtient alors par les majorations et que E1 = 0O(1) et By = O(1).

5FME ETAPE : Expression de Ej.

Par ailleurs, on peut réécrire 'expression de Ej en effectuant le changement de variable u =¢/p :

Eoz/y > Ip ()hg)dt

p<t
P<Y
too t\ h(t
= Z/ Inp Vyf ()t(Q)dt
PY p
h
= > [T )2 du
Py y/p
1 Y V* +oo Vx(¢
= an/ ( h(pt) dt+zp/ yts)h(pt)dt
Py p y/p p<y p )
Y V(L) lnp lnp
_ y
= /1 - > —=hp dt+/ ;. ——h(pt) dt.
y/t<p<y Y P<y

De plus la fonction h hérite de la positivité, de la décroissance et de la régularité C' de la fonction k.
Ainsi par le lemme [2.24] on obtient :

/y > p <>ht(2t)dt = Ay‘/i@{/yyths})dwrom(y))} dt

p<t
v TEDLTM gk ot a

Py

30



Exploitons le fait que O(h(y)) = O(1/Iny) et que [} Vy"‘(t)/t2 dt =O(Iny) :

Ay‘/iz@){/yytw dv—l—O(h(Z/))} dt = Ayw/yythgj’) dvdt—i—/lyvy;(t)()(h(y)) dt

v 12

_ /;’ Y (®) /yyth(v”) dv dt + O(1).

t2

6™ ETAPE : Nouvelle expression de I’équation (23).
Etant donné que E1 = O(1) et Ey = O(1) on peut réécrire 'équation sous la forme :

12 t2

Or par définition de A(t) = k(Int/Iny)/Iny on a en notant s :==Int/Iny >0 (¢t > 1) :

It h(t) = 2L <lnt> = sk(s)

_@ Iny

Et en effectuant le changement de variable v = Inv/Iny on a :

/tyt ) gy = /tyt kno/lny) o, /:H k(u) du.

v Iny v

Et le lemme [2:25] donne pour tout ¢ > 1 :
s+1
sk(s) —/ k(u) du = 1.

C’est-a-dire

Int h(t) —/yth(v) dv =1.

v

Ce qui implique

/ym Yt g - /m Vy;(t) {mt h(t) — /tyt o) dv} dt = /1y VZ’ZS) /yt ") 4o dt +O(1).

2
t y v y

78vE BTAPE : Conclusion.

Pour t <yona V) (t) = [t|] =t + O(1).
Premiérement,

I = /ly ol) /yyt ho) g, dtg/ly OWhy) 1y dt:O(h(y)) = 0(1).

t2 v 2yt
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Deuxiémement avec le changement de variable u = Inv/Iny on a :

yt p, 1+lnt/1nyk
I, _/ / ") gy at = // ) qu dt.

Puis par le théoréme de Fubini-Tonelli,

ny /1

2
kE(u)(2 —u) du.

Ainsi, on obtient

/+oo Yy () dt = /y 4 /yt hlo) dvdt+0(1) = I + I + O(1)
y 1 Yy

12 12 v

2
= lny/1 E(u)(2 —u) du+ O(1). (26)

Or d’aprés la formule de Mertens (2.22) et comme vy(n) =1 pour n < y on a :

/y+oovz()dt = ZW—ZW:HQ_l)_I_Zl_CIHZHO Z*

n n<y Py p nxy nxy

Et par une comparaison série intégrale classique on a le développement asymptotique de la série harmo-
nique Z 1/n=Iny+ O(1) ce qui donne :

n<y

/m V:( : dt =Clny+O0(1) —Iny = (C —1)Iny + O(1). (27)
)

En comparant et on obtient I'égalité

/Zk:(u)(Z—u) du=0C-1.
1

Et C' > 1 car le membre de gauche est I'intégrale d’une fonction continue strictement positive. O

2.9 Une derniére inégalité

Proposition 2.27. On a la majoration

+o0
/y ‘Vigt)’ dt < B(C — 1) Iny + o(lny). (28)
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Démonstration. Tout d’abord montrons une égalité de convolution.
Soit v > 2, alors :

(kD)) = Y p" AP = AP") = AP = 0= —(pln)(p").

0<k<y

Et on a les égalités :

(o A)(p) = p()A(p) + p(p)A(1) =Inp = —=(uIn)(p) et (u* A)(1) = p(1)A(1) = 0= —(puIn)(1).

Donc —pIn =y A et en multipliant par v, on obtient —vy,uln = vyp * vy A.

D’otu I'expression :

Y —vympn)Inn =" (v v,A) (n).

n<t n<t

En définissant f = vyA et g = pvy, on a :

S vy mu(n) nn =3 (v < vyA) () = 3 F(0)G <7’;) =3 vy (m)A(n) V, (2) .

n<t n<t n<t

Et en remarquant que

lnt—Zvy lnn—l—Zvy <7t1>’

n<t n<t

on a

Vy(t)Int == vy(n)A(n) V, <:L> + " wvy(n)p(n) In (;) .

v, <£> ‘ + n% v, (n) In (;) .

Et avec la fonction h déja définie par h(t) := (1/Iny) k(Int/Iny) pour ¢ > y, on obtient en procédant
exactement de la méme facon que les étapes 1 & 6 du lemme [2.26 :

[ g [ RO o

Orsil<t<y,|Vy(t)|=M(t). Etsit>xg, ona|M(t) <pt.
Avec le changement de variable u = Inwv/Iny et le théoréme de Fubini-Tonelli on a :

Y\ M(+ vt g, y rl+lnt/Iny M(D|k
[ ) g [ MO 4,
1 Y
y 6 1+lnt/1ny zg q 1+1nt/lny
< / / dudt+/ / ) du dt

1+lnzg/Iny g
= ﬁlny/ (2 —u)k(u )du+/ k(u)/ — du.
1 1 y

Et par I'inégalité triangulaire

HlInt < wvy(n)A(n)

n<t

ult
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Or par décroissance de k

1+lnzg/Iny s dt 1+lnzg/Iny
/ k(u)/ —du < k(l)/ Inzg —(u—1)Iny du
1 yu—1 1
1 2 Inzg/Iny
= k(l){(nm—lny/ u du
Iny 0

B (Inzg)? Iny (Inzg 2
N k(l){ Iny _2<lny>}

_ k()(nzg)?*
= T omy O(1).
Ce qui fournit . ,
= |V (0) e
/y 2 dtgﬁ(/l k(u)(2 ) d >1 y+ O(1).

Et le lemme [2.26] donne :

/+°° YO 41 < 50~ 1)y +0(1) = BC ~ Iy + oliny).
Yy

2.10 Preuve du théoréme des nombres premiers

Introduisons la fonction sommatoire de la fonction de Von Mangoldt v et la fonction nombre de divi-

Y(x) = ZA(n) et 7(n):= Z 1.

n<x dn

seurs 7 ¢

On remarque que 7 = 1 % 1.

Théoréme 2.28. S

alors

Remarque 2.29. FEn réalité ce théoréme est une équivalence.

Démonstration. 1*® ETAPE : Identité de convolution et évaluation d’une fonction sommatoire.

CommerT=1x1let Ax1=In,7*xu=1et A=Inxu. On a alors
A—l=Inspu—7xp=In—7)*xpu=(In—7+271) % p— 275 = h* p — 279, (29)

ol h:=1In—7 + 2v1, v étant la constante d’Euler et

H(z):= Z h(n) = Zlnn - ZT(H) + 2vz.

n<e n<e n<e
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Par une comparaison série intégrale classique on a le développement asymptotique
1 1
Z— =lnz4+~v+0 <> .
n z
n<z
Appliquons le principe de 'hyperbole (2.8) avecy = 2 = \/x et f =g = 1. Onadonc F(z) = G(z) = |z]

et on obtient :

ZT(H) = Zl*l(n)zQ Z {%J_L\/}JQZQ‘T Z %—x—l—O(\/E)

n<zx n<x n</T n<y/T

= zlnz+ (2y -1z +0 (V).
Et encore avec une comparaison série intégrale classique on a

Zlnn =zlnz —x+ O(lnx).

n<x
Ainsi
H(z) =zlnz — 2+ O(lnz) —zlnz — (2y — )z + O (Vz) + 272 = O(Vx).

28vE BTAPE : Evaluation d’une seconde fonction sommatoire.
Montrons que

K(z) = Zh * u(n) = o(x).

n<e
Utilisons a nouveau le principe de I'hyperbole (2.8) pour y > 2 fixé :
x T T
K@) =3 hn)M (ﬁ) + 3 wm)H <E) M <y) H(y).
ny m<z/y
Alors par I'inégalité triangulaire
x x x
< - - - .
K@< 3 [ ()] S oot (5)] e () )
m<x/y ns

Et comme |M (z)| = o(x), pour n € N fixé, M(x/n)/x = 0. Ainsi, pour tout y fixé,
T—+00
1
=33 j(h(n)M (fﬂ + 'M (x) H(y)' o
x n Y r——+00
ny
Et donc toujours pour y > 2 fixé :

— 1 x — 1 x
< S r()l=m s 3 o(yn):

m<a/y m<a/y

K(z)

lim ‘
Tr—+-+00

Or par une comparaison série intégrale on a

1
D i 2V

1<k<n
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Alors

Ainsi on obtient :
K(x)

T

T ‘

T—>+00

1
o{3)
VY
Et comme y peut étre choisi arbitrairement grand, cela implique K (z) = o(x).

3EE ETAPE : Conclusion.

La formule fournit, compte tenu de ce qui précéde,

ZA—l Zh*u ) — 2y =K(z) — 2y =o(z).

n<x n<x
Ainsi
Pa) =Y An)=> 1+Y A—1(n)=2z+o(x).
n<T n<r n<o
Donc
V@) 1

Lemme 2.30. On a la formule asymptotique

ZA(n) {EJ =zlnz -2+ O(lnx) (x>2).
n
n<e
Démonstration. Rappelons la formule asymptotique :
In(n!) =nlnn —n+ O(lnn).

D’autre part exploitons la décomposition en facteurs premiers de n!.

On a pour tout m > 1:
Inm = Z In p.

p¥|m

Ainsi il s’ensuit en intervertissant les sommations

Zlnm—zlnpzl—zmp{ J S am) [,

m<n r<n p |m pr<n m<n
m<n

L’estimation fournit le résultat.
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Théoréme 2.31 (Théoréme de Tchébychev). On a pour z > 2

zIn2+ O(lnz) < Y(z) < xlnd + O((Inz)?).

Démonstration. Posons pour u > 0, x(u) := |u] —2|u/2]. Alors x est une fonction 2-périodique qui
vérifie
(u) 0 si0< 1,
u) =
X 1 sil< 2
On note aussi pour k € N, B(k ZA )|k/n] et pour x > 2, B(x) = B(|x]).
n<k

Calculons By(z) := B(z) — 2B(x/2).

D’une part on a d’aprés le développement asymptotique du lemme [2.30

By(z)=zlnz—z—z{lnz —In2—-1} + O(lnz) =xIn2 + O(lnx).

D’autre part par définition,

By(z) =Y An) [%J 2 Y An) [%J =" Aln)x (%) .

n<w n<x/2 n<w

En exploitant que x(xz/n) =1 pour /2 < n < x et nul sinon, on obtient :

v@) —v(3) = X Am) = Baa) < ().

z/2<n<z

Ainsi on obtient la minoration

zIn2+O(lnzx) < ¢Y(x) (z>=2). (31)

Et de maniére inductive :

$(@) < Bal@) +4 (3) < Ba@) + By (5) +w () <o < Z By () + (5i7) -

0<j<k

En prenant k, = |Inz/In2] afin que 9 (z/2%*1) = 0, on obtient alors

P(z) < Z Bg(zj>< Z {xln2—|—0(lnx)}<2x1n2+0((1nx)2). (32)

27
0<y<ks 0<y<ke

Les inégalités et donnent

zIn2+ O(lnz) < Y(z) < xlnd + O((Inz)?).

37



Lemme 2.32. On a le développement asymptotique

~ lnz

@)= 29 4o ( (lnxa:)2> (x> 2).

Démonstration. On a pour z > 2 et v > 1 'expression ¢ (z) = Z Inp.

pYsw
v>1

Pour p fixé, il a |In(x)/In(p)]| valeurs de v telles que p” < z, on a donc
Inx
= — | Inp.
(RS anJ np

Et avec I'encadrement |u] < u < 2|u| pour u > 1 il s’en suit :

P(x) < Z Ell; Inp =mn(z)lnx < 2¢(x). (33)

psT

En remarquant que si 'on a 1 < /z < p < z alors [Inz/Inp| = 1 et I'on obtient

m(x)Inz —¢(z) = Z(lnm— UE“;J lnp> <SS mp+ Y m (;)

I\

<

3
_l_

™
S
- e

Et utilisant le théoréme de Tchébychev ([2.31)) et le résultat on obtient une majoration de 7(z)Inx
pour z > 2 : 7w(z)Inz < 2¢(z) < 2zIn4+ O ((Inz)?) ce qui fournit

m(z)Inz —(z) < O(Vz) + /\; Wit) dt < O(Va) + /23: 211?254 Lo <]ntt> .

Et on a déja vu dans la preuve du théoréme que
1
[Lao(Z).
5 Int Inx

m(x)Inz — () :O< :1: )

Inx

n(z) = ‘fé‘? +0 ((mg;)z) .

Cela nous donne alors

et donc pour x > 2
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Théoréme 2.33 (Théoréme des nombres premiers). On a l’équivalent

x

Démonstration. D’aprés les propositions et ona:

Ay}

1_11? (/1 \Vtg)! dt+/y+°°Vt()\ dt)

(? Iy +O(1) + B(C — 1) In(y) + o(In y>)

a= lim
T—+00

‘ M{(z)

N

N
e N
|
D |
N N~

1—; lny<ﬁ+ﬁ( )+0(1)>.

PY
On obtient alors
Ccl=my[] (1 — ) +0(1)
Py
Ainsi
— | M(z) B
a:zgrfm’ = < O ( +8(C-1)+ (1)>

1
< B(C+1—C’ +o(1

Et comme C > 1, on a :

a= lim ‘]\4;:13)‘\5(01_1_1_0 —|—0(1)><§.

T—r—+00

En faisant tendre § vers « on en déduit que o < a/d < « car § > 1, ce qui est absurde.
Il en résulte que o = 0, ce qui entraine

lim M(z)

Tr——+00 €T

=0.

Le théoréme [2.28] fournit alors

Et le lemme [2.32| permet de conclure

39



Références

[Zag97] Don ZAGIER. « Newman’s Short Proof of the Prime Number Theorem ». In : The American
Mathematical Monthly 104.8 (oct. 1997), p. 705-708.

[Dab84] Hédi DABOUSSI. « Sur le Théoréme des Nombres Premiers ». In : Comptes rendus hebdoma-
daires des séances de I’Académie des sciences 298, Série I (1984), p. 161-164.

[TM14] Gérald TENENBAUM et Michel MENDES FRANCE. Les nombres premiers, entre 'ordre et le
chaos. 2° édition. Dunod, 2014.

40



	La démonstration de Zagier
	Définitions
	Produit eulérien
	Premier prolongement holomorphe
	Majoration de theta
	Non annulation de zeta et prolongement holomorphe de phi
	Une nouvelle expression de phi
	Le théorème analytique
	Convergence d'une intégrale
	Un équivalent de theta
	Preuve du théorème des nombres premiers

	La démonstration de Daboussi
	Définitions
	Une autre expression d'une série de Dirichlet
	Une première inégalité
	Inversion de Möbius
	Une seconde inégalité
	Premier théorème de Mertens
	Second théorème et formule de Mertens
	Quelques lemmes techniques
	Une dernière inégalité
	Preuve du théorème des nombres premiers


