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Introduction

LE PROBLEME DES MOMENTS

Soient I un intervalle fermé de R et (m,) € RN telle que my = 1. Résoudre le probléme des moments
sur I consiste & trouver des conditions d’existence et d’unicité d’une mesure borélienne positive p portée
par I telle que :

Vn € N, my = /:E" dp(x).
La normalisation mg = 1 impose a p d’étre une mesure de probabilité sur I.

Ainsi, cela revient & chercher des conditions d’existence, et d’unicité en loi, d’'une variable aléatoire X
presque strement a valeurs dans I, telle que pour tout n dans N, m,, = E(X™).

L’objectif de cette partie du mémoire est de donner des conditions sous lesquelles la réponse est de savoir
sous quelles conditions il y a existence ou unicité d’une telle mesure.

Nous établirons quelques généralités et un critére particulierement simple pour résoudre le probléme de
I'unicité, quelque soit 'intervalle I, dans les deux premiéres sections. Cette section sera notamment riche
en exemples de lois connues.

On rencontre principalement trois cas dans lesquels ce probléme est résolu. Le cas ou I = [0,1] est le
probléme des moments de Hausdorff, il sera traité en troisiéme section. Il suivra, le cas ot I = Ry, c’est
le probléme des moments de Stieltjes, et viendra le probléme des moments de Hamburger, celui ou I = R.

Nous étudierons enfin dans les deux derniéres sections de cette partie la condition intégrale de Krein
et celle de Lin. Ces résultats entrainent par exemple que sur R la gaussienne est caractérisée par ses
moments, tandis que sur R4 Pexponentielle de la gaussienne (loi log-normale) ne 1'est pas.

LE THEOREME DE BERRY-ESSEEN

Le théoréme central limite énonce que si (X,,),en est une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de moyenne E(X), de variance Var(X) = o2, alors en notant Sy, := > p_; Xk,
la variable aléatoire (S, — nE(X))/(cy/n) converge en loi vers une loi Normale centrée réduite. En
d’autres termes, pour t € R,

S, —nE(X) | L
Pl ——/ < - z?/2 .
( o t) ——)THJFOO = /_Ooe dx

Le théoréme de Berry—Esseen fournit un contréle sur la vitesse de convergence uniforme des fonctions
de répartition vers la fonction de répartition normale dans le théoréme central limite.

Le théoréme de Berry-Esseen (1942) s’énonce comme tel : Soit (X,,)nen, une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuée de moyenne E(X), de variance Var(X) = o2, et admettant un
moment absolu d’ordre 3 E(|X|?) < co. On pose S, = X1 +---+ X,, pour n > 1. Alors, pour tout n > 1,

sup

_ t _ 3
5 (Sn nE(X) t> 1 —a2/2 dm‘ . CE(X —EX)P)
teR g

Vi Vo) a3y

ou C' désigne une constante universelle strictement positive.



Le théoréme de Berry-Esseen a été découvert indépendamment par les mathématiciens Andrew Berry
en 1941 et Carl-Gustav Esséen en 1942, chacun fournissant une constante différente. La recherche de la
constante optimale C est encore un sujet de recherche actuel. La constante la plus optimale est, & ce
jour, celle découverte par Asof en 2011 et vaut C' = 0,4784 alors que la valeur initiale du théoréme de
1942 était proche de 8.

Nous effectuerons deux démonstrations de ce théoréme, une par couplage basée sur une idée de Lindeberg
mais qui aboutie & un théoréme plus faible avec une majoration en n~1/8. Ensuite, nous démontrons le
théoréme de Berry—Esseen a ’aide d’outils de transformée de Fourier.

Nous terminerons avec un exemple de I'inégalité de Berry—Esseen avec la loi de Bernoulli et nous quan-
tifierons, pour certaines probabilités, la vitesse de convergence a ’aide de I'inégalité de Le Cam.
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Premiére partie

Le probléme des moments

1 Introduction

1.1 Conventions

Soient p une mesure de probabilité sur R et n un entier naturel. On définit les moments et les moments
absolus de u respectivement par :

i = /R & dp(n), = /R 2" du(e).

Nous allons nous poser la question de 'existence et de I'unicité des lois ayant pour moments des réels
donnés, c’est le « probléme des moments ».
1.2 Exemple fondamental

Introduisons tout d’abord la loi Log-Normale et établissons quelques propriétés sur cette derniére.

Définition-Proposition 1.1 (Loi Log-Normale). Soit N une variable aléatoire de loi N'(0,1). Alors la
variable aléatoire e suit la loi Log-Normale et est a densité x — f(x) := e~ (na)?/2 /(V27mx) 1y50 par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Soit h une fonction de classe C* et & support compact. Calculons E(h(eV)) a I'aide de
la formule de transfert et du changement de variable y = e* qui est un C' diffeomorphisme de R & R

efx2/2
E(h(eN)) = /Rh(ex) W dzx

(In(y)?/2 ¢
(§]
— [
R% V2T Yy
e—(Iny)?/2

—F—1 d
my y>0 Y

N

ce qui prouve que e a pour densité f. O

Proposition 1.2. Les moments d’une variable aléatoire X suivant la Loi-Normale sont donnés par la

formule : ,
vneN,  E(X") =" /2

Démonstration. En exploitant ce qui précéde, puis en utilisant une identité remarquable et en effectuant
le changement de variable u = x — n on obtient les égalités :

—z2/2

—(z—m)?/2 —u?/2

(§ 2 € 2 € 2
E(X") = " dy = L dz=e"? | — —  dz = ”/2/d =" /2,
(X% /Ry fy) dy /Re V2T e R V2T e R V2w =

O




Exemple 1.3 (Exemple fondamental). En toute généralité, les moments ne caractérisent pas la loi.
La loi Log-Normale fournit un tel exemple.

Démonstration. Notons f la fonction de densité de la loi Log-Normale. Nous allons montrer que la loi &
densité x — g(z) := f(z)(1 +sin(27 In(x)) a les mémes moments que f mais n’est pas égale a f.
Montrons alors qu’elles ont les mémes moments et que g est bien une densité.

Soit k € N. Effectuons le changement de variable y = In(z) pour calculer l'intégrale suivante :

+oo 1 k2/2
& . _ ky —y2/2 _°© —(y—k)?/2 ¢
¥ f(z)sin(27rln(z)) dz = — / e™ e YV /% sin(2my) dy = e sin(27y) dy
|t r@smeane) a = —— [ ) dy = [ (27y)
ek’ /2

—u?/2

= e
V21 JR

= 0 (par imparité de sinus).

sin(2mu) du  (par 27w périodicité de sinus)

Ainsi f et g ont les mémes moments.
De plus, g est bien une densité car elle est positive et d’intégrale égale a celle de f (calcul précédent avec
k =0) et est différente de f. Ainsi, les moments ne caractérisent pas la loi. O

2 Condition suffisante d’unicité de Fourier
2.1 Régularité de la fonction caractéristique

Il s’agit de donner un critére simple pour savoir si une loi est caractérisée par ses moments.

Proposition 2.1. Si E(|X|") est fini pour tout n € N, alors la fonction caractéristique de X notée ¢ est
de classe C", de dérivée k-ieme ) (t) = i*E(X*e™™) pour tout t € R. En particulier, o®)(0) = i*E(X*).

Démonstration. On peut obtenir ce résultat en appliquant le théoréme de régularité sous le signe intégral.
Notons pour z,t € R: f(x,t) = e®. On a pour n € N :

o Vx eR, t — f(x,t) € C"(R).
e VtER, Vk<n—1, x> 9f f(x,t) = (izx)kel™ € L1(du).
o Vr,t €R, |00 f(x,t)| = |(iz)"e"™| = |x|* € L'(du) par hypothése (majorant indépendant en ).

Alors ¢ : t — / e dp(z) est définie et de classe C*(R). De plus on a I'égalité :
R

Vk <n, Vt €R, So(k)(t) — /(im)keim du(z) = ikE(XkeitX).
R

2.2 Critére des moments de Fourier et conditions suffisantes

Théoréme 2.2 (Critére des moments de Fouriiﬁ. St est une mesure de probabilité sur R ayant tous ses
moments absolus py finis alors si la quantité lim (,un)l/”/n est finie, p est déterminée par ses moments.
n



Démonstration. Soit X une variable aléatoire admettant pour moments absolus les py,.
On va montrer que sa fonction caractéristique ¢ est analytique.
La proposition assure que @ est de classe C* sur R et qu’on a de plus que go(”)(()) = i"Mmy.
Soient x,t,h € R. Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction y — ¥ qui est de
classe C* entre 0 et h.
Alors : . .
ixh __ (Zx)p P (h_ S)n - \n+1 jisx
e —Zih + ; T(zx) e"*" ds.
p=0

Puis en multipliant par €* on obtient

T . Z:Epzm hh_sn- n iz (t+s
o (t+h):Z( !) thp+/0 ( n!) (i) e+ g

p=0

et en intégrant sur R pour la mesure p :

Par inégalité triangulaire on obtient :

‘ ‘n+1

Bl (= 5)n
plt+ )~ Z weo) < [ [T ds due) = P, (1)

Notons 7 := @ (,un)l/ " /n qui est fini par hypothése.

Alors il existe N € N tel que Vn > N, W <r+1. Ainsi : Vn > N, p, <n"(r+ 1)"
A At n n __ . .

Le développement en série de e donne e = Z I > ]

Prenons h vérifiant |h| < 1/(2e(r + 1)).
On obtient alors :

|h|™ 1 n" 1
Vn = N, —_—yy  —————— N —.
" nt Hm (2e(r 4+ 1)) n! (r+1) 2n
Cela fournit ainsi :
VYn > N, o(t+h) — —'go(p)(t) < —0

c’est-a-dire :

1 > gp
VteR, VIh| < ————, op(t+h)=
, Vil 2e(r +1) + Z p!
p=0
Cela montre que ¢ est analytique sur R.
Puisque (™ (0) = i"m,,, on obtient en particulier pour t = 0 :
1 o P
Vb < oy (k) = > R,

2e(r +1)’ = p!



Ainsi on en déduit que p est caractérisée par ses moments.

En effet si v est une autre probabilité vérifiant les mémes hypothéses, alors les deux fonctions caractéris-
tiques coincident au voisinage de 0 et sont analytiques donc égales. Comme la fonction caractéristique
caractérise la loi, on peut conclure que p = v. O

Remarque 2.3 (Analytique). On a montré lors de la démonstration que si la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire est analytique alors cette variable aléatoire est caractérisée par ses moments.

Remarque 2.4. On peut encore affaiblir les hypothéses en ne supposant que H(Mgn)l/%/ﬂn) fini.
n

Théoréme 2.5 (Critére des moments de Fourier amélioré). Si p est une mesure de probabilité sur R

ayant tous ses moments absolus y, finis alors si la quantité Tim (ugn)?"/(2n) est finie, p est déterminée
n

par ses moments.

Démonstration. Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

Hant1 = /I»’v\ "t dp(z \//wIQ" dp(z \//\$|2”+2 dp(z) = v/l2ny/Han+2.

Ainsi,
(2n+1) 2" < (Vi) P < (p2n) 2 (o) 20
Puis,
(pgn 1)t/ < (1120) Y21 (pgnge)t/?n 1 o
2n+1  ©  2n+1 2n + 1
On a

2n/(2n+1)
()50 = ()2 e {20\ 20} car 172 < omf o+ 1 < 1

Ce qui fournit

(M2n)1/2n+1 < om (M2n)1/2n MZ 1/2n 1/2n ,u2 1/2n )
2n +1 2n +1 2n 2n +1

puisque pour a,b > 0, max{a,b} < a+bet vV2n < 2n < 2n+ 1 pour tout n >
De méme, écrivons

(poni2)t/?n ! _ (pi2npo)l/ 22 (2n+2)/(2n+1) (2n 4 2)(@n+2)/(2n+1)

et
(2n+2)(2n+2)/(2n+1) B om + 2

on+1 41

(2n +2)V/Cn ) <2 x 2 = 4.

En effet, (2n + 2)V/2D) <2 «—= 2042 <2271 = n +1 < 4" ce qui est toujours vrai.



Ainsi

)1/2n+1

(o) ] () ) ()t 2

2
) car 1 < (2n+2)/(2n+1)<2. (4)

Notons u, = (fi2,)"/?"*/(2n) alors en utilisant que pour a,b > 0, max{a, b} < a + b dans , on obtient
avec et I'inégalité suivante issue de (2)) :

(/1«2n+1)1/2n+1

T ont1 < Un + /Up + AUny2 + 4“%—%2'

On passe 4 la limite supérieure pour obtenir, par continuité de x — \/z et z +— 22 :

L 1/2n+1
m (p2n41)

_ — _ _ 2 _
———— < limuy, +  /limuy, + 4limup4o + 4 (lim un+2) < 400 car limu, < +oo.
n 2n+1 n n n n n

I 1/2n L 1/2n+1
Ainsi comme lim M et lim M

n 2n n 2n+1

1/n
est fini. O

sont finis, im ()
n n

Proposition 2.6 (Conditions suffisantes de Fourier équivalentes). Soit u est une mesure de probabilité
sur R ayant tous ses moments absolus p, finis alors si une des conditions équivalentes

. L -1 . 1= & 1/n .
(i) La quantité R~ := lim ' est finie.
n!

n

S 1/n
(ii) La quantité r := lim (pm) 7" est finie.
n n

est vraie alors p est déterminée par ses moments.

Dans ce cas, la fonction caractéristique o est analytique sur R et particulier au voisinage de 0 :

Vte]-R,R[, o(t)=>_ (it)" E(X™).

|
n.:
n=0

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

n!l nxm—-1)x---x1 n k ,
- = = H 1—— | <1 carchaque terme est plus petit que 1
n P n

nn nxXnx:---X

e e ., [ n! 1/n 1. , L . . e
et d’utiliser I'inégalité (| — > e~ issue du développement en série entiére de e pour obtenir ainsi :
n

- 1/n I/n 1/n N 1/n
e ' Tlim (@) / < lim D) = lim () <n ) < lim (,un) /

n \nl n n (n!)l/n nn n!

c’est a dire e 'R < r < R™! ce qui prouve que R™! est fini si et seulement si r est fini.
Le théoréme 2.2 conclut. O



Remarque 2.7. Si on connait la fonction caractéristique ¢ de X alors, si elle est développable en série
entiere, il existe au plus une loi .

Corollaire 2.8 (Condition suffisante). S’il existe o > 0 tel que E(e®X!) est fini alors la fonction carac-
téristique de X, notée o, est analytique. Ainsi u est déterminée par ses moments.

Démonstration. Soit |h| < a. On a l'expression

o0 k o0 k
£y — (Z () > _ SR e

k=0 k=0
par le théoréme de convergence monotone puisque tous les termes sont positifs.

Comme le membre de gauche est fini pour |h| < « alors celui de droite I'est aussi.

. L, k .
Ainsi le rayon de convergence de la série E %ajk est d’au moins «.

_ 1/n
Or ce rayon de convergence R vérifie aussi R~ = lim (M—T) par la formule de Cauchy-Hadamard.

n \n!

_ 1/n 1 1

Puisque R > « on a alors lim (,un) :E < — < 4oo car a # 0.
n (6%

D’aprés la proposition [2.6] ¢ est analytique. Ainsi p est déterminée par ses moments. O

n!

2.3 Exemples avec des lois usuelles

2.3.1 Le cas de la loi Log-Normale

Exemple 2.9 (Fonction caractéristique non analytique). La fonction caractérisque d’une variable aléa-
toire sutvant la lot Log-Normale n’est pas analytique.

Démonstration. Soit X une variable aléatoire suivant la loi Log-Normale. Supposons par I’absurde que ¢
soit analytique. Alors d’aprés la proposition 2.1} ¢ s’écrirait au voisinage de 0 :

o0

Je >0, V€| —e,e[, (1) :Z(i

Le rayon de convergence R de la série vérifie R~ := lim (|inmn\/(n!))1/n d’apres la formule de Cauchy-
Hadamard. En procédant comme dans la démonstratioZl de la proposition on a que R~! est fini si et
seulement si r := @ (Ima)*/™ /0 est fini. De plus, comme X suit une loi Log-Normale, E(X™) = en*/2
d’aprés la proposition Ainsi on obtient ’expression explicite de r : r = @e"/ 2 /n = +oo.

Cela donne alors R~ = 400, et fournit R = 0.

Donc la série est de rayon de convergence nul, ce qui contredit ’existence de € et conclut que ¢ n’est
pas analytique. O

Deuzxieme démonstration. Supposons par I’absurde que ¢ est analytique. Or d’aprés la remarque la
loi de X serait caractérisée par ses moments, ce qui n’est pas le cas d’aprés I'exemple fondamental [T.3]
Par conséquent ¢ n’est pas analytique. O



Remarque 2.10. Cet exemple donne une illustration d’une fonction de classe C*° qui n’est pas analy-
tique.

En effet, par ce qui précéde, on peut donc dire que

400 —In(x)?
4o
ot / el dx
0

\V2rx

n’est pas analytique, bien que de classe C*° d’aprés la proposition [2.1] étant donnée qu’elle admet des
moments absolus & tout ordre.

2.3.2 La loi Normale

Proposition 2.11. La loi Normale est caractérisée par ses moments.

Démonstration. En centrant et en réduisant une variable aléatoire suivant une loi normale on se rameéne
A une loi normale de paramétres 0 et 1.
Calculons l'intégrale suivante par une intégration par parties pour n > 2 :

2

e—z>/2 +00 e—22/2
= z|™ dz = 2/ z" dz
fin /R =1 V2T 0 V2T

—x2/2 Foo +oo —x2/2

€ €

= |—2z"! —/ —2(n—1)z"? —— dz
[ V2T ]0 0 ( ) V2T

+oo ) e—:r:2/2
= 2(n—1 " dz
-1 [ —

= (n—1)pn—2.

Ainsi, si n est pair,ona: g, =(n—1)x (n—3) x ... x 1 X pg < C1(n!) ou C; > 0 et si n est impair
ona:p,=M-1)x(n—-3)x...x2xpu; <Cq(n!)ouCy>0.
Par conséquent, il existe C' > 0 tel que p,, < C (n!). Donc m(un/n!)l/n <TIm Y™ < 400,

n n

D’apreés la proposition 2.6} il y a unicité de la loi ayant ces moments : ¢’est la loi normale. O

Remarque 2.12. On a montré pour p € N : pg, = ma, = (2p)!/(2Pp!), popr1 = 2P pl py et mapi1 = 0.

2.3.3 La loi Gamma

Définition 2.13. On définit la densité d’une lotv Gamma de paramétres A > 0,a > 0 par

a
A -z

['(a)

fro— % 1,0

Lemme 2.14. Les moments d’une loi Gamma sont donnés parm, =a X (a+1) x --- x (a+n —1)/\".

Démonstration. Pour calculer m,,, effectuons le changement de variable y = Az :

2@ 400 2@ +o00 y a—14+n dy 1 +00
E(X™ — a—1+n_—Az de = / J -y Z2J _ / a—1+n_—y d
(X7) F(a)/o T YT <)\) N T Ty YW
~ Tla+n) ax(a+1)x---x(a+n—1)
 T(a) A An '
O



Proposition 2.15. La loi Gamma est caractérisée par ses moments.

Démonstration (en calculant les moments). Utilisons le lemme

Tout d’abord les quantités m,, et u, coincident puisque X est a support dans R...

Remarquons que pour n grand on a : @ < n, on a ainsi pour 0 < k<n—1et ngrand : a + k < 2n.
Cela fournit alors pour n grand :

n n - 1/n -
n < (2;3 = <2;> et lim (1) <li 2n =

D’aprés le théoréme la loi Gamma est caractérisée par ses moments. O

Intéressons nous également a la fonction caractéristique de la loi Gamma, cela donnera une seconde
preuve de la proposition [2.15

Lemme 2.16. La fonction caractéristique o d’une variable aléatoire suivant une loi Gamma de para-
metres X et a est o 1t (A (A —1it))" pour tout t € R et est analytique sur R.

Démonstration. Tout d’abord, calculons la transformée de Laplace de X pour ¢ < A en effectuant le
changement de variable y = (A —t)z :

. B 2\ 400 4l Ol B 2@ +00 ya—l " . A¢ F(a) _ A ‘
= ), =g [ e =t = ) - ©

Désormais notons D = {z € C,R(z) < A} et posons :

)\CL

Vze D, F(z):= Ta)

“+o00
/ I\ GV P et Vze D,z >0, f(z,z)=2"" elZ=Nz,
0

Montrons que F' holomorphe sur D. Appliquons le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale.
e Vze D, x> f(x,z) est mesurable.
e Vzr >0, z+— f(x,z) est holomorphe.
e Soient D, = {z € C, R(z) — A <&} et K un compact de D. Alors il existe ¢ > 0 tel que K C D..
Pour z € K, on a |f(xz,2)] = 2271 P& N2 o=l o=e ¢ [IR,).

Ainsi F est holomorphe sur K pour tout compact K C D, donc F' est holomorphe sur D.
Or d’aprés () :

Vze DNR, F(z) = <)\iz> .

De plus, la fonction z — (A/A — 2)* est holomorphe sur D car elle s’écrit z Nee—alog(A—=2) (i est

holomorphe, la fonction log étant prise en détermination principale étant donné que (A — z) > 0.

Ainsi les fonctions F et z — (A/A — 2)%, holomorphes sur D, coincident sur 'ouvert connexe D N R
possédant un point d’accumulation (1 par exemple).

Par le théoréme de prolongement analytique, elles sont donc égales sur D.

On obtient ainsi ’expression de ¢

Vt €R, o(t) = F(it) = <)\i\it>a

et que ¢ est analytique sur R. O



Démonstration de la proposition [2.15 (avec la fonction caractéristique). D’aprés le lemme ¢ est
analytique sur R, ce qui est une condition suffisante d’aprés la remarque [2.7) pour affirmer que la loi
Gamma est caractérisée par ses moments. O

Remarque 2.17. Comme la loi Gamma est caractérisée par ses moments, c’est en particulier le cas
pour les lois exponentielles et du chi-deuz.

2.3.4 La loi Géométrique

Proposition 2.18. La loi Géométrique est caractérisée par ses moments.

Démonstration. Considérons une loi géométrique de parameétre 0 < p < 1.
Utilisons le corollaire . Pour cela cherchons sil existe o > 0 tel que E(e®X) soit fini.

“+o00

a|X\ Zeak flp: Lp (ea<1_p))k.

k=1

Le membre de droite est fini si et seulement si e*(1 — p) < 1, ce qui est le cas pour a €]0, —In(1 — p)|[.
Prenons par exemple o = —1In(1 — p)/2 > 0. Le corollaire permet de conclure. O

2.3.5 La loi de Poisson

Proposition 2.19. La loi de Poisson est caractérisée par ses moments.

Démonstration. Considérons une loi de Poisson de paramétre A > 0.

Utilisons le corollaire [2.8, Pour cela cherchons s'il existe a > 0 tel que E(e*¥]) soit fini.
)\k X (e*A)* o o
a|X| ak A AN A(e*—1)
Ze A=e Z 7l =e e " =e < +o00.
k=0
Prenons par exemple o = 1. Le corollaire permet de conclure. O

3 Probléme de Hausdorff

Le probléme de Hausdorff est le probléme des moments lorsque l'intervalle est un segment [a, b].

3.1 Théoréme de convergence de Weierstrass

Introduisons les polyndémes de Bernstein et le théoréme d’approximation de Weierstrass.

Définition 3.1 (Polynémes de Bernstein). Pour tout entier naturel non nul n on définit le polynome
de Bernstein de f de degré n par :

Vre(0,1]  Buf(z) = zn: (Z)f <i) (1 — )k,

k=0



Théoréme 3.2 (Approximation de Weierstrass). Toute fonction f réelle continue sur un segment est
limite uniforme de fonctions polynomiales. De plus, les polynomes de Bernstein de f fournissent une
telle suite approchant f. On a l'inégalité suivante qui fournit la vitesse de convergence vers f :

3 1
||f - anHoo < 5 w (ﬁ)
ol w est le module de continuité de f :

w R+—>

6

R4
sup | f(u) — f(v)| -

|lu—v|<d

Démonstration. Quitte a dilater par t — a+ (b—a)t, on peut supposer [a, b] = [0, 1]. Soit f une fonction
continue sur le segment [0, 1]. On définit w comme ci-dessus, il est bien défini par uniforme continuité.
En effet, d’aprés le théoréme de Heine une fonction continue sur un segment est uniformément continue.
De plus, w vérifie les propriétés suivantes :
(1) w est croissante.
(ii) w(0) =0 et w est continue en 0.
(iii) Pour A > 0et §d >0, on a w(AJ) < (A +1)w(9).

Le point () est évident.

Pour (i7), le fait que w(0) = 0 est évident. Fixons € > 0, par uniforme continuité de f il existe n > 0 tel
que w(n) < e. Ainsi par croissance, w < ¢ sur |0, 7], ce qui prouve que w est continue en 0 avec w(0) = 0.

Enfin pour (éii), prenons A, 0 > 0 puis u < v tels que |v —u| < Ad. Considérons la subdivision z; = u+id
siu+140 < v puis Ty, = v dés que u+ md > v. Nécessairement m < A+ 1. En effet, dans le pire des cas,
v—u=\ et alors xy\j;1 = u+ [A] +16 > u+ Ad = v ce qui prouve que m < [A| + 1< A+ 1.

Ainsi :
m—1

Z |f(@it1) — f(zi)| K mw(d) < (A +1)w(d).

=0

£ (v) = f(u)]

<

Utilisons ces propriétés pour montrer le résultat. Soit x € [0,1]. On considére une suite de variables
aléatoires (X;)ien indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramétre z. On pose S, = > " | X;.
Ainsi les polynémes de Bernstein s’expriment :

= E{0(E) 02 ()

k=0
d’aprés le théoréme de transfert appliqué a .S,.
On a par croissance de l'espérance :

(@) — Buf(2)] S

e |7 ()]

efro-r(2)]] e

SRR | I ——
<o) tmionsew

< E <1 +vn |z — % )w (\}ﬁ)] (d’aprés (iii))
< (rell-2)-() o

10



Or d’apres I'inégalité de Cauchy—Schwarz sur [0, 1] :

E[w%}g\lE<x%>2] (6)
> E[ —%]—E[m]—E[% CE[]—E[Xi] =0
Donc i [<$_%)2 o <i”> :anizn;VaT(Xi): Va?;EXﬂ _ :r(ln— ) < ﬁ 7)

par indépendance des X; et en utilisant 'inégalité classique x(1 — z) < 1/4 pour x € [0, 1].

Ainsi, la relation (%) de la série d’inégalités précédentes devient a 'aide des inégalités @ et

e ()< (i)« () =5+ ()

ce qui est valable pour tout = € [0, 1] et fournit :

(@) = Baf(2)] < (1+\/EE [ o Sn

3 1
- B <-wl|—|.
If = Busll < 5 (=)
Puisque 1/4/n tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini, le point (i4) montre que le membre de droite tend
vers () lorsque n tend vers I'infini. Cela prouve la convergence uniforme des polyndémes de Bernstein B, f
vers la fonction continue f. O

Remarque 3.3. On ne peut pas étendre ce résultat o un intervalle non borné.

En effet, si (Py)n € R[X] converge uniformément sur R vers f continue, alors (P,), est de Cauchy pour
la norme infinie sur R. Ainsi, pour e > 0 fizé, on a a partir d’un certain rang Ny : ||Pny1 — Pnlloo < €.
Or les seuls polynémes bornés sur R sont les constantes d’ot pour n = Ny, Pyy1 — Py, est constant égal
a la constante c,,. Alors f = Py, + Zn>N0 ¢ est aussi un polynome.

Proposition 3.4. L’inégalité du théoréeme |3.9 est optimale dans le sens ot il existe une fonction f
continue sur [0,1] et 6 > 0 tels que :

¥n e N, Hf—anHoogécu(\/lﬁ).

Démonstration. Considérons f : x — |z — 3| sur [0,1]. Cette fonction est continue, 1-lipschitzienne et

vérifie w(d) < 6 car [f(z) — f(y)| =| |z — %| - ‘% —y| | < |z —y| < 4 par inégalité triangulaire.

()

11

On a avec les notations précédentes :

n 2

S 1” :%EHQS,Z—HH- (8)



Ecrivons 28, —n =Y ,(2X; —1) = 31 | & ott les &; suivent une loi de Rademacher de paramétre 1/2.

n
e
Posons ensuite Y = H (1 +i—L ).
Vn

j=1
On a d’une part :

n 52 n 1 n /
yE=T] 1+ H<1+n)\He e carltz<e
7j=1 7=1 7=1

Ce qui prouve

E[12S, —n| Y] < VeE[]2S, —nl]. (9)

Et d’autre part puisque les €; sont indépendantes et centrées :

E[(2S,-n)Y] = E &Y | =) ElgY]
j=1 j=1
= E | <1+Z]>H<1+Z>
j=1 " v
I k]
n e n ek
— Ele i Ek
’ £ (1—|—z n)]HE[(l—i—z\F)]
j=1 - k=1
k#j
n 2 n
' E [€k]>
= E| e +i—2 (1 +
sl (503k) [0+ 5
k#j
n r . 1 n
- Y& (wz)] I
j=1 L (VA s
k#j
= i(E[sj]—ki): Y L:z\/ﬁ
j=1 vn = v
Cela prouve 'inégalité suivante par inégalité triangulaire :
E[12S, — n| Y]] = |[E[(25, —n) Y ]| = |iv/n| = V/n. (10)

Les inégalités , @D et fournissent ainsi :

1 1 n 1 1 1 1
— Bufllso = —E[[280 —n|] > — /o= = — > ——
I = Bafle > 5 ElI2S, = nl] > 5oy 2 = o> ()

puisque ¢ > w(d) par construction, ce qui prouve I'inégalité recherchée. O

Remarque 3.5. Si [ est k-lipschitzienne, on a w(d) < k§ donc la vitesse de convergence est en 1/+/n.

12



Remarque 3.6 (Cas particulier des fonctions puissances). Soient k > 1 et f : x — x* définie sur [0,1].
Puisque f est de classe C' alors on a par linégalité des accroissements finis pour x,y € [0,1],2 < y :

[f(z) = fy)l < sup [f'(2)|lz —y| < sup k|"[|z —y| < kle—y|
<2<y 0<z<1

ce qui reste valable pour k = 0. Ainsi la vitesse de convergence des polyndmes de Bernstein de f vers f
est d’apres le théoreme de Weierstrass d’au moins k//n.

3.2 Unicité de la mesure

Dans le cas du probléme de Hausdorff, il y a unicité d’une loi p a support dans [a,b] ayant pour
moments les réels m,. On peut montrer cela de deux maniéres différentes, c’est ce qui fait 'objet des
deux démonstrations suivantes.

Théoréme 3.7 (Unicité de la mesure). Il existe au plus une mesure solution du probléme de Hausdorff.

Démonstration (avec la condition suffisante de Fourier). Soit X une variable aléatoire de loi p. Comme
1 est & support dans un intervalle [a, b], on a | X| < max{|al, |b|} := m et donc E(elX]) < E(e™) < +o0.
D’aprés la condition suffisante énoncée au corollaire (pour @ = 1), p est caractérisée par ses moments.

O

Démonstration (par approximation). Soit u et v deux mesures de probabilités concentrées sur un inter-
valle [a, b] ayant les mémes moments :

¥p > 0, / 2P du(z) = / 2P dv(z).

Cela fournit par linéarité que pour tout polynéme P € R[X] :

/ Pla) du(z) = / Pz) dv(a).

Alors, d’aprés le théoréme d’approximation uniforme de Weierstrass pour toute fonction f réelle
continue, il existe une suite de polynémes (FP,), de R[X]| convergeant uniformément vers f sur le seg-
ment [a,b]. Ainsi on obtient par convergence uniforme ’égalité pour toute fonction continue f :

/f du(z —/hmP()dM( —hm/ z) du(z —11m/
_ /hmP /f ) dv(z

Cela est valable en particulier pour la fonction continue x € [a,b] — fr(x) := min {1, kdist (z, )} ou I
est un intervalle de R ouvert et k£ > 0.

Remarquons que cette fonction est croissante, positive et que klim fr(z) =1six €I, 0 sinon.
—+o0

D’apreés le théoréme de convergence monotone :

u) = 1) duw) = [t fele) due) = tim [ fio) dute
= kEToo/fk(x) dv(z) = kEI—&I-loo/fk(x) dv(x) = /11(37) dv(z) = v(I).

Comme 1'égalité u(I) = v(I) est valable pour tout intervalle ouvert I, et que la tribu engendrée par les
intervalles ouverts est la tribu borélienne, on obtient que les mesures sont égales, ce qui conclut. O
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Exemple 3.8. Les lois béta, uniforme, binomiale, hypergéométrique et du demi-cercle sont des lois a
support borné. Ainsi, elles sont caractérisées par leurs moments.

Il reste ainsi a se poser la question de 'existence d’une telle mesure de probabilité.

3.3 Existence de la mesure

Le but des prochaines sous-parties sera de démontrer le théoréme suivant, donnant ’existence d’une
mesure satisfaisant au probléme de Hausdorff. Enongons-le et donnons ensuite quelques définitions.

Théoréme 3.9 (Existence de la mesure). Il existe une mesure solution du probléeme de Hausdorff ayant
les moments my, si et seulement si la suite (my,), est complétement monotone.

3.3.1 Définitions et conventions

Dans toute la suite, on supposera pour plus de commodité U'intervalle [a,b] comme étant [0, 1].
On impose alors my = 1 puisque

1
mo = /0 20 dp(z) = p([0,1]) = 1. (11)

Définition 3.10 (Opérateur de différence). On définit l'opérateur de différence A comme :

A : RN RN
(an)n = (a’n-l—l_an)n

et opérateur de différence itéré AFT1 défini pour tout k € N comme AFt1L = A¥ o A et A0 = id.

Définition 3.11 (Suite complétement monotone). Une suite a = (ay)y, est dite complétement monotone

si:VkeN, neN, {(-1)’%’6(@} >0.

L’opérateur A est réguliérement utilisé dans la littérature mais pour des raisons pratiques, nous intro-
duisons 'opérateur opposé de différence D ci-aprés.

Définition 3.12 (Opérateur opposé de différence). On notera aussi dans la suite D l'opérateur —A.
Par conséquent, une suite a = (a,), est dite complétement monotone si : Vk € N, n € N, (Dk(a))n > 0.

Etablissons une expression explicite de (D™m); qui servira de nombreuses fois.

Proposition 3.13. Pour une suite m = (my,), on a l’égalité :

YneN, VieN, (D'm); = Zn: <”> (1) mig;. (12)
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Démonstration. Effectuons une récurrence sur n € N.

Pour n = 0, c’est vrai car le membre de droite de vaut m; et (Dom)i = m;.

Supposons désormais ’égalité ((12)) vraie pour un certain n € N et montrons qu’elle est vraie pour n + 1.
Soit 4 € N. On a par définition de D et par hypothése de récurrence :

(D"*'m); = (D"m); — (D"m);t1
" /n - " /n -
= Z < ->(_1) Mitj — Z( ) - m2+1+]
—\J j
J
n n . n+1 n
= < ) (1) myyj — Z ( 1> i1 mit; (changement de variable j < j —1)
. J
7=0
oo ()1 )) e
n n+1
= mi+ (=1)"mipn + ( ) —1)7 myyj (formule de Pascal)
j=
n+1
n+1 ;
=) < : )(—1)] Mitj.
=0~ 7
Ce qui acheéve la preuve par récurrence. O

3.3.2 Démonstration de la condition nécessaire

L’objectif de cette partie est de montrer la condition nécessaire du théoréme d’existence explicitée
dans le théoréme ci-dessous.

Théoréme 3.14. Si il existe une mesure solution du probleme de Hausdorff ayant les moments my, alors
la suite des moments (my,)n est complétement monotone.

Démonstration. Supposons qu’il existe une mesure solution du probléme de Hausdorff. Cela signifie que
la suite m := (my,), est une suite de moments d’une variable aléatoire X a support dans [0, 1].
Montrons par récurrence sur k € N la proposition suivante :

P(k): VneN, {(—1)kA’f(m)} = E((1 - X)FX™).

n

La propriété P(0) est vraie car {(—1)"A*(m )}n = {m}, = m, =E((1 - X)FX™).
Supposons P(k) vraie et montrons P(k + 1). Soit n € N. On a I'égalité :
{(_1)k+1Ak+1(m)} — (_1)k+1 {A (Ak(m)>}

n n

—DF (ARG Y — (AR 0m)}a)

HARm) b — (FD)MAM M) b

(1 -X)kEX™) —E((1 — X)*X™1)  (par hypothése de récurrence)
= E((1-X)*X"(1-X)) (par linéarité)

((1 X)k:+1Xn)
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Ce qui prouve P(k + 1) et achéve la récurrence.
Puisque X € [0,1], (1 — X)¥X™ > 0 quelque soit les entiers k et n.
Cela fournit d’aprés la propriété P(k) : Vk € N, Vn € N, E((1 — X)FX") = {(—l)kAk(m)} > 0.

n
C’est a dire que la suite des moments (my,),, est complétement monotone. O

3.3.3 Démonstration de la condition suffisante

L’objectif de cette partie est de montrer la condition suffisante du théoréme d’existence [3.9] explicitée
dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.15. Si la suite (my,), est complétement monotone alors il existe une mesure solution du
probléme de Hausdorff ayant les moments m,.

Proposition 3.16. Supposons que la suite (my,), est complétement monotone avec my = 1. Alors la
fonction F, définie par F(x) := 3 ;e (") (D" *m); pour x € [0,1] définit une fonction de répartition.
Démonstration. Supposons que la suite m := (m,,), est complétement monotone, avec mg = 1 (Cf. .
Montrons que F), est croissante, continue & droite et vérifie F,,(0) = 0 et F,,(1) = 1.

Puisque la suite m est complétement monotone, chaque terme de la somme est positif d’aprés
Par conséquent la fonction F), est croissante. Elle est de plus continue & droite et vérifie F},(0) = 0.
Montrons que F,(1) = 1, c’est-a-dire

> () 0"t = mo = 1. (13)

Remarquons tout d’abord que tirer ¢ boules dans un sac de n boules et les colorier en bleu puis tirer
encore j boules et les colorier en rouge est similaire a tirer ¢ + 5 boules dans le sac de n boules et d’en
choisir ¢ & colorier en bleu et le reste en rouge. Cela se traduit mathématiquement par 'identité :

()05 =G2)00) w

Montrons a l'aide de la remarque ci-dessus et de la proposition En effet on a :

> (Mo = > (7) 5 (" ey ey

i<n i=0 §=0

55 5] [ () TRV

12
" /n Lre
_ l—i
- 2 () R
=0 =0
= Z " mg(l—l)ez moy =
L 0
=0
Ainsi F}, est une fonction de répartition. O
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Il s’agit & présent de calculer les moments de la variable aléatoire associée a F,.

Définition 3.17 (Moments de F},). On définit le k-iéme moment de F,, noté my, :

1
VneN, VkeN, m, = / 2 dF,(z).
0

Proposition 3.18. On a les expressions :

=3 (5) (o mi= S5 (1) me (5 (o).

Démonstration. Remarquons que si une variable aléatoire X, est a valeurs dans {0,1/n,2/n,...,1} et
a pour probabilité P(X,, =i/n) = (7)(D" 'm); alors sa fonction de répartition est F,. De plus, comme
F,, est une fonction de répartition, alors il existe une telle variable aléatoire et puisque la fonction de
répartition caractérise la loi, on peut associer a la fonction de répartition F;, la variable aléatoire X,,.

Ainsi,
" /iN® /n ,
P _ n— .
e £ (o
=0
En remplacant (D" m); par sa formule explicite (3.13)), on obtient & I'aide de I'identité (14 :

e EE Q) O Jermn SR (2)(V)erm

et en effectuant le changement de variable £ =i+ j :

eSO (S ()

=0 1=0

Proposition 3.19. Les moments de F;, notés myj convergent quand n tend vers linfini vers my.

Démonstration. Notons bf; = Zf:o (f) i*(—1) de telle facon a avoir, d’aprés la proposition ,

Iégalité :
"1 /n ‘
mn’k = Z nk<€> my bk‘
=0
Posons
N
_ o\l i i _ LY/
flz1,...,zx) —Z <Z>( D'y oay = (... — 1)
=0
et remarquons que bk 8!;1 2 f (1),

De plus, en dérivant le membre de droite de 1’égalité définissant f, on obtient que si £ > k alors bi =

Ainsi,

k
1 /n
mn,k:an<£) mgbf;.



On—20)! 0 foo O

(n> n! nn—1)...(n—£+1) nt

. 1 /n nt=Fk
Donc si ¢ < k alors — ~ — —— 0.
nf\l) +oo f! n—otoo

Ainsi tous les termes de la somme définissant m,, ;, tendent vers 0, sauf le k-iéme :

1 /n bk
Iim mu,r= lm — my b = £ m,..
n——+o0o n.k n—+oo nk \ k k Pk k! k

Calculons b’lz. On a:
by =

ml...xk(ml e X — 1)k|

r1=-=xp=1"

Cette dérivée se met sous la forme

8];1_”%(3:1 Tk — 1)k =g(x1,...,xx) + Klzy .. g
oug(l,...,1)=0.
D’ou bﬁ = k! et on a alors montré : lim my, = my. O
n—-+00

Remarque 3.20 (Heuristique d’une autre méthode de démonstration).

On aurait pu démontrer ce résultat a l’aide du théoréme d’extension de Marcel Riesz.

Ce dernier énonce que dans un espace vectoriel réel E, F' un sous-espace vectoriel et K un cone convexe, si
on a E = F+K etune forme linéaire ¢ : F — R, K-positive : Yz € KN F, p(x) > 0 alors cette derniére
s’étend en un prolongement K -positif, noté ¢ : E — R vérifiant : Y|p = ¢ et Va € K, ¢(x) = 0.

Ainsi en prenant ¢ : X' — my, on peut obtenir que ¢ s’étend en une forme linéaire positive sur l’espace
de fonctions continues C([a,b]). On peut ensuite utiliser les polynomes de Bernstein By, f associés a la
fonction f : x — zF et remarquer que d’aprés Uexpression explicite de my, ) et par continuité et

définition de i on a myy = o(Bnf(X)) = Y((Buf(X)) —n ¢(f(X)) = $(X*) = my,.

Lemme 3.21 (Darboux-Froda). Les discontinuités d’une fonction monotone & valeurs réelles forment
un ensemble au plus dénombrable.

Démonstration. Quitte & considérer —f on peut supposer f croissante. Etudions d’abord le cas ot est f
est définie sur un intervalle [a, b]. Notons pour x €]a, b, 0(x) = lim+ fly)— lim f(y) le saut de f en x.
Yy—T y—r—

Montrons que pour n € N*, E,, = {x €]a,b[; §(z) > 1/n} est fini.
Soit x1 < --- < ), des éléments distincts de E,, et prenons yp,...,y, des réels vérifiant

a<y<wT1 <y <x2 < <xp < yYp < b

Alors, par définition de E,,, et puisque la fonction f est croissante, on sait que f(y;) — f(yi—1) = % pour
tout ¢ =1,...,p. On en déduit que
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On a donc p < n(f(b) — f(a)) ce qui prouve bien que le cardinal de F,, est fini. ’ensemble des points de
discontinuité de f est contenu dans la réunion des E,, pour n parcourant n € N*, plus éventuellement a
et/ou b. S’écrivant comme réunion dénombrable d’ensembles finis, cet ensemble est au plus dénombrable.
Notons 2 ’ensemble des points de discontinuité de f dans R et 2, I’ensemble des points de discontinuité
de f situés dans le segment [—n,n]. Alors puisque Q = |J, cn- 2n et puisque chaque €2, est au plus
dénombrable, il en est de méme de €. O

Théoréme 3.22 (Théoréme de Helly—Prokhorov). Soit (yn)n une suite de probabilité de [0,1] et (Fy,)n
la suite de fonctions de répartition associée. Alors il existe une extraction (o), et une fonction de
répartition F : [0,1] — [0,1] telle qu’en tout point de continuité x de F', on a :

Démonstration. Soit q € Q, la suite (F3,(¢))n est une suite de [0, 1], on peut donc extraire une sous-suite
qui converge vers un réel qu’on note F'(q) € [0, 1]. Par extraction diagonale, il existe une extraction (o, )n
telle que :

VgeQ, Fa,(q) —— F(q).

n—-+oo
Alors on peut définir, si z € R : .
F(xz):= inf F(q).
(v) = inf_ F(q)

F est croissante par construction. Montrons qu’elle est continue & droite. Soient x € R et € > 0.
Il existe ¢ > x tel que F(q) < F(x) + €. Ainsi, si y € [z,q], on a :

F(z) < F(y) < F(q) < F(x)+¢

ce qui prouve que F est continue a droite.

Soit maintenant x un point de continuité de F' et € > 0. Par continuité, il existe y < x tel que :
F(z) — ¢ < F(y).
Soient 7,5 € Q tels que : y <7 < z < s et F(s) < F(z) +&. On a alors :
F(z)—e < F(y) < F(r) < F(s) < F(z) +&.
Or par définition on a :

F(z) —e < F(r) =lim F,, (r) <lim F,, (z) <lim F,, (z) <lim F,, (s) = F(s) < F(z) + €.
n n n

n

En faisant tendre € vers 0, on obtient F, (x) —+> F(z) en tout point de continuité de F.
n—-+00

Montrons que F(0) = 0 et F'(1) = 1. Fixons ¢ > 0, il existe «, § tels que [, 5] C [0,1], on peut les
supposer comme points de continuité de F' puisque les discontinuités d’une fonction monotone forment
un ensemble au plus dénombrable, tels que :

vneN, pn([e,f]) =1 —e.

En passant & la limite, on obtient :

FB)—Fla)y=21—¢

puis par croissance de Fona: 1> F(1) > F(8) > 1—cete > F(a) > F(0) > 0. En faisant tendre ¢
vers 0 on obtient alors que F'(1) = 1 et F(0) = 0. Cela conclut que F' est une fonction de répartition. [
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Démontrons maintenant 1'objet principal de cette partie, a savoir la condition suffisante du théoréme

d’existence (|3.15)).

Démonstration du théoréme d’existence.

Soit F}, la fonction de répartition précédemment construite . Le théoréme de Helly-Prokhorov
fournit une sous suite (n;) telle que F),, converge faiblement vers une fonction de répartition F.

Soit F' est I'unique valeur d’adhérence de (F},), soit il en existe une autre notée G.

S’il existe une autre valeur d’adhérence, on a par définition de la convergence faible (x +— x* est continue) :

1 1
/ 2 dF(z) = lim a¥ dF,,(r) = lim myp,, =mg (d’aprés la proposition [3.19) (15)
0

ni—+400 0 n;—+00

et
1

1
/ ¥ dG(z) = lim zk dGp,(r) = lim  my, x = my
0

nj—+oo Jq n;——+00

/O 'k dF() = /0 'k AG().

D’aprés le théoréme [3.7] d’unicité, puisque F' et G ont mémes moments, ' = G. Donc F,, converge
faiblement vers une fonction de répartition F' ayant pour moments my d’aprés I’équation ((15)) c’est a dire
que la variable aléatoire associée & F' a pour moments my, ce qui répond au probléme de Hausdorff. [

soit

On a au passage démontré le théoréme suivant :

Théoréme 3.23. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires ayant pour support un segment [a,b] et

admettant des moments a tout ordre. Soit X une variable aléatoire sur [a,b] admettant également des

moments a tout ordre et telle que la loi de X est caractérisée par ses moments. On suppose que :
VEEN, mpy=EXE) —— E(X*) = my.

n—-+oo

Alors (Xp)n converge en loi vers X.

Démonstration. Soit une suite de variables aléatoires (X,,),, de moments My, et de fonctions de répar-

tition F}, telle que liI_P My = M. D’aprés la démonstration précédente, on a prouvé qu’il existe une
n—-+0o0

unique fonction de répartition F' de moments my étant I'unique valeur d’adhérence de F;, lorsque F' est
caractérisée par ses moments, ce qui est le cas par hypothése. Ainsi, F' est par unicité la fonction de
répartition de X et de plus F), converge vers F' ce qui prouve que (Xp), converge en loi vers X. O

Remarque 3.24. Le théoreme[3.23 reste vrai méme si les variables aléatoires n’ont pas pour support un
segment.

Remarque 3.25. Dans la continuité de la remarque[3.20, il est également possible d’utiliser le théoréme
de représentation de Riesz-Markov a la place des polyndomes de Bernstein, en effet, il énonce que [’exis-
tence d’un tel prolongement positif, évoqué dans la remarque pour @ équivaut a l'existence d’une
mesure fu telle que pour tout polynome P, o(P) = [ P du, en particulier pour P = X' ce qui fournit
directement Uezistence de p telle que m; = (X)) = [z du(z).
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4 Probléme de Stieltjes

Le probléme de Stieltjes est le probléme des moments lorsque U'intervalle est [0, +o0].
On donne dans cette sous-partie des résultats sans démonstrations.

Théoréme 4.1 (Existence). Soit (my,), une suite réelle. (my,), est la suite des moments d’une mesure
positive sur (R, B(R)) portée par Ry si et seulement si :

N N N N
VN eN, VB,....BN€C, D D BB =0 et > > BuBmiiipr =0,

k=0 1=0 k=0 =0

1/n

Théoréme 4.2 (Unicité). Simg =1, m, > 0 pour toutn € N et si > >, my, ' = 0o alors le probléeme

de Stieltjes associé a (my)n a au plus une solution.

Remarque 4.3. On avait fournit des conditions suffisantes d’unicité dans la section[q Condition suffi-
sante d’unicité de Fourier, elles sont parfois plus pratiques.

On va encore énoncer un théoréme trés utile puisqu’il donne des conditions suffisantes au fait que la loi
soit ou non déterminée par ses moments.

Théoréme 4.4 (Conditions de Krein et de Lin sur Ry). Soit p une mesure de probabilité définie par
une densité strictement positive f sur R,.

1. Si la condition suivante, dite de Krein sur Ry,

o0 —Inf(tQ)
——5=dt
/0 14t =

est vérifiée alors p n’est pas déterminée par ses moments.

+oo_1 2
/ 7nf(t)dt =00
o 1t

et si de plus f vérifie la condition de Lin sur Ry, & suivre, alors p est déterminée par ses moments.
La condition de Lin est : [ est dérivable et, asymptotiquement, —xf'(x)/f(x) tend en croissant
vers 400 lorsque x tend vers +o00.

2. 51 au contraire

Exemple 4.5 (Application a la loi Log-Normale). La loi Log-Normale n’est pas caractérisée par ses
moments.

Démonstration. Rappelons que la loi log normale a pour densité f : z — \/;—er*(ln(x))Q/Q 1,50 et est &
support dans R...

On a
In(f(z?)) = In (\/; 2e(lr‘(””Q))2/2> =In (\/2712e2(1n(x))2> = —In(V2m 2?) — 2(In(x))?
T T
soit

—In(f(+2 In(+/27 t2 2(In(t))?
V>0, gt):= 1%2)): (1+152)Jr (1+(t)2)‘
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Or In(v2rt?) + 2(In(t))? = o(vt) en 400, donc —In(f(?))/(1+t?) = o (Vt/(1 +t?)) = o(t=3/2) et

t > t~3/2 est intégrable au voisinage de +oco, ce qui prouve que g est intégrable au voisinage de linfini.

De plus, au voisinage de 0, In(v/27t2) +2(In(t))? = o(1/v/t) car v/t (In(v/2m t2) + 2(In(t))?) tend vers 0
en 0. Or t — 1/4/t est intégrable au voisinage de 0, ce qui prouve que g est intégrable au voisinage de 0.

Ainsi, puisque ¢ est continue sur ]0, +o00[ et intégrable en 0 et en 400, ¢ est intégrable.

D’aprés le premier point du théoréme [£.4] de Krein, la loi Log-Normale n’est pas caractérisée par ses
moments. O

5 Probléme de Hamburger

Le probléme de Hamburger est le probléme des moments lorsque 'intervalle est R tout entier.
On donne dans cette sous-partie des résultats sans démonstrations.

Théoréme 5.1 (Existence). Soit (my,)n une suite réelle. (my,), est la suite des moments d’une mesure
positive sur (R, B(R)) si et seulement si :

N N
VN EN, Vfo,....0n €C. D> Bubrmis > 0.
k=0 1=0

Théoréme 5.2 (Unicité). St mg = 1, ma, = 0 pour tout n € N et si Yy 7, m2_n1/2n = oo alors le

probléeme de Hamburger associé a (my), a au plus une solution.

Théoréme 5.3 (Conditions de Krein et de Lin sur R). Soit u une mesure de probabilité définie par une
densité strictement positive f sur R.

1. Si la condition suivante, dite de Krein sur Ry,

/+°° ~Inf(t)

— 2 dt <0
o 1422

est vérifiée alors p n’est pas déterminée par ses moments.

o _In f(1)
/_OO T dt =00

et si de plus f vérifie la condition de Lin sur R alors p est déterminée par ses moments.
La condition de Lin est : [ est dérivable et, asymptotiquement, —xf'(x)/f(x) tend en croissant
vers 400 lorsque x tend vers +o00.

2. Si au contraire

Exemple 5.4 (Loi Normale). La loi Normale est caractérisée par ses moments.

Démonstration. Soit f:x +— e=7"/2 /v27 la densité de la loi Normale & support R.

On a —1In(f(t)) = t2/2 + In(v/27) ainsi —In(f(¢))/(1 + t?) n’est pas intégrable au voisinage de I'infini
car équivalent a t2/(t* + 1), équivalent a 1.

De plus, f est dérivable, de dérivée f/(t) = —te™"/2/\/2m = —tf(t). Ainsi, —tf'(t)/f(t) = t2 et tend en
croissant vers +oo lorsque x tend vers —+oo.

Par conséquent, les conditions de Krein et de Lin sont vérifiées, on en conclut que la loi Normale est
caractérisée par ses moments. O
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Deuxiéme partie

Le théoréme de Berry—Esseen

Le théoréme de Berry—FEsseen fournit un contréle sur la vitesse de convergence uniforme des fonctions
de répartition vers la fonction de répartition normale dans le théoréme central limite. Pour plus de
commodité, il est énoncé pour des variables aléatoires centrées.

Théoréme 5.5 (Berry—Esseen). Soit (X,,)nen, une suite de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuée de moyenne nulle E(X) = 0, de variance Var(X) = E(X?) = 02 > 0, et admettant
un moment absolu d’ordre 3, E(|X|3) < co. On pose Sy, = X1 + -+ X,, pourn > 1.

Alors, pour tout n > 1,

sup
teR

ovn ) Vor ) o o3y/n

ot C' désigne une constante universelle strictement positive.

t 3
(B )L [ | < CELXD)

6 Une démonstration par couplage

Lemme 6.1 (Inégalité de couplage de Lindeberg). Soient X1,Y1,...,X,, Y, des variables aléatoires
indépendantes telles que E(|Xi|?) < 40 et Yy, ~ N(E(Xy), Var(Xy)) pour tout 1 < k < n. Alors pour
toute fonction f € C3(R), avec f, f', f" et f®) bornées, on obtient en posant 73 = E(| Xy — E(X)|?)

B SRR
E(f(Xu+ oo+ X)) —E(f (V4 Vo)) € 50 @)

Démonstration. Quitte & translater f on peut se placer dans le cas ou E[X}] = 0 pour tout 1 < k < n.
Fixons n > 1 et posons Zj, := X1 + -+ Xj_1 + Y1 +--- + Y, pour tout 1 <k < n.

Notons : i
Sy = ZXk et P, := ZY;
i=1 i=k

avec pour convention que Sop =0 et P41 = 0. Ainsi Zy + X = Si + Ppy1 et Zp + Yy = Si—1 + Pk

Effectuons une transformation d’Abel :

D E(f(Zu+Xp) = f(Zk+Y2) = D E(f(Sk+Prs1) = f(Sk1+ Fr))
k=1 k=1

n n—1
= S E(f(Sk+ Pes1)) — O E(f(Sk+ Pry))
k=1 k=0

E(f(Sn+Pn+1)))_E<f(SO+P1))>
= E(f(X1+ -+ X)) -E(f(Mi+---+Yn)

La formule de Taylor-Lagrange appliquée & f & ’ordre 2 en Zj, donne :
2
Xk

Xe| o Xkl
2!

< 1O (16)

f(Ze + Xy) — [(Zk) — f'(Zi) Xk — 1" (Z)
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et

2 3
\f(zk P~ S(Z) ~ P~ ()| < W;,' TEI. an
X2
E(f(Z + Xx) = f(Zu + Y3)) = E (f(Zk + Xy) = f(Zx) — [/(Z) Xk — f//(Zk)2!k>

2

+E (1204 F@IX+ (Z)E - (B W)) . ()

Or puisque Zi, X et Yi sont indépendants et que E(Y)) = E(X}) et Var(Yy) = Var(Xg) :

9 2

e (Favx @) - el e e iz S0E
2

= E(f"(Z) E(V&) +E(f"(Z1)) - (;/k)

! 1 ij2
= E (f (Zp)Yi + f (Zk)2!> -

Ainsi on obtient & I'aide des inégalités , , I’égalité et ce qui précéde, les inégalités :

2
E(f(Zk + Xk) — f(Zr + Yi))| < ‘ E\f(Zr + Xi) = f(Zk) — f'(Zk) Xk — f”(Zk:));!k) '

2

E <f(Zk) + f'(Zk) Xk + f//<Zk)% — f(Zy + Yk)) ‘

2
F(Z+ Xe) = 1(Z0) = ' Z) X — f "(Z’f))2(1k> '

+ |E (f(Zk) + ['(Z) Yy + f"(Zk)};]?z - [(Zk + Yk)) ‘
<e( ] 2+ X0) = 12 - (20X~ ") 5E )
)

2!
& ([ 2+ 1) = 20 - (20~ )

Y2
< E(|Xk|® + |Yi[?)
= 3!

Xi

1F oo

Dans la suite, nous utiliserons la notation E(JA/(0,1)|?) pour désigner l'espérance de la valeur absolue
du cube d’une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.

Notons de plus o(Xj) = v/ Var(Xy) = \/E(X?) car X}, est centré. Ainsi on a ¥y, = o(X;) N(0,1) et alors
E(|Yx[?) = o(Xk)2 E(IN(0,1)[3). Or d’aprés la remarque|2.12} on a l'égalité E(JN(0,1)[3) = 2 E(|N(0,1)]).
De plus,

+o00 0
\/%E(‘N(O,]_)D = |l" efw2/2 dx:/ .’1367%2/2 dl‘-/ xe,x2/2 d;[j
R 0 oo
— | _e?%/2 oo —22/2 0
e N S



Ce qui fournit :

4

E(Yil’) = o(Xx)® E(N(0, 1)) = o(X3)® E(IN(0,1)%) = \/TO-(X]C):S <20(X;)" = 2E( X%
7r
Or d’aprés I'inégalité de Jensen, pour ¢ une fonction convexe on a : ¢(E(X)) < E(¢(X)).

3/2

Alors pour ¢(x) = %/ on obtient :

o(Xr)* = E(IX2)*? = ¢(E(1XF])) < E(6(1Xk[*)) = E(| Xk ).
D’ou
E(1 Xk + [Yil?) < E(Xkl*) + 2E(1 Xk *)*? < E(IX5*) + 2E(|X5|*) = BE(|X4[?).
Ainsi

E(1X5]? + [Yi]?)
3!

E(1Xx*)
2

E(f(Zk + Xi) = f(Zk + Yi))| < 1F @l < 1FPle = %k 1F oo

En sommant de 1 & n on obtient avec ce qui précéde :

E(f(Xi+ - +Xp)—E(fMi+--+Y))| = E(f(Zk+ Xk) — f(Zk + Yk))

M= T+

< E(f(Zk + Xi) — f(Zk + Yi))|
k=1
iy
k
k=1
ce qui achéve la démonstration. O
Corollaire 6.2. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

telles que E(|Xg|?) < 400. Alors pour toute fonction f € C3(R), avec f, f', f" et f®) bornées, on a :

F(r (Bmme)) -evm| < S v

Démonstration. Considérons des variables aléatoires Xy, (1 < k < n), indépendantes et identiquement
distribuées ayant un moment absolu d’ordre 3 fini. Définissons ensuite les variables aléatoires centrées
Zy = (X —E(X1))/(v/no(X1)). Alors les Zy ont les mémes propriétés que les Xy énoncées ci-dessus.
Par conséquent, en appliquant 'inégalité de couplage de Lindeberg aux variables Zj, et aux variables
aléatoires indépendantes Yy, ~ N (E(Zy), Var(Zy)) = N(0,1/n) on obtient pour f € C3 N L™ ayant ses
trois premiéres dérivées bornées :

5+

I
E(f(Zi+-+2Z) —E(f(Yi+--+ V) g%w@)”m

et en notant S, =Y o Xp et Y =57, ¥ ~ N(0,1) puisque les Y} sont indépendantes :

0 (Cmety)) -EU o]« T O )
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E(1Xx —E(X3)*) _ E(IX1 —E(X1)P)
n320(X,)3  n320(X))3

— E(|1Zk —E(Z)P) = E(|Z]) =

Ce qui donne dans :

Démontrons une version faible du théoréme de Berry-Esseen a 'aide du couplage de Lindeberg :

Théoréme 6.3 (Berry-Esseen, version faible). Soit (X, )nen, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes identiquement distribuée de moyenne nulle E(X) = 0, de variance Var(X) = E(X?) = 02 > 0,
et admettant un moment absolu d’ordre 3, E(|X|?) < co. On pose S, = X1+ --- + X, pour n > 1.

Alors, pour tout n > 1,
S 1 [t e SE(1X[3)\
=) n <t) — z°/2 d < .
<U\/ﬁ ) V2T —ooe x‘ ( 2\/ﬁo-3

Démonstration. Plagons nous dans le cadre des hypothéses énoncées ci-dessus. Pour tout a € R on pose

sup
teR

I, =] — o0, a[. Pour tout € > 0, on peut construire f,. € C3(R,R) telle que fas, et faE soient

a,g? as

bornées et que 1,—. < foe < 1gqe et ||fa75 loo < e73. Cela fournit d’apreés :

E(X1[%)

P (Zocy <) ~EUe | < 5o 2

De plus par croissance de ’espérance on a par construction de f, . :
E(Loc(Y) = 1a(Y)) < E (fae (V) = Lu(Y)) < E(Losa(Y) — Lu(¥)).
Or
B e—x2/2 « e—x2/2 1
E(La(Y) — 15(Y |—|/ r \ﬁdx—/ﬁ S dr| < —la— | <ja—f]
ce qui donne :
[E(fae (Y) = 1a(Y)) | <e. (21)

L’inégalité triangulaire permet d’obtenir a I’aide de et :

’P(Wéa)—P(Yga) <m+s. (22)

Notons b := E(|X1|)/(2y/no(X1)3). Optimisons le membre de droite de en posant ¢ = b/, on
obtient alors : € + be™3 = bb~3/4 4 pl/4 = 2p1/4,
Ainsi, on obtient I'inégalité :

‘P<Sn_nE(X1)<a>_P(Yga)'<2<m>l/4:(%)W

ce qui prouve le théoréme de Berry-Esseen faible puisque 'inégalité est valable pour tout a € R . O

Remarque 6.4. On a montré que la vitesse de convergence est d’au moins n'/3, en réalité c¢’est V.
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7 Une démonstration par transformation de Fourier

Théoréme 7.1 (Berry-Esseen). Soit (X,,)nen, une suite de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées de moyenne nulle E(X) = 0, de variance Var(X) = E(X?) = 02 > 0, et admettant
un moment absolu d’ordre 3, E(|X|?) < co. On pose S, = X1 + -+ + X,, pourn > 1.

Alors, pour tout n > 1,

S I L C E(IX?)
Pl <t) - — T2 4| < =
(U\/ﬁ > \/27r/ooe az‘ o3y/n

ou C' désigne une constante universelle strictement positive.

sup
teR

7.1 Formule d’inversion

Théoréme 7.2 (Formule d’inversion). Soit ¢ : t — [;e™® pu(dz) ot p est une mesure de probabilité.
Alors si a < b,

1 efita _ efitb

3 | S el de = ulla ) + gut{a )

Démonstration. Soit

T .—ita _ ,—ith T —ita _ ,—ith )
Iy = / £ % si)dt= / S / el 1y(dx) dt.
T it -T it R

e—zta _ e—ztb

it

b
/ et dy‘ < |b—al
a

et comme g est une mesure de probabilité et que [T, T] est un intervalle, on peut utiliser le théoréme

de Fubini :
T o—ita _ o=itb
Iy :// N dt p(dx).
RJ-T it

Remarquons que :

eit(z—a) _ qit(z—b) eit(az—a) _ o~ it(z—a) oit(z—a) + e—it(ac—a) eit(a}—b) _ o~ it(z—b) eit(xz—b) + e it(z—b)
it B it 2t a 2t a it
sin(t(x —a)) = cos(t(x —a)) sin(t(x —0b)) cos(t(x —1Db))
= - : - - :
t it t it
et

=0

/T cos(t(x — a)) — cos(t(z — b)) dt
r it
par imparité.

Ainsi

T ,—ita _ ,—ith T & _ g _
/ e . e ita dt:/ sin(t(x — a)) — sin(t(x — b)) it
-T it -T t

Notons R(0,T) := fTT sin(0t)/t dt et alors
Iy = / (R(z — a,T) — R(z — b, T)) u(d).
R
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Notons également

T gin(x
S(T) ::/0 (z) dz.

T
On a pour 6 > 0,

T .2 oT _:
R(0,T) =2 / Smiet) dt =2 / S‘HIE“) du = 2S(0T)
0 0

et si 0 <0, R(0,T) =—25(—0T). Soit pour tout 0, R(0,T) = 2sgn(0) S(T|0]).
Et quand [T — +o0], S(T') — 7/2 (intégrale de Dirichlet) donc R(6,T) — 7 sgn(6).
Ainsi,
2 sia<ax <b
Rz —a,T)— R(x —b,T) —— 7 (sgn(zr —a) —sgn(x —b)) =<7 siz=aouzx=0b.

T—~+o00 .
0 sinon

On a la majoration |R(0,T)| = 2|S(T'|0])| < sup|S(y)| qui est fini et intégrable car p est une probabilité.
yeR

Cela nous permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée, et d’obtenir :

+oo g—ita _ o—itb
/ —————— ) dt= lim Ip = / lim (R(x —a,T)— R(x—b,T)) u(dz)
R

= / 2w 1a<gc<b + 1m:aUx=b ,u(da:)
R
= 271 uf[a,b]} + 7 pu{a,b}.

soit le résultat voulu en divisant par 2. O

Corollaire 7.3. Si [ |¢| < 400 alors p admet une densité continue et bornée f telle que :

1 ,
WER  fW)i= g [ dt
27 R
Démonstration. D’aprés le théoréme d’inversion [7.2] on a pour b > a :
1 1 efita _ efitb
b = b})=— [ ————— p(t) dt. 23
O (23)
Or puisque
e—ita _ o—ith b
y :/e_”ydy‘éb—a
it a
on a ., - ( )
1 e " —et b—a
— — ()| dt < t)| dt <
5 | |t =2 [ 1ol dt <+

ce qui montre que l'intégrale de converge absolument.
En faisant [b — a] on obtient que u({a}) = 0 pour tout a. Ainsi p ne charge pas les singletons et alors :

1 e—ity _ g—it(z+h)

pllran) = oo | St at

1 z+h 't
= — Y q t) dt
L R(/ e y) o(t)

xz+h 1 "
— — [ e i) dt) d
/x (2W/Re ©(t) > y
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d’aprés le théoréme de Fubini. Cela montre que la mesure p a une densité f telle que :

fl0) = 5 [ plt)

)| < 57 [ le(o)] a

et est continue par application du théoréme de convergence dominée. O

De plus, f est uniformément bornée :

Lemme 7.4 (Riemann-Lebesgue). Soit f € L'(R). On a :

lim f( ) et dt = 0.

T—00

Démonstration. On sait que les fonctions de classe C'(R) & support compact, noté C!(R), sont denses
dans L'(R). Soit alors f,, une fonction de C}(R) convergeant dans L!(R) vers f.
Soit g, € CL(R). Disons que g, est & support dans [a, b]. Alors :

b
[0 = ["g,0) at = ) — gula) =
R a

Si f, € CL(R) alors g, : t — fu(t)e ™ € C}(R) pour tout x fixé, donc

0= /R gn(t) dt = /R fLt)e @t dt —ix /R Falt) e7it dt.
/ —ixt 3 —ixt
/an(t)e dt—m/an(t)e dt

De plus, le membre de gauche est borné, en effet :
[rwea < [io0a =110

Ainsi, pour x non nul on a la majoration

/fn —za:t dt‘ Hf/Hl

x|

Soit :

pour tout z € R.

Par convergence de f, € C1(R) vers f € L*(R) on obtient que pour tout & > 0 fixé et n suffisamment
grand 'inégalité || f — fu|l1 < € et alors les inégalités

[roetral < | [uo- et alv] [ Lo a

< If - nM+HF

soit I'inégalité
lim ’/f@)e—m dt‘ <If = fulh <
R

T—00

valable pour tout € > 0, ce qui prouve le lemme de Riemann—Lebesgue. O
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Lemme 7.5. Soient Ky et Ko deux fonctions de répartitions dont leurs variables aléatoires associées
sont de moyennes nulles, et de fonctions caractéristiques intégrables respectives k1 et ko.
On a U’égalité pour tout r € R :

Ki(z) — Ko(z) = % /R — FCQ(t)Z_t/il(t) "

Démonstration. Puisque les ; sont intégrables, la formule d’inversion [7.3] montre que les densités k;
s’écrivent :

1 —i
) = 5 [0 at

Effectuons ki — ko, intégrons entre a et x, et posons AK := K; — K» :

AK(x) - AK(a) = /xk:l(y)—kz(y) dy

-~ / ’ /R e (1 (1) — ra(t)) dt dy

_ ! ( / " ety dy) (kn(t) — Ko(t)) dt

21 Jg

1 e—ita o e—ita:

= — ——— (k1(t) — kao(t)) dt
o7 Ja o (r1(t) — k2(t))
par application du théoréme de Fubini. Ce dernier est licite car les x; sont intégrables en ¢ et on a
considéré un intervalle borné en y. De plus, comme k1 et ko sont des fonctions caractéristiques on a
d’aprés la formule de Taylor-Young pour ¢ proche de O :

k;(t) = k5(0) + £5(0) t + O (7)

!/

5(0) est nulle par

et d’aprés la proposition la moyenne de k; est égale a «/,(0)/i, c’est & dire que K
0

J
hypothése. Notons que ;(0) = 1 car x; est une fonction caractéristique. Ainsi :

k;i(t) =1+ 0 (%)

et alors
ri(t) — ka(t)
it
ce qui prouve que t — (k1(t) — ka(t))/(it) est intégrable au voisinage de 0.
Ajoutons que t — (k1(t) — k2(t))/(it) est intégrable partout ailleurs puisque k1 et ko sont intégrables
par hypothése.
Nous pouvons alors appliquer le lemme de Riemann—Lebesgue et faire [a — —oo] en remarquant que

lim AK(a) =0 car les K; sont des fonctions de répartitions pour obtenir :
a—r—00

=0(t)

1 . — 1 ) _
AK(x) = — _e T M dt = — / e it M dt.
2 R it 2w R it

ce qui conclut. O
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7.2 Fonction de Polya

Définition-Proposition 7.6 (Fonction caractéristique et densité de Polya). La fonction caractéristique

de Polya de parameétre L > 0 est définie par wy, : t — (1 — |t/L|)". La mesure sous-jacente admet une
densité : ) (L)
— cos(Lx
hr:x— —————.
L 7 Lx?
Démonstration. La fonction wy, est intégrable puisqu’elle est continue et & support fini. D’aprés le corol-
laire 1 admet une densité continue bornée f telle que :

VWweR,  fly)=
Effectuons le changement de variable u =t/L :

L 1
/e—“fy( it/L)) d /Le_’L“y = Juf) du
—L 1

soit par intégrations par parties :
2m ! —iu 0 —iu ! —iu
ff(y/L) = e " (1—lu|)d e " (1+u)du+ [ "™ (1 —-u)du
—1 —1 0
—iuy —tuy —iuy 1 1 —iuy
= [e : ] / ¢ du—i—[e : (1—u)] +/e — du
—y 1~y -y 0 o W

B N E T et

ce qui fournit :
) = L 2—2cos(Ly) 11— cos(Ly)
Y= ox L2y - wLy?

et achéve la démonstration. O

Remarque 7.7. On a que pour toutt € R, 0 < wr(t) < 1. De plus, son support est inclus dans [—L, L].

Lemme 7.8. Soient F' et G des fonctions de répartition avec G dérivable vérifiant : G'(x) < A < 4o0.
On pose :

A(z) = F(x) — G(z), n:sug|A(x)|, A =Axhp et nL:sug|AL(aj)|.
xe xTe

Alors on a linégalité
12X

“L

N3
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Démonstration. Comme F et G sont des fonctions de répartitions, A tend vers 0 en 'infini. De plus,
G est dérivable donc continue et F est continue a droite. Ainsi il existe un xy tel que |A| atteint son
supremum tel que A(xg) = 7 ou A(zy) = —n. En considérant —A, on peut supposer sans perdre de
généralité que A(zg) = 7.

Comme G’(x) < A et F est croissante, on a A(zg + s) = n — As pour tout s > 0.

En effet, on a :
To+S

Glao+ 5) — Glap) :/ G'(1) dt < As

o
soit
A(xog+8) =F(zo+s) —G(xzo+8) = F(xog+s) — G(xg) — As = F(xo) — G(xg) — As = A(xg) — As.

Posons § =1/(2\) et t = ¢ + 0. On a ainsi :

n/2+ Az silz| <0

-1 sinon

A(t—:n)}{

Remarquons ensuite qu’en notant I = R\ [—0, d] et par parité :

i o2 4 [—1]% 4
h dz =2 h dr <2 de=—|—| =—=.
/1 p(z) d /5 p(z) dz /5 nla? T 7L [ x h wLé

Par parité de hy, x + xhr(z) est impaire donc son intégrable sur | — 4, d[ est nulle.
On obtient alors pour tout ¢t € R :

AL(t) = /R A(t = 2)hi(z) do
= /_Z A(t —x)hp(x) dx+/jA(t:p)hL(x) dz
> /_6 (g + )\:U) hp(z) dz —|—/I—17hL(:c) dz

_ "
2J-5 I
- (1 —/hL(x) dx) —n/hL(:U) dz
2 I I
n 4 4
z S\1l=—)—n—=
2 ( T 5> LS
_n_6n _n_12
2 LS 2 «wL
ce qui prouve le lemme puisque 77, > Ar(t). O
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7.3 Démonstration du théoréme de Berry—Esseen

Lemme 7.9. Soient F' et G deux fonctions de répartitions dont leurs variables aléatoires associées sont
de moyennes nulles. Notons o et pg leurs fonctions caractéristiques qu’on suppose intégrables. Alors
on a linégalité pour tout L > 0 :

Lt - 24
sup |[F(z) — G(z)| < / lpr(t) — c(t)] A\

ou A = sup G'(z).
z€R

Démonstration. Soient F' et G deux fonctions de répartitions dont leurs variables aléatoires associées
sont de moyennes nulles. Notons ¢ et pg leurs fonctions caractéristiques qu’on suppose intégrables.
Appliquons le lemme aFp =F«xhp et G, =G % hp. On obtient :

FL(J:) B GL(.T) 1 /Reitm PGy (t) — PFy, (t) dt. (24)

“or it

Or la fonction caractéristique d’une convolée est le produit des fonctions caractéristiques, de sorte que :
vr, = ¢rwr et g, = pewr ou wyr, désigne la fonction caractéristique de Polya (7.6)).
On obtient ainsi, en utilisant la remarque les inégalités :

1 [ ler®wr(t) - pe(t) wi(t)|

- <
|Fr(z) — Gr(x)] < o7 ) i dt
L _
< 1 / lor(t) — e 4,
2 J_r |t]

Ainsi par définition de 7y, :

< L /L ler(®) = ec®)] 4

2 )y t]
soit d’apreés le lemme [7.§]

1/L pr(t) = pa(t)]

2 J_p |t]

ce qui fournit

ot A = sup G'(x). O
z€R

Considérons désormais (X, )nen, une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuée
de moyenne nulle E(X) = 0, de variance Var(X) = E(X?) = 0? = 1 et admettant un moment absolu
d’ordre 3, p := E(|]X|3) < 00. On pose S, = X1 + -+ + X, pour n > 1.

Dans toute la suite nous noterons F,, la fonction de répartition de S, /y/n et N celle de la loi Normale
centrée réduite. On notera également ¢ la fonction caractéristique de Xi et @ celle de la loi Normale
centrée réduite.
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Corollaire 7.10. Avec les notations précédentes, on a l’inégalité suivante :

1[5 [(8/vn) — 9 (6)| 24
2128\Fn(:1:) —N(z)| < - /_L 9 dé + o

Démonstration. Puisque les X; sont centrées, la variable aléatoire S, //n est de moyenne nulle.
Calculons la fonction caractéristique de S, /v/n.
Soit t € R.

sty o) e[
k=1

n

= H E (eiX’“t/ \/ﬁ) car les X}, sont indépendants
1

ol

= H E (eint/ ﬁ) car les Xj sont identiquement distribués
1

k=
= E(eXV) = ot/ v

On obtient alors I'inégalité suivante avec le lemme :

1 [F|e"(0/vn) — ¥ (0)] 242
ilég\Fn(x)—N(:c)léﬂ/_L 0 deo + -

ot A = supN'(z).
zeR

La dérivée de la fonction de répartition d’une loi gaussienne est la densité gaussienne.
Son maximum étant en 0, A = (271)_1/ 2 ce qui achéve la démonstration.

Proposition 7.11. La fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite est ¥ : x — e=/2,

Démonstration. On a pour x € R,

Dérivons 1) pour obtenir une équation différentielle sur .

On a
, “+o00 imu e—u2/2 4
z) = jue™ ——— du
v = [ =

car |iue™ e™%/2 /21 | < |ule */2/\/27 € L}(R).

Effectuons une intégration par parties.
/ —t oo 2/2 i
Y(x) = —ue” /e du
(z) el A
_ . . +OO
— 4 [e—u2/2 eimu] oo + 4 / e—u2/2 ir eiwu du
2T —00 V2T J_xo
400 —u?/2
-2 izu ©
= "z e du
[oo V 2T
= —zY(x).
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Cela fournit ¢/(z) + z1p(z) = 0. En multipliant par e**/2 on obtient 8, ((x) ™ /2) = 0.
Donc x 5 9(x) €™ /2 est constante soit ¢ (z) e™ /2 = () (39”2/2|I:0 = ¢(0) =1 (densité).
Ainsi, ¢(z) = e—e?/2 pour tout z € R. O]

Proposition 7.12. On a pour |t| < 02/p = 1/p Uinégalité :

log(o(t)) + | < 2 piy?
oglyp 9 \129

Démonstration. Soit T' > 0 un paramétre a déterminer tel que sur Uintervalle [T, T'| log(¢(t)) soit bien
défini. D’aprés on a 'inégalité :

t2
[olt) = 9(0) = ¢' O] < sup " (0] 5
0<h<t

La proposition fournit I'égalitée p*)(0) = #*E(X*) pour tout k € N et on obtient l'inégalité suivante
puisque la variable aléatoire sous jacente est par hypothése centrée réduite :
2 2
pt) -1 <o’ 5 =5 (25)

De plus, d’aprés I'inégalité de Jensen pour la fonction convexe f : x — ]:):\3/ 2 appliqué a la variable
aléatoire X2 on obtient :
o’ = [(E(X?)) <E(f(X?) =E(X’) = p.

Ainsi 'inégalité devient pour t < 02 /p :

12 1 /o3 2 1
t)—1<o® =< |(—) <= 2
() |<o 9 2( > ) (26)

Posons alors T' = o2 /p et sur [T, T] on a bien convergence du développement en série entiére de log ¢
puisque :

S —e®) < Sl -emlf <Y o <o

k>1 k>1 k>1

On obtient alors du développement en série entiére de log ¢ I'égalité :

t2 t2 1 5
~togle(0) - = (1= 90~ 5 ) + X 101 pl0)" (27)
k=2
En procédant de la méme fagon qu’auparavant on a ’inégalité :
t / " £ (3) ° ‘t‘S
pt) =1+ | = o) —0) — ¢ (0)t —¢"(0) || < sup [(h)] = < p— (28)
2 2 0<h<t 6 6
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On obtient alors avec 1’égalité et I'inégalité ([28) :

t2 t2 1
lox((6) + —‘ﬂﬂ—H32+zhﬂ—ﬂmk
k>2
\t\ 21— o)
<Myl
k>2
NN S
< sl
k>2
t? 1— o))
N ]

6 21— |1 =¢())

Or puisque |1 —¢(¢)] <1/2,ona 1/2<1— |1 —p(t)| soit 1/(1 — |1 — ¢(t)]) < 2, ce qui fournit

2 tf? o P,
loglp(t)) + 5| < Pt =" < pp-to"
2 6 4
d’apreés I'inégalité .
En utilisant 'inégalité o < p on a ainsi pour t < T = o2/p :
log((1)) + = LI
o —| < p——+0" —
8\ 2 6 1
1 o
< pltP (= + 1t —
ol (5+10%)
< |t|3 1 + LG
S PG T g2
1 1 )
< pltP =45 ) = =pltf
ol (5 ) = 131

Corollaire 7.13. On a la majoration

L
le"™(0/v/n) — (0] o 2 —62/12
dd < — 0°e dé
/, 7 “wi/.

en prenant L = (03/p)/n = /n/p.

Démonstration. Soit L = (03/p)\/n = /n/p. Pour 0] < Lon a|0/\/n| <1/p=T.
D’apres la propositon on a pour || < L l'inégalité :

S

log(p (0/f))+— 12Pn3/2 T 120 n

Exploitons cette inégalité et 'expression explicite de ¥ donnée par la proposition [7.11
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On a alors pour 6] < L :

" (0/vm) = (@) _ |p"(8/v/n) —e ")

6] 6]
e—0%/2
= 0] ’exp {nlog (¢(6/v/n)) +‘92/2} - 1|
e*92/2
= | exp {n (log (¢(6/vm)) +6%/(2m) } — 1.

Or on a l'inégalité pour tout a € R: [e® — 1| =

/ el dt’ < \a|e|“‘.
0
Et en particulier pour a = n (log (¢(6/v/n)) + 6%/(2n)) < 5/03/(12L) :
n _ —02/2
"P (6/\/%) ¢(9)\ < € 5 |9|3 exp{lgL |0|3}

16| S ]9 12L

5 5 62
= — 0 — 0] - =
120 eXp{lzL’ | 2}

et comme |#| < L on a :

" (0/v/n) — ¥(0)] 5 o 5 o 07 5 o 0]
< /] Q. LA
0] S el -3 2L P

Ainsi on obtient en intégrant sur [—L, L] :

L | n _ L o]
¢"(0/v/n) —¢(0)] 5 / 2 —02/12 5 / 2 —62/12
< — <
/_L 0] do < Y7 _LG e do < 121 _000 e de

puisque l'intégrande est positive, ce qui conclut. O

Lemme 7.14. On a [’égalité

“+o00
/ 02e=9°/12 49 — 12/37.

—00

Démonstration. Effectuons le changement de variable u = 6/1/12 et faisons une intégration par parties.

—+oco 92 “+o0 9
/ 92e /12 q9 = / 1202 e V12 du

— 00 —00

124/12 [t
= —2u2e ™ du
—92 o

teo 9 2
= 6\/@/_0o u%(e_“)du
+00 +oo
—{—6\/@/ e duy
—00

= —6V12 [u e_“Z}

= 6V12y7
= 12V/3n.
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Théoréme 7.15 (Berry-Esseen). Soit (X,,)neN, une suite de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuée de moyenne nulle E(X) = 0, de variance Var(X) = E(X?) = 0% = 1, et admettant
un moment absolu d’ordre 3, E(|X|?) < co. On pose S, = X1 + -+ + X, pourn > 1.

Alors, pour tout n > 1,

sup
teR

Sn 1 /t —22/2 ‘ C E(‘X’?’)
P22 <t) - — TRy | <
<\/ﬁ > V2T —ooe ! \/H

ou C' désigne une constante universelle strictement positive.

Démonstration. D’aprés le corollaire et le lemme on a l'inégalité :

[l vy 5 Ve

= —6%/12 < 5 [a— _
0% e do < 12L12 3

) |6] SO12L ) L
en prenant L = (¢3/p)yv/n = /n/p.
Le corollaire [Z.10] affirme
L[5 g™ (8/v/n) — v(0)] 24
squ—ng/ dé +
) T NG
ce qui fournit avec la majoration précédente :
5V 3w 24 1 24 7,934 8
sup |F,(z) — N(z)] < + = (5\/64—)% ’ < —.
xeg‘ no) =Nl s =7 nLV2r  \2rL 7r L L

soit

8p
F,(x) =N < —=.
Sup | Fn () ()] NG

Remarque 7.16. Ici on a trouvé la constante C = 8, des recherches plus récentes ont montré qu’on
pouvait diminuer cette constante jusqu’a 0,4784 (Asof, 2011).

Remarque 7.17. Si X n’est pas réduite, on se raméne au cas réduit en appliquant linégalité de Berry—
Esseen établie ci-dessus & X/o. De méme si X n’est pas centrée réduite, par (X — E(X))/o.
On peut alors énoncer le théoréme de Berry—FEsseen dans le cas le plus général :

Soit (X, )neN, une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de moyenne E(X),
de variance Var(X) = o2, et admettant un moment absolu d’ordre 3 E(|X|?) < oo.
On pose S, = X1 + -+ + X, pour n > 1. Alors, pour tout n > 1,

sup
teR

S, — nE(X) | L C E(|X —E(X)]?)
< S <
PP et) - [ e | < S

ou C désigne une constante universelle strictement positive.
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8 Conséquences et inégalité de Le Cam

8.1 Le théoréme de Berry—Esseen pour la loi de Bernoulli

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Alors 'inégalité de Berry—
Esseen fournit en posant g =1—p :

_ t 13
P(Sn np<t>_ 1 ezz/zdx‘<0E<|X pl?)
v/ 1pq V2T J o

sup
teR

CRENE

Or E(|IX —p|*) = q| — p|> + p|1 — p> = @p® + pg® = pa(p? + ¢*) = pa(p* + 1 — 2p + p?) = pq(1 — 2pq)

soit :
_ t _
sup| P <Sn w t) 1 Y dm‘ < € —2pg)
teR \/1pq V2r J oo \/NPq

Notons que S;, suit une loi binomiale de paramétres n, p. Cette approximation de la loi binomiale par la
loi normale est d’autant plus bonne que C (1 — 2p(1 — p))/+/np(1 — p) est petit. A n fixé, cette borne
est minimale pour p = 1/2 mais explose quand p se rapproche de 0 ou de 1. Ainsi, lorsque p est trop
proche de 0 ou de 1, 'approximation gaussienne du théoréme central limite n’est pas trés bonne.

I1 est alors naturel de chercher & quantifier cette convergence dans l’esprit de I'inégalité de Berry—Esseen.
En effet, de maniére plus précise, pour certaines petites probabilités, la convergence a lieu vers une loi
de Poisson et I'inégalité de le Cam quantifie cette vitesse de convergence.

8.2 Inégalité de Le Cam
Etablissons tout d’abord un lemme pour démontrer l'inégalité de Le Cam.
Lemme 8.1. Si le support de deuz variables aléatoires X et'Y est inclus dans N alors :
VACN, |P(Xe€A) -PYeA|<PX#Y).
Démonstration. On a d’une part :
PXeA)=PXecAX#Y)+P(X A X=Y)<PX#Y)+PY € A). (29)

Et de méme,

PY A <PX#Y)+P(X € A). (30)
Ainsi et fournissent :
PXA£Y)<PX €A -PYecA)<PX#Y)

ce qui montre 'inégalité recherchée. O

Théoréme 8.2 (Inégalité de Le Cam). Soient n € N* et A > 0 tels que 2\ < n.
Alors si X, ~ B (n, %) etY ~P(\) ona:

+oo
Y IP(Xn=k) - P(Y =k)| < —.
k=0
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Démonstration. Notons tout d’abord p = A/n. On définit la loi M), du couple de variables aléatoires
(X,Y) sur N x {0,1} par :

P(X =&Y =) k= k=1|keN, k=2 keN
i=0 eP—p(l—e?) 0 e P pk/ (k) 1-p
i=1 p(l—eP) pe P 0 D

ie{0,1} e ? pe P | e PpF/(k!) 1

On vérifie que cela définit bien une loi de probabilité. Puisque 0 < p < 1/2, toutes les probabilités
énoncées ci-dessus sont bien définies. En effet, e ? —p(1 —e ) = e P(14p) —p > e /2 - $~0,1>0.
Ainsi la loi de (X,Y") est bien définie, notée M,,.

De plus, si (X,Y) ~ M, alors X ~P(p) et Y ~ B(p).

En effet, cela se vérifie facilement & I’aide de la formule des probabilités totales et du tableau ci-dessus.
Soient (X1,Y1),...,(Xy,Y,) des couples de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de loi M,,. Alors X := X1 + -+ 4+ X, ~P(np) = P(A\) et Y := Y1 +...Y, ~ B(n,p) = B(n, %) .
Notons A :={k €N, P(X =k) > P(Y = k)}. On obtient ainsi :

S IPX =k -PY =k)| = Y PX=k —PY =k)|+> |P(X=Fk -PY =k)

k>0 keA k¢ A
= Y PX=k)—-PY =k+> —(PX =k —PY =k))
keA k¢ A

PXeA)-PYeA—-PX¢gA -PY ¢A4)

< PX#Y)+P(X#Y)=2P(X #Y) d’apreés le lemme 8.1
= 2P(3i, X; #Y;) carsinon X =Y
= 2) P(X;#Y;)=2n-2) P(X;=Y))
i=1 i=1
= 2n-2) (P(X;=Y;=0)+P(X;=Y;=1))
i=1
= 2m-2) (P(X;=Yi=0)+P(X; =Y; =1))
i=1
= 2n-— QZ (e —p(l—e™P)+peP)
i=1
= 2n—2n((2p+1)e”” —p)
< 2n—2n((2p+1)(1 —p)—p) car 1 + 2 < ¢€”

)\2
2n — 2n(1 — 2p?) = 4np® = dn—
n

)\2
4—.
n

Comme l'inégalité obtenue ne dépend que des lois de X et de Y et pas de leur couplage, cela prouve
I'inégalité de Le Cam. O
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Corollaire 8.3 (Approximation poissonnienne). On a la convergence en loi :

B <n A) — £ 5 PWN).

n

Démonstration. Soient X,, et Y deux variables aléatoires suivant les lois : X,, ~ B (n, %) et Y ~ P(N)
et soit f une fonction continue bornée. Alors on a :

[E(f(Xn)) —E(S (V)] =

+o0 o
D JRPXa=k) = f(RP(Y =k)
k=0 k=0

+oo
< lflloe D IP(Xn = k) = P(Y = k)|
k=0

4)\?
| flloo—
n

N

d’aprés l'inégalité de Le Cam.
En faisant [n — +o0], on obtient que pour toute fonction continue bornée f : E(f(X,,)) = E(f(Y)).
n—-+0o00o

Cela prouve, d’aprés une caractérisation usuelle de la convergence en loi, que X,, converge en loi vers Y,
c’est-a-dire
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