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Introduction



Introduction

Théoréme des nombres premiers
On a I'équivalent
X
m(x) ~
400 In x

ol 7T est la fonction comptant le nombre de nombres premiers
inférieurs ou égaux a x.

Historique
» Conjecturé par Gauss en 1792.

» Tchebychev a montré en en 1851 que si x est assez grand on a

0,92 < 7(x) < 1,11 ——
In x In x

» Démontré indépendamment par Hadamard et La Vallée
Poussin en 1896 a I'aide de méthodes d'analyse complexe.



Introduction

Théoréme des nombres premiers

On a I'équivalent

Historique

» Recherche d'une démonstration élémentaire, sans utiliser
I'analyse complexe.

» Résolution en 1949 par Erdds et Selberg.

» Selberg a obtenu pour cela la médaille Fields en 1950.

» En 1984, Daboussi a rédigé la preuve élémentaire la plus
efficace.

» Suite aux travaux de Newman, Zagier a publié en 1997 une

preuve d'uniquement deux pages avec de |'analyse complexe.



Introduction

Conventions
» x désigne un nombre réel.
» s désigne un nombre complexe noté : s = 0 + iIT.
» p désigne un nombre premier.

» P*(n) est le plus grand nombre premier intervenant dans la
décomposition en facteurs premiers de n.

» p; désigne le j-eme nombre premier.

On introduit la fonction zéta, une série de Dirichlet liée aux
nombres premiers et une fonction de Tchébychev :
+o00 1

0(s):=) o D(s) := ZIZSP 8(x):=) Inp.

n=1 P p<X

Remarque
et @ sont holomorphes sur {s € C,o > 1}.
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Produit eulérien

Proposition
OnapourseC, oc>1:

Etapes de la preuve
DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS

On a .
n= H p;’

pi<P*(n)
kjEN



Produit eulérien
ASSOCIATIVIT]:D DES FAMILLES SOMMABLES

1
SCI = Z Z Z ki kq s
n>1 ki€eIN kq€IN ( .. Pg )
P+(”)<Pq
—_ —KS _
= II L =11 1_,°
1<j<q k=0 1<G<q * P
CONVERGENCE DE Sq
&)-SI=L=- L /< E -0
S)— = —_— e —— .
q - ns =1 ns ~ = n’ q—+oco
PT(n)<pq P*(n)>pq

CONCLUSION

Z(s) = lim sq_H<1_1)l (s€C, o>1).

g—o0 o p°
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Prolongement méromorphe de {

Proposition
La fonction s — ((s) —1/(s — 1) se prolonge holomorphiquement
a{seC,o>0}.

Preuve
On a I'égalité et la majoration suivante pour oc>1:

ot Ed R (e

Le membre de dr0|te converge absolument pour o > 0, en effet :

n+1
/ (1 — 1) dx
n ns xS

n+1

~° Qu dx

us+1

X du
/n ust1
Donc s — ((s) —1/(s — 1) coincide sur {s € C: 0 > 1} avec
une fonction holomorphe sur le domaine {s € C : ¢ > 0}.

||
= opo4le

< |s|  max
n<x<n+1
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Majoration de ¢

Proposition

On a la relation de comparaison ¥(x) := ) Inp = O(x) (x >1).
pP<X

Preuve

Par la formule du bindme de Newton on a :

220 — (141)2" = <2on> " <21n> o GZ) - <2”n>'

Or en isolant les nombres premiers,

(2n>:(2n)><(2n—1)...(n+1): T rx I] 5

[
n n: n<p<2n n<k<2n
k¢P
N e’
>1

Ce qui fournit I'inégalité

"> T pzexp( Y. Inp) =exp{9%(2n) —9%(n)}.

n<p<2n n<p<2n



Majoration de ¢
Ce qui donne
2nin2 = ¥(2n) — O(n).
En itérant avec x = 2n:
¥(x) —0(x/2)
¥(x/2) —8(x/4)

xIn2

=
X
—In2 >
2 =

B(x/29) — 9(x/29t1)

WV

L
27q |n2
Et en sommant on obtient
q 1 q
xIn2 ;027 > k;ﬁ(x/zk) —9(x /2K,

I
On obtient en prenant g > Xy
In2
+oo 1
=0 C=In2x) — =2ln2.
X (x) avec n k;ozk n



La démonstration de Zagier

Non annulation de { et prolongement holomorphe de



Non annulation de { et prolongement holomorphe de ®

Proposition : Non annulation de {
Nous avons {(s) #0 (s€C: o >1).

Idée de la preuve
Regarder le nombre de zéros de { en 1+ i et en 1 + 2ja.

Proposition : Prolongement holomorphe de ®

s+— ®(s) —1/(s—1) se prolonge holomorphiquement dans un
voisinage ouvert () de {s € C,0 > 1}.

Idée de la preuve
Etablir I'égalité

P(s) —

“ Ty (o)

holomorphe sur Q)

holomorphe sur 0>1/2
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Une nouvelle expression de &

Lemme o et
On a I'expression ®(s) = s/ E(;) dt (o >1).

0
Preuve
On montre que

Inp o P(x)

D(s) := = d
(S) ; ps A S xS+1 X

en utilisant la définition de @ et une interversion série intégrale.
On conclut en effectuant le changement de variable x = e’.
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Le théoreme analytique

Théoreme analytique
Si
» f est bornée

» f est localement intégrable
—+o00

» pour o >0,z g(z) = / f(t)e ** dt s'étend
0
holomorphiquement & {z € C: ¢ > 0}.

Alors +oo
/0 £(¢) dt = g(0).

Corollaire o g

®P9(x) —x

L'intégrale / % dx converge.
1 X

Idée de la preuve

—+o0

Considérer / (0(ef)e " —1)dt.
0
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Equivalent de ¢

Proposition décisive : Equivalent de ¢
On a I'équivalent 9(x) X

Preuve
(1+e)x _
» Poure>0:7(x):= / 19(?2 e s 0.
_[Oxa(r) —t 8 (x)
| 2 W(X)—/); t2 dt)EXm_lnCl—i—s)
¢ 1 2 1 2
(XX) <! ts) (1(x) +In(1+¢)) = og(l)+(—:€)In(l+£).
Donc 5
AP Chld MY
x—+00 X £

Et comme € peut étre choisi arbitrairement petit, on a

¢
im0 <1
x—+o00 X



Equivalent de ¢

o 9(t)—t
’ . =
Poure > 0: y(x): /(1_€)X 2 dt N 0.
X 9(t)—t B(x)
| 2 = < [ N A _
v(x) /(1_8))( 2 dt < sx(l e +In(1 —¢).

€

Pour ¢ arbitrairement petit, on a :

, . o4
» Onamontré: 1< lim (
x—+oo X

9 _ 1 ie () :

Donc lim ——=
X—+00 X

In(1—¢) (1—e? <
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Preuve du théoréme

Théoreme des nombres premiers faible

X
On a la relation de comparaison 7(x) = O (l—) .
nx

Preuve
Soit x >1, ¢ > 0.

¥(x) > Y, Inp> ) In (x*7¢)

> (1—¢)lnx (m(x) — 7 (x}79))
> (1—g)Inx(m(x) =x'"%) car m(x) =) 1<x

> (1—¢)lnx (n(x) +o (%)) car lnij) P 0.
Ainsi, ITE);) > (1—¢e)t(x)+o (ﬁ) .

Or d(x) X Ce qui fournit que 7r(x) = O (ﬁ) :



Preuve du théoréme

Théoreme des nombres premiers
On a I'équivalent

X
) 1%, o
Preuve
(x)Inx —8(x) = ZInx—ZInp:ZIn(X>
pP<X pP<X pP<X P
_ Z/dt:/zdt:/”(t)dt
pxp T 2 pe b 2t

Ainsi on obtient : x dt
T(x)Inx —8(x) = O</ )
2 Int

Et par une intégration par parties on obtient :

fM_X_2ffdt_qX%_/Wf
2 Int Inx In2  J» (Int)2 nx) "%\ Int)




Preuve du théoréme

Théoréme des nombres premiers
On a I'équivalent

Preuve

(x)Inx —3¥(x) =0 (I:x) d'ot 7(x) = lTrE);)+ o <(In);)2> .

Le fait que #(x) ~ x conclut.
+o00
Remarques
» On a l'estimation plus précise 7(x) I li(x).
[e0]

» Théoreme des nombres premiers fort (La Vallée Poussin) :

t(x) =1li(x) + O (x exp <—\/ I2n\>/<>> avec V =2 34,5.

» L’hypothese de Riemann équivaut a une majoration beaucoup
plus serrée de I'erreur dans I'approximation de 7(x) :
nt(x) = li(x) + O (v/xIn(x)) (Helge von Koch).
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