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Abstract :

Le sujet de ce document est le principe d’incertitude. Un principe d’incertitude
est une propriété ou relation qui limite la concentration d’une fonction et de sa
transformée de Fourier.

Nous introduisons d’abord la transformée de Fourier sur L?(R) grace au théo-
reme de Plancherel, puis nous présentons le principe d’incertidude d’Heisenberg
qui est le plus célebre de sa catégorie. Dans un troisieme paragraphe, la notion
de paire annulante est introduite. Celle-ci définit une autre forme de principe
d’incertitude et nous donnons un exemple de paire annulante. Le quatriéme
paragraphe porte sur la mesure de Poisson et deux inégalités de Jensen, per-
mettant de démontrer certains résultats utiles pour le paragraphe final, traitant
du théoreme principal de ce document : le théoreme de Logvinenko-Séréda. Ce
théoreme caractérise les parties mesurables de R formant une paire fortement
annulante avec toute partie de R mesurable et bornée.

INTRODUCTION AUX TRANSFORMATIONS DE FOURIER

L’objectif de cette partie est d’obtenir quelques résultats de calcul de la
transformée de Fourier dans L'(R) avec en particulier le théoréme d’inversion
sur L}(R) et de conclure avec le théoréme de Plancherel qui permet de définir
la transformée de Fourier sur L%(R).

Transformée de Fourier dans L!(R)

DEFINITION 1.

Soit f € LY(R). L’intégrale f(t) := \/%fj;o f(z)e "'dx est bien définie pour
tout t € R. On peut alors définir la transformée de Fourier de f comme ’applica-
tion qui a f associe f (on utilisera toujours cette convention pour la transformée

de Fourier).

PROPRIETE 2.

Soient f € LY(R),a, A € R. Alors :
i) si g(x) = f(z — ), alors §(z) = f(x)e

i) si g(z) = f(z)e®*, alors §(z) = f

i) si g € L' et h = f % g, alors h(z) = V27 f(2)§(x)
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iv) si g(z) =

v) sig(x) =f (
¢ REMARQUE.

Les lemmes et propriétés qui suivent ont pour premiere vocation la démons-

—a), alors §(x) = f(x)

) avec A > 0, alors g(x) = ( x)

tration de deux théorémes essentielles : le théoréme d’inversion L'(R) et le
théoreme de Plancherel.

LEMME 3.
Soient f € LP(R),y € R. On définit la translatée f, de f par :

Ve eR fy(z) = f(x — y)
Sip € [l,00] et f € LP(R), alors I'application

Yy fy

est uniformément continue de R dans LP(R)

Preuve

Soit ¢ > 0. Par densité de C. (fonctions continues sur R a support compact)
dans LP, on sait qu'il existe g continue a support compact (on peut supposer
A > 0 tel que le support de g est inclus dans [—A,A]) tel que :

If—gly <e
Puis, par uniforme continuité de g (théoreme de Heine) : 39 €]0,A] tel que
v(s;t) € (R )2 s =t <0 =|g(s) —g(t)] < (34) re
Ainsi, on a (si t > s par exemple) pour |t —s| <9 :

A+t
[lo =0~ sta=opir= [ lgta 1) gt~ )Pt

—A—s

< (3A)'eP(2A+ (t — 9))

<P
On a donc ||gs — gil|p < €
Puis, on sait que les normes L” sont invariables par translation pour la mesure
de Lebesgue. Ainsi, || fs|l, = [/ fillp
Reste alors, pour |s —t| <6 :

Hfs_fth Hfs gs||p+||gs_gth+Hgt_fth
I

F=9)sllp+ llgs — gellp + 1(F = 9)elly
3e

D’ou le résultat. ]

/N

//\ VAN
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1. INTRODUCTION AUX TRANSFORMATIONS DE FOURIER

THEOREME 4.
On note Cy 'espace des fonctions continues sur R nulles en les infinis.
Si felLl' alorsona f€C(et:

1 Flloo < 111

Preuve
L’inégalité est évidente par inégalité triangulaire.
Puis, lorsque ¢, — ¢, on a :

n—oo

r A +00 —itpx —itx
1f(ta) = FOI < S0 [ f(@)|le™* — e7"|dz
Or, l'intégrande est bornée par 2|f] € L! et tend simplement vers 0 pour n —

o0]. Ainsi, par convergence dominée, on a f (¢ n) f(t). Par caractérisation

séquentielle on a bien f cC
Puis : _ _f—i—oof PG E Dl P — _f—i—oof ) —ite g,

chgt var

Ainsi : 2f(¢) t) = g {f(@) = fx—T)} e " da

D’ou, une nouvelle fois par inégalité triangulaire :

2[f@] < [If = f=lh
Alinsi, en faisant tendre ¢ vers 0 et vers 'infini, le lemme 3 assure que f est bien
a limites nulles en les infinis (car f = fp). O

Théoréme d’inversion dans L!(R)

REMARQUE.

Pour toute la suite, on considere H(t) = eIl et hy(z) = [27 H(\t)e™@dt. Ces
fonctions vont permettre par convolution de demontrer le théreme d’inversion
et le théroeme de Plancherel. On reconnait le lien avec les lois de Cauchy en
probabilité, ce qui permet de calculer simplement :

_\/E A
AT T A2422

+o00
[ ha(z)de =1
PROPRIETE 5. Soit f € L'(R). Alors :

YA> 0,z €R (f xh)(z f H (M) f(t)e™!dt

Preuve 11 suffit d’appliquer le théoreme de Fubini. [
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THEOREME 6.
Soit g € L*(R) continue en un point z € R. Alors :

lim(g x hy)(z) = g(z)

(g m)@) @) = [ lole ~) - g(@)iato)iy
= /_ Tlgla—) - g(x)]ihl(i)dy

=/“[mx—my—m@mm@w

—0o0
L’intégrande est majorée par 2||g||oh1(s) qui est intégrable, et elle tend simple-
ment vers la fonction nulle lorsque A tend vers 0. Par théoréme de convergence
de dominée, on a donc bien le résultat. [

LEMME 7.
Soit p € [0;00] et f € LP(R), alors

Lim|[f + by = [, =0
Preuve
(F () = £() = J (@ = 1) = F@))dy
On utilise I'inégalité de Jensen (en probabilité) et alors :
(F# @) = F@P < [ £z =) = F@Fhaw)dy
Enfin on integre et on applique Fubini-Tonelli :
[|(f 5 ha) = fIIE < f 1fy = FlIpha(y)dy

Si on note g(y) = |1/, — I} alors [ |1, — fIlha(u)dy = g ha(0). d'apres

le lemme 3, g est continue et g(0) = 0. De plus g est bornée par 2| f|[). En

utilisant le théoreme 6 on a donc {\2778 g * hx(0) =0 ce qui conclue. O
—

THEOREME 8. Théoréme d’inversion dans L'(R)
Si f € LY(R), de méme que f. On pose pour z € R :

f f w:t dt (SU c R)
Alors g € Cy(R) et f(z) = g(az) presque partout.
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1. INTRODUCTION AUX TRANSFORMATIONS DE FOURIER

Preuve D’apres la propriété 6,
(f % ha)(2) = [T H(A) f(t)e'™dt

L’intégrande du membre de droite est bornée par |f(t)| intégrable par hypo-
these et on sait que H(At) — 1 (simplement) lorsque A — 0. Le théoréme de
convergence dominée assure donc que le membre de droite converge vers g(z).
D’autre part on sait que f * hy — f dans L'(R) (lemme 7) ainsi quitte & en
extraire une sous suite, lzm( f*hy)(x) = f(x) presque partout. O]

Transformée de Fourier dans L?(R)

LEMME g.

Supposons :

(a) X et Y sont des espaces métriques, avec X complet.

(b) f: X — Y est continue

(c) X possede un sous-ensemble X dense sur lequel f est une isométrie et f(Xj)
est dense dans Y

Alors, f est une isométrie bijective de X sur Y (en particulier, f(X) =Y)

Preuve

La continuité de f sur X et la densité de Xy dans X font de f une isométrie
sur X.

Soit y € Y. Puisque f(Xj) est dense dans Y, il existe une suite (z,), € X{'
telle que f(x,) — y. Puisque la suite f(z,), converge, elle est de Cauchy dans
Y. Puis, comme f est une isométrie sur X;, on a que (z,), est également une
suite de Cauchy. Comme X est complet, z,, — © € X, et par continuité de f :
f(x) =y, d’ou le résultat. Comme f est une isométrie sur X elle est injective,
de plus on vient de montrer qu’elle est surjective. Donc f est une isométrie
bijective. O

THEOREME 10. Théoréme de Plancherel
A chaque fonction f € L*(R), on peut associer f € L?(R) telle que :
i) Si f € L' N L% f est la transformée de Fourier de f.

i) Vf e I onat |l = |1/l
iii) L’application f — f est un isomorphisme d’espaces de Hilbert de L*(R)
sur L?(R)
iv) Entre f et f , il existe les relations Symétriques suivantes :
En posant @a(t f f(x)e ™ dz et Pu(x f Ft)e =t .
j@goHsDA — fll2=0et j@g@“im — fll2=0

v) La transformée de Fourier est un isomorphisme bicontinu.
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Preuve
La démonstration du théoreme repose sur la relation :

Vfe LR)NLAR), || Flla = [ £
Soit f € LY(R) N L*(R). On pose f(x) = f(—z) et g = f * f. Ainsi :

9(x) = [ flx—y)f(=y)dy = [z f(x+y)f(y)dy

On constate donc que g(z) = (f_.,f) avec le produit scalaire au sens du Hilbert
L*(R). Puisque * — f_, est continue de R dans L!(R) (Lemme 3) et que le
produit scalaire est également continu, on a également g continue. Par Cauchy-
Schwarz, on a de plus :

9@ < f-zll2llfll2 = 11F15

g est ainsi bornée, et dans L'(R) (car la convolution conserve la meilleure régu-
larité, et ici les deux fonctions sont L'(R)). Ainsi, on a, en utilisant la fonction
auxiliaire introduite précédemment :

(g ha)(0) = [ H(At)g(t)dt

Puis, g est continue et bornée, donc on peut appliquer le théoreme 7 :
' _ _ 2
lim(g + 73)(0) = g(0) = [ f]I2

Puis, d’apres la propriété 2), on a : § = \f\2 > 0. De plus, puisque H(At) & 1,
A—0
on a par convergence monotone :

lim f HOD ()dt = [ |f(t)dt

Ainsi, d’aprés toutes ces égalités, on a : ||f]|2 = || f||2, d’ott notre premier résul-
tat.

Puis, on introduit Y, 'ensemble des transformées de Fourier des fonctions dans
L' N L?. D’apres notre raisonnement précédent, on constate que Y C L*(R)
Montrons maintenant que Y est dense dans L?(R), ce qui revient donc & mon-
trer (puisque nous sommes dans un espace Hilbertien) : Y+ = {0}.

On constate que, pour tout a € R, A > 0, les fonctions xz — e H (\z) € L'NL.
Ainsi, on sait que leur TF sont dans Y. Ces TF s’écrivent :

ha(a—t) = [ e H(Ax)e "dx
Soit w € Y*. On a, pour tout « réel :
(hy *w)(a) = [g ha(a— t)w(t)dt = 0
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Donc, d’apres le lemme 7, on a finalement w = 0, d’ott Y dense dans L?(R).
En notant donc provisoirement F' I'application qui a une fonction associe sa
transformée de Fourier, on a donc démontré que F' est une isométrie au sens de
L? du sous-espace complet dense L' N L? dans le sous-espace dense Y. On sait
alors, d’apres le lemme g, que F' peut se prolonger en une isométrie ' de L2 (R)
sur L?(R). On a alors le résultat pour les deux premiers points.

Or, la caractérisation des bases hilbertiennes par 1’égalité de Parseval permet
également de déduire iii), et la formule de Parseval reste donc valable pour tous

f.g€L?
Enfin, pour iv) : si f € L?*(R), on constate que 14f € L'NL%*et o4 = 14f. Or, on

sait que || f —1af]2 —_ 0, donc ii) donne alors : ||f —@alls = ||f — 1af|2 = 0

d’ot le résultat (on procede de la méme fagon pour la seconde limite)

On a de plus que la transformée de Fourier est bicontinue. En effet elle est conti-
nue sur L?(R) comme prolongement par continuité d’une application continue
sur L' N L?. Puis elle est linéaire et bijective entre deux Banach, la réciproque
est donc continue (théoréeme d’isomophisme de Banach). L]

PRINCIPE D’INCERTITUDE D’HEISENBERG

THEOREME 11.
Soit f € L*(R). Alors :

([ < papan)( [ 2fwPa > {1118
Preuve

Soit f € S(R). Puisque f est dans l'espace de Schwartz, [z?f(z)%*dr < oo et
[#2f(t)%dt < co. La dérivation de | f|> = ff est 2Re(ff7). Comme [ t*f(t)%dt <
o0 et que la transformée de fourier de [’ est it f ona f’ € L2(R) (f € S implique
fer.
Si —0o0 < a < b < oo, une intégration par partle donne :

2Re [Vt f (O Tt = [HF (O] — [7 170t
Les fonctions f, tf et f’ sont dans L*(R) et en outre t — ¢ f(t)f’(t) est intégrable.

Comme f € S(R), les termes de bord sont nuls. Donc

2Re [* tf(t)f'(t)dt = — [ | f(t)|dt.

Finalement l'inégalité de Cauchy—SChwarz et le théoreme de Plancherel (isomé-
trie de la transormée de Fourier) assurent que :

1A113 <4 [P [ 1f(O)Pdt =4 [ 2®|f(2)Pdz [ €] f(¢)]dt
Si f € L*(R), on utilise la densité de S(R) dans L?(R). O
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¢ REMARQUE.
L’inégalité d’Heisenberg donne ainsi un bon exemple du principe d’incertitude.
Elle caractérise le fait que 'on ne peut pas localiser précisement et simultané-
ment une fonction et sa transformée de fourier. En mécanique quantique, on ne
peux pas mesurer la position et la quantité de mouvement d’une particule avec
précision.

3 NOTIONS DE PAIRES ANNULANTES

La notion de paire annulante est une autre forme de principe d’incertitude.
On voit d’abord que deux partie bornées forment une paire faiblement annu-
lante, puis on caractérise les paires fortement annulantes.

DEFINITION 12.
Soit (.5,5”) deux boréliens de R. On dit que (5,5") forme une paire faiblement annulante

siVfe LAR) [supp f C S et supp f C S' = f =]

PROPRIETE 13.
Soient a et b deux réels positifs. Alors (5,5") := (] — a,a[,] — b,b]) est une paire
annulante.

Preuve
On doit montrer qu’une fonction non identiquement nulle a support borné a un
spectre (support de la transformée de Fourier) non borné.

Méthode 1 : Par théoremes d’holomorphie

Soit f € L%*(R) tel que supp f C S =: — a;a[. On définit la transformée de
Fourier vue sur C qui a z € C associe f(z) := Jg f(x)e " du.

Montrons que la fonction f est ainsi bien définie et est holomorphe.

Vz € R, la fonction z — f(z)e "* est holomorphe sur C.

Vz € C, la fonction x — f(x)e " est intégrable sur R. En effet f est & sup-
port compact, f € L*(] — a;a[) C L'(] — a;a[) donc f est intégrable. De plus
T — e % est continue sur le support de f donc bornée. L’intégrande est donc
bien dominée par une fonction intégrable.

Finalement le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale assure que f est
holomorphe sur C, le principe des zéros isolés assure que la transformée de fou-
rier de f est nulle ou que ’ensemble de ses zéros est discret. Finalement, si f non
nulle a support borné, son spectre est non borné.

Méthode 2 : Par convolution avec une fonction porte
La deuxieme repose sur 1’étroit lien entre la convolution et la transforma-
tion de Fourier. Pour ce faire, on introduit une fonction "porte' : Vi € R
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[1(t) = 1(_1 y(t). Puisque supp f C B(0,a), on a : Y, f(t) = f(t)II(5,).

On peut alors passer a la transformée de Fourier dans cette égalité, ce qui nous
donne (car la TF a pour propriété de transformer la convolution en produit et
le produit en convolution) :

Or, on sait que II(¢) =

A

F(t) = f(t) * 2sinc(at)

Or, par hypothese, le support de f est compact (fermé par définition, bornée
par hypothese, et nous sommes en dimension finie). On a donc :

supp f = supp f + supp (2sinc(at))

Or, il se trouve que le  supp du sinus cardinal est infini. Cette égalité n’est donc
possible que si supp f 0, ie : f f =0, d’ou le résultat. ]

DEFINITION 14.
Soit (.5,5") deux boréliens de R. On dit que (5,S5") forme une paire fortement annulante
si il existe C'(S,9") tel que Vf € L*(R)

Jelf(@)Pde < C(S,8)(fpys |f (@) Pd + [o o |f(0)Pdt)

¢ REMARQUE.
Une paire fortement annulante est annulante.

PROPRIETE 15.

(5,5") est fortement annulante
ssi il existe D(5,5) tel que Vf € L*(R) tel que supp f C S,

Je lf(@)Pdx < D(S,8") ([ 51 f ()] *d)

Preuve
Le sens direct est trivial. Montrons la réciproque. Soit f € L*(R).
D’apres Plancherel on a :

/R ()P = / (o)t
Ll dt+/R\S/|f(t)\ dt
P (FL)E / o)t
R\ S’
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Or supp F(F7Y(F(f)lg)) C S, par hypothése on a :
IE PR D [ PP

=D | [FUF()(A = L)) *dt
R\S

<20( EEG P [P EDsP

R\S
)

< 2D( /R Lt / FYE(f) s

= 2D £ ( 2dt+2D/ (t)[dt
R\S
Finalement on a l'inégalité voulue avec C(S,S") = 1+ 2D(S,5").

)

4 MESURE DE POISSON ET INEGALITE DE JENSEN

Pour démontrer le théoréeme de Logvinenko-Sereda, nous aurons besoin de
démontrer une inégalité de Jensen, dans le cas particulier des fonctions de
Hardy, d’abord sur H(T) puis sur H*(R). Si m désigne la mesure de Lebesgue
surR, X =TouX=Ret fe H(X)

log | f(0)] < fylog |f|dm

(i) Inégalité de Jensen dans H'(T)

DEFINITION 16.

Une fonction plus est une distribution tempérée dont le spectre est inclus dans
]0,+00]. On note alors : H? ’ensemble des fonctions plus de L? appelé espace de Hardy.
Dans toute la suite, C, désignera les fonctions plus continues, et T := {z €
C,|z| = 1}. Enfin, un polynéme trigonométrique réel est une fonction définie

sur T de la forme : Vz € T, f(2) = > cpz" ot les ¢ sont réels.
k=—n

Le but de cette partie est de démontrer I’inégalité de Jensen dans H'(")

¢ REMARQUE.
Les lemmes suivants permettent de prouver ce théoreme en montrant qu’il suffit

de le démontrer sur C;..

LEMME 17.
Pour tout polyndéme trigonométrique réel ¢, il existe un polynome trigonomé-
trique réel ¢ tel que t + it € C,

10 Lecture dirigée 2020 -Principes d’incertitude et Théoreme de Logvinenko-Sereda



4. MESURE DE POISSON ET INEGALITE DE JENSEN

Preuve
On considere #(2) 1= —i kZZ sgn(k)t(k)z* (z € T). Montrons que f est bien réelle.
€

D’abord, puisque ¢ est réelle, on sait que £(—k) = (k). On en déduit alors :
—isgn(—k)t(—k) = isgn(k)t(k) = —isgn(k)t(k)

Alors
{= ZZOO —isgn(k)t(k)z" + ZZOO —isgn(—k)—t(k)z7" = ZZOO 2Re(—isgn(k)E(k))z"
= = =1

d’out ¢ réelle.
On a ensuite de maniére évidente le fait que t+it € C,. (par sa construction). [

LEMME 18.
Soient f,g € C..
Alors :
79(0) = F(0)3(0) et exp()(0) = exp(f(0))
Preuve X
Ona: f(t) = % f(n)e™ (de méme pour g).
Donc :

Folt) = 3 Fmatm)e

202 f F(R)(K e

k-+k'=n

S

Or, E(n) = k+%:n F(k)g(k), donc par unicité des coefficients d'une série de

Fourier, on a finalement le résultat.

—

Puis on en déduit : exp(f)(0) = '§>:0 (JCA(JQ = exp(f(0)) O
S0
LEMME 19.
Soit f une fonction de C,. Alors, en notant m la mesure de Lebesgue sur R :
log| f(0)| < [y log|f|dm

Preuve Soit f € Cy, € > 0. Il existe un polynome trigonométrique réel t tel
que :

Ve e T, t(§) —e <log(|f(§)] +¢e) <t&) +¢

On consideére ensuite s := t+it, ou t est le polynéme trigonométrique réel défini
dans la démonstration du lemme 16 (qui assure donc s € C',). Puis :

1£(€)e©) = | £(£)]e ) < elolf©l+e)=HE) < ¢

D’ou finalement :
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4. MESURE DE POISSON ET INEGALITE DE JENSEN

—_—

[(fe=*)(0)] = | [ fe~*dm]| < €
Or, d’apres le lemme 18 : |(fe=*)(0)| = | £(0)||e=*@| = | f(0)|e~1©)
Donc : |f(0)] < e=HO) = etrtdm L 2e+ [y log(|f]+2)
D’ou, en passant a la limite ¢ — 0 :
|f(0)‘ < ef'ﬂ* log(|f|)dm
Puis on passe a I'exponentielle qui est croissante, d’ou le résultat. [

THEOREME 20. Inégalité de Jensen
Soit f € H(T). Alors :

log|£(0)| < [y log|f|dm

Preuve

On se raméne & l'inégalité déja démontrée sur C. Soit f € H'("). Le théoréme
de Fejer nous assure 'existence d'une suite de fonctions plus polynomiales ( f;,),
qui converge vers f ausens L'. Alors, d’apres 'inégalité des accroissements finis :
Ve > 0,|log(|f] +¢) — log(] ful + )| < 2||f| = |fall- On en déduit donc :

S log(|f| +€)dm = i [ og(|ful + <)dm

Puis, les f,, sont dans C,, on peut donc leur appliquer le lemme 18 :

log(fn(0)> < fqr log(|fu] +€)dm

d’ot, en passant a la limite :
log(f(0)) < [y log(| f| +&)dm

Puis, on conclut en utilisant le théoreme de convergence monotone (la suite
(log(|f| + €))e est décroissante et converge vers log(|f|)), d’ou le résultat. [

(ii) Inégalité de Jensen dans H'(R)

DEFINITION 21,

La mesure de Poisson sur R est définit par :

1 := (m(1+22))"'X ot X est la mesure de Lebesgue sur R. Il s’agit de la mesure
de probabilité de la loi de Cauchy.

¢ REMARQUE.
La mesure de Poisson n’est pas stable par translaton.

LEMME 22.
Soit f € HY(R). On note w := i—jrz

A)Va >0, (x+ia) ' f € HY(R)
B) fw e HY(R)

12 Lecture dirigée 2020 -Principes d’incertitude et Théoreme de Logvinenko-Sereda



4. MESURE DE POISSON ET INEGALITE DE JENSEN

C) T fa)dz =0
D) [ fwdll =0

+00
E)Vn e N*, [ fu"dIl =0

F) Si f € L'(II) est une fonction plus, alors, pour tout & > 0 :
fo = f.(ex +1i)"? € H(R)

(Rappelons que f est dans H'(R) c LY(R))
G) L’égalité E) reste vraie pour n’'importe quelle fonction plus f € L(II).

Preuve

+oo

A)
+00 00
. 1 . .
FO(t +ia) e St = [ f)( [ e medn)eStdt
+00

2 ~
= ZT e "f(&—n)dn=0

si & < 0, puisque dans ce cas 50— n < 0 (et f est bien dans la classe de Hardy)
B) 1l suffit d’écrire fw = f — 2if(x +1i)~! et d’exploiter A).

C) f € L', donc d’apres le théoréme 4, f est continue. Or, f est une fonction
plus, donc f est nulle sur | — 00,0[, et donc en 0 par continuité. Or : f(0) =

+00
(2m)~! [ f(z)dz, d’ou le résultat.

D) fw(l+ 2%~ = f.(r+1i)72 Or, d’aprés A), ceci appartient a la classe de
Hardy. On déduit alors de C) le résultat.

E) Par récurrence, en exploitant B) et D).

F) On a déja f. € L'(m). 1l suffit donc de vérifier que spec f. C [0, + oo[. Tout
d’abord, constatons que [g € H' < Vh € S(R) fonction plus, on a (g,h) = 0].
Le sens réciproque est évident. Pour le sens direct : soit A € S(R) fonction
plus. Alors : (F~Y(F(g)),h) = (F(g),F~1(h)) = (F(g),F(h)) = 0 (car les deux
fonctions ont des supports disjoints).

Soit h € S(R) une fonction plus. On a alors :

(fo.h)sm),s®) = ([, wﬁ)s«msm) =0

car ¥ — h.(ex +14)~? est également une fonction plus de S(R) (via A) appliqué
deux fois).

G) On constate que Vt € R |(et +i)72| < 1 € LY(II). On peut donc appliquer
le théoreme de convergence dominée et utiliser les résultats des propriétés E),
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—+00

+00
{O fw"dP = EZ_%Q”LOO{O few™dP =0

]
THEOREME 23. Inégalité de Jensen sur H'(R)
Vf € LY(II) est une fonction plus, alors :
i log |£1dIT > log| [, fdI1]
Preuve
L’objectif est de se ramener au résultat du théoréme 20 par changement de
variable.
Soit f € LY(II) une fonction plus. On pose : F(e) := f(—cotan($))(0 € (0,27))
et @ = —cotan($).
On a alors : x = _ie(i;telw et df = zd”” . On procede a un changement de variable
pour calculer :
27
[1F(e?)|df = 2 f Olgt < +oo
0
N 2 , , 400
Puis F(—n) = 5 f F(e?)edh = f fw"dP =0 (d’apres G)).
Ainsi, F € HY(T), et on a donc d’apres le théoréme 20 : log|f(0) < [plog| fldm.
Or, cette inégalité est équivalente a l'inégalité de Jensen de H) par le méme
changement de variable que précédemment, d’ou le résultat. [

5 THEOREME DE LOGVINENKO-SEREDA

(i) Propriétés de ’'opérateur P

Nous démontrons dans cette section deux lemmes, les lemmes 27 et 28 indis-
pensables a la démonstration de Logvinenko-Sereda.

DEFINITION 24.
Pour tout x € R, on définit une autre mesure de probabilité II, sur R par

Pexpression : VA € B(R), IL,(A) =1 [, %.
Soit f € L!(II) intégrable pour la mesure de Poisson. On pose

P(f)(x) = [o fdTl, = [, f(x + t)dII(t)

¢ REMARQUE.
On a noté P, 'opérateur défini par :

Vo € IP(R),Vz € R, P(¢ —}TT¢
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On remarque que P(¢) = ¢ * k ou k est la densité de la loi de Cauchy (k :=
71+ 2?)71).

THEOREME 25.

Soit p € [1;+00). On suppose que S C R est Lebesgue mesurable et qu’il existe
un réel o > 0 tel que I1,(S) > o (Vo € R).

On a alors Vf € LP(R) vérifiant supp f C R,

Ju IPCEHP < 20f5 | £17) || F120=).

Preuve
On fixe x € R.

On a f intégrable pour la mesure de Poisson (d’apres la remarque précédente
et car k € L7) et supp f C R,, il en est de méme pour la fonction t — f(z +1t).
L’inégalité de Jensen assure alors que :

log |P(f)(x)] = log(| / fIL, )
~ log(| / F(a + t)dIi())

</Rlog]f(x+t)|dﬂ(t)

= P(log|f|)(x)

On note S := R\ S, k := II,(S), ¥ = II,(S"). On sait que £ > 0 et on
suppose de méme pour k' (si k' = 0, le résultat est clair). On pose également
deux mesures de probabilité p et p' définies par p(A) = kI (AN S) et
W (A) =KL (AN S).

p x log |P(f) ()] < / log | f[7dlI,
_ / log | £ |71, + / log | f|PdIl,
S !
—k [ tog|frau-+ ¥ [ log|fran
S S’

On utilise 'inégalité de Jensen pour la fonction log concave et la fonction |f|P
intégrable pour les mesure de probabilité u et .

i [ o) o [ tos(lr)an’ < b x o [ |1+ x tog [ |7
=k x log(1/k) + k' x log(1/K)

Tk x log( / FPdTL) + K x log( [ |fIPdTL,))
S S
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On a k+ k' =1, de plus, par concavité du log, on a :

k x log(1/k) + (1 — k) log(1/(1 — k)) < log(2).

Puis :

k x log / FPAIL) + K x log( [ |fPPdIL,))
S S’
— rlog( [ 7L} + (k= o) log( [ [PdrL) + Klog( [ |
<ol PdIl, E+ Kk —o)l PdIl,
<00g(/g|f\ ) (k+ K — o) og(/lel )
— o log /S FPdIL) + (1 — o) log / fPdiL)

Finalement on a Vo € R, [P(f)(z)[? < 2([q | f|PdlL,)7 ([ | f1PdIT)' 7.
On integre 'inégalité précédente par rapport a x et on applique l'inégalité de
Holder avec les coefficients 1/0 > 1 et 1/(1 — o). Puis on utilise Fubini Tonelli.

/|p //\f VI, (1)) dar)” //|f VI (1))~
//\fx—i—t\d:p)dﬂ //\fx—l—t\dx)dﬂ())
=2( [ 1Pl

O
LEMME 26.
A el
k(t) = o
Preuve
On pose ¢(t) = f/_l—ﬂ(t €R). On a g € L' et on cacule alors §.
€ I —zxt e_t —txt dt et —wct dt
e =+
RV 27r 27r R, V2T V2T 2T v 21
eft(lJrix) N (1 iT)
=R %
27(1 4 ix) 27(1 — ix)
B 1 N 1 B 1
C2r(14iw)  2m(1 —idx) (1 + a?)
g € L' et § € L', le théoréme d’inversion assure donc que :
9t) = g(—t) = fye by — ht)
O
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¢ REMARQUE. - -
On remarque alors que P(¢)(t) = ¢ x k(t) = ﬁ@(t)ff(t) = Qg@ e\_/gl

LEMME 27.
Si p € [1;00] et ¢ € LP alors P(¢) € LP et [|[P()]], < |1 #]l,

Preuve
Par convolution, P(¢) € L?. Ona ¢ € LP et k € L', d’aprés le théoréme d’Young
et comme k est une densité de probabilité, ||P(o)|l, < |2llpl|kll1 = ||¢ll,. O

LEMME 28.
Si ¢ € L? et que le spectre de ¢ (support de ¢) est borné et est inclus dans R
(31 > 0 tq supp ¢ C (0;1)) alors :

16112 < €'l|P(¢)ll2

PO) = d0)e = de.
Done |¢(t)] = €'|P(¢)(t)] < €'[P(¢)(t)]-
Finalement le théoréme de Plancherel assure que ||¢[|z < €'|[P(9)]]o. O

(ii) Théoréme de Logvinenko-Sereda

DEFINITION 29.

Soit £ C L?*(R) , soit S un borélien de R. On dit que S est E-determinant s'il
existe un réel positif C(S,€) tel que Vf € &, ||f||5 < C(S.E) [o|f(t)[*dt.

On dit que S est déterminant s’il est £ (32)-determinant pour tout ensemble ¥
borné ot € () est Pensemble des fonctions de L? & spectre dans X.

¢ REMARQUE.
S est déterminant si pour tout ensemble mesurable ¥ borné, (R\ S,3) est une
paire fortement annulante.

DEFINITION 30.
S C R est relativement dense
s'il existe L > 0 et v > 0 tel que Vo € R, A(Je — L;x + L[NS) > v

¢ REMARQUE.
L’ensemble R privé d’un nombre finie de boule est relativement dense.

THEOREME 31. Le théoréme de Logvinenko-Sereda
Soit S un Borélien de R. Il y a équivalence entre :
(a) S est déterminant

(b) S est relativement dense.
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5. THEOREME DE LOGVINENKO-SEREDA

¢ REMARQUE.
Le théoreme de Logvinenko-Sereda donne ainsi une caractérisation des parties
S formant une paire fortement annulante avec tout > borné.

Preuve (a) = (b)

Montrons d’abord la premiere implication. On suppose donc que S C R est
déterminant.

On remarque que pour tout ¥ C R borné, £(X) := {f € L2(R); supp f C ¥}
est invariant par translation. -

En effet, si f € £(X), alors Yy € R, fy(t) = e_iytf(t) et donc supp]?y = supp f C
Y. On peux alors démontrer un résultat un peu plus général, a savoir que si
0 # & C L? invariant par translation, alors tout ensemble £-déterminant est
relativement dense.

Soit £ C L*(R) invariant par translation. Soit f € & tel que ||f||3 = 1. On sup-
pose S E-déterminant. On note wy(8) = sup{ [, |f|* A(e) < 6} et on remarque
que Vy € R, ws(d) = wy, (0).

Comme S est £-déterminant ;

FC(S.E):Vg € &, |lgll3 < C(S.€) [5 gl
f € L* donc 3L > 0 tel que fR\]iL;L[ IfI> < 1/2C.

Vy = R’ fR\]fLer;LwLy[ |fy‘2 - fR\]fL;L[ ’f|2 < 1/20
Soit y € R

L= I£11 = 1,112
<C / 5P=C P rC 5P
S SN|—L+y; L+y|

S\]=L+y;L+y[
< Cwp(1SN] = L +y; L +y[]) +1/2

On a donc wy(|SN] = L+ y; L+ y[|) > 1/2C(S,E). Or ws(§) — 0 quand 6 — 0.
Finalement 3y > 0 tel que Yy € R,|SN]—L+y; L+y[| > v et S est relativement,
dense. 0

LEMME 32.
Soit S C R. Il y a équivalence entre :
(b) S est relativement dense

(c) inf{Il,(S):z € R} >0

Preuve (b) < (c)

On suppose S C R relativement dense.

AL > 0,3y > 0Vx € R, A(Jz — L;z + L|NS) > 7.
Soit x € R.

z+L

L(S)> [ dil=1 sy > e 0+ 1)
Jz—L;z+L[NS x—L
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On suppose que Jo > 0,Vz € R, I1,(S) > ¢ (0 indépendant de x).

_ / @ dt
7o < —
T e

z+L
— [t t [ st
B J ST @ 2 |:H|>LXS 1+ (z —1)?
dt
<|SN(x—Lyx+1 +/ —
50 ( ]
= |SN(x—Lyz+1)| + (7 — 2arctan(L))
Si L est assez grand alors [S N (x — Lyz +1)| > & O

Preuve Réciproque du théoreme de Logvinenko-Sereda (b) = (a)

On suppose que S est une partie de R Lebesgue-mesurable et que I1,.(S) > o > 0
(x € R) ol o est indépendant de x. On veux montrer que S est déterminant.
On pose ¥ =la;b[ et on cherche D(S,%) tel que Vf € L*(R), supp f C %
= LI < DSS) [y 1P

Soit f € L*(R) tel que supp f C X. Transformons f en une fonction a spectre
positif. Pour cela on pose ¢ := fexp(—iaz). ¢ € L* et supp b = supp f-q
supp f —a CJ0;b — a[:=]0; 1],

On peux alors appliquer U'inégalité (lemme 28) [0 |f|* = [ [¢]* < e [ [P(9)]?
Puis on utilise le théoreme 25 appliqué a ¢.

1P(B)I13 < 2(Js o) NIl = 2(fs LRI £11"

Finalement en combinant ces deux inégalités on a :

113 < )Y [ | f1?
0

¢ REMARQUE.
On a montré qu’il suffisait que S forme une paire fortement annulante avec une
partie X bornée pour étre relativement dense.
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