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Objectifs

® Mettre en place les principaux résultats de la théorie des
algebres de Lie semi-simples;

® S'en servir pour créer une généralisation de celles-ci : les
algeébres de Kac-Moody.
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Définition et applications

Définition
Une algébre de Lie g est un espace vectoriel muni d'une application
bilinéaire alternée sur g satisfaisant I'identité de Jacobi :

Vx,y,z€g: [x [y, 2] + [z, [yl + [y, [2,x]] = 0
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Définition et applications

Définition
Une algébre de Lie g est un espace vectoriel muni d'une application
bilinéaire alternée sur g satisfaisant I'identité de Jacobi :

Vx,y,z€g: [x [y, 2] + [z, [yl + [y, [2,x]] = 0

L'intérét pour les algebres de Lie est né au milieu du XX¢ siecle,
avec pour principales motivations des applications a la physique,
comme le modele "the eight-fold way" de Gell Mann.
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Exemples fondamentaux

® Toute algébre A munie du crochet du commutateur (i.e. :
pour tous a, b € A, [a, b] = ab — ba) est une algébre de Lie.

e L'espace vectoriel g := slp (C) = Vect (H, E, F) ou

(o ) (@ o) v (20

muni du crochet du commutateur.
On obtient alors les relations entre générateurs suivantes :

[H,X]=2X; [H,Y]=-2Y; [X,Y]=H.
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Représentation d'un algébre de Lie

Définition

Soit g une algeébre de Lie. Une représentation de g est un couple
(V,p) ou V est un espace vectoriel et p : g — End(V) est une
application linéaire satisfaisant :

Vx,y € g:p([x,y]) = p(x) o p(y) — p(y) o p(x).

La représentation adjointe

On définit I'application :

ad: g — End(g)
x> (y=yl)

Alors (g, ad) est une représentation, dite adjointe, de g.
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Algebre de Cartan

Une sous-algébre de Cartan by de g est une sous-algebre de Lie de g
telle que :

@ 0 est abélienne maximale ;
@® pour tout h € b : ad(h) € End(g) agit diagonalement sur g.

La dimension de h est appelée rang de g.
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Algebre de Cartan

Une sous-algébre de Cartan by de g est une sous-algebre de Lie de g
telle que :

@ 0 est abélienne maximale ;
@® pour tout h € b : ad(h) € End(g) agit diagonalement sur g.
La dimension de h est appelée rang de g.

Exemple

La droite vectorielle (Vect(H),[ , ]) est une sous-algébre de Cartan
de slo(C) (qui est donc de rang 1).
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Algebre de Cartan

Une sous-algébre de Cartan by de g est une sous-algebre de Lie de g
telle que :

@ 0 est abélienne maximale ;
@® pour tout h € b : ad(h) € End(g) agit diagonalement sur g.
La dimension de h est appelée rang de g.

Exemple

La droite vectorielle (Vect(H),[ , ]) est une sous-algébre de Cartan
de slo(C) (qui est donc de rang 1).

Théoreme

Toute algeébre de Lie semi-simple admet une sous-algebre de Cartan.
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Racines

On dipose alors de la décomposition :
g=bEP*
a€ER

ot RCh*etg®:={yecg: [hy]=a(h)yVheh}
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Racines

Définition

On appelle R I'espace des racines et ses éléments racines.
Les espaces g“ sont appelés espaces de poids.
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Racines

Définition
On appelle R I'espace des racines et ses éléments racines.
Les espaces g“ sont appelés espaces de poids.

Soit n :=dimbh*. On peut choisir n racines dans R qui forment une
base de h*.

Définition

Ces racines sont appelées racines simples.

On note S = {a1,...,a,} I'ensemble des racines simples.
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Racines

Proposition
Soit aj € S. Alors :

@ |l existe un unique H; € [g*, g~ %] tel que a;(H;) = 2.

@® Pour tout X; € g, il existe un unique Y; € g~ % tel que
[Xi, Yi] = Hi.
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Matrice de Cartan
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Relations de Serre-Chevalley

Théoréme de Serre

@ Les () sont linéairement indépendants et pour tous i,j € {1,...,n} :
ai(H;) <0.

@ L'algebre de Lie g est générée par les 3n éléments (X, Y;, Hi)i<i<n. On
les appelle générateurs de Chevalley.

© Les relations de Weyl sont satisfaites :
[Hi, Hj] = 0; [Xi, Y] = dijH:;
[Hi, Xj] = oj(H)Xj; [Hi, Yj] = —o(Hi) Y.
O Les relations de Serre sont satisfaites :
ad(X)' () = 0; ad(¥)' = (¥)) = .

@ Les relations de Weyl et de Serre forment un systéme complet de
relations.

@ Cette présentation ne dépend d’aucun des choix effectués.
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Matrice de Cartan
Définition

La matrice de Cartan C € M,(C) de g est définie par :

Cij = oj(Hi).
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Matrice de Cartan
Définition

La matrice de Cartan C € M,(C) de g est définie par :

Cij = oj(Hi).

Pour sl,11(C), la matrice de Cartan associée est

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0 0

1
0 0o -1 2
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@® Algebres de Kac-Moody
Matrice de Cartan généralisée
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Matrice de Cartan généralisée

Définition
Une matrice de Cartan généralisée est une matrice C € M,(C) telle
que :

@vice{l,....n}: G;=2;

@ Vi C,"J'G—N, C,"j:0<:>Cj7,‘:O.
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Matrice de Cartan généralisée

Définition
Une matrice de Cartan généralisée est une matrice C € M,(C) telle
que :

@vice{l,....n}: G;=2;

@ Vi C,"J'G—N, C,"j:0<:>Cj7,‘:O.

Exemples

® Si g est une algebre de Lie, sa matrice de Cartan satisfait ces
propriétés. On dit que C est une matrice de type fini.

® | a matrice 2
-2 2

) est une matrice de Cartan généralisée.
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Remarque

® Une matrice de Cartan généralisée C est de type fini si et
seulement si ses mineurs principaux sont tous strictements
positifs.

® Une matrice de Cartan généralisée non-inversible et dont tous
les mineurs principaux propres sont strictements positifs est
dite affine.
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ooe
Remarque

® Une matrice de Cartan généralisée C est de type fini si et
seulement si ses mineurs principaux sont tous strictements
positifs.

® Une matrice de Cartan généralisée non-inversible et dont tous
les mineurs principaux propres sont strictements positifs est
dite affine.

Exemple de matrices de type affine
2 =2
-2 2

2 -1 -1
e [-1 2 -1
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Construction de I'algébre de Kac-Moody
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Algebre de Kac-Moody

Soit C une matrice de Cartan généralisée. Une réalisation de C est
un triplet (h,M,MNY) ou :

@ 0 est un C-espace vectoriel tel que
dim(h) = 2n —rg(C);

@ MN={ag,....,ap} Ch* NV ={af,...,a)} Cb familles
libres;

@ Vijc {1,...,!7} : O/J(()/Y) = C,'J.
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Algebre de Kac-Moody

Soit C une matrice de Cartan généralisée. Une réalisation de C est
un triplet (h,M,MNY) ou :

@ 0 est un C-espace vectoriel tel que
dim(h) = 2n —rg(C);

@ MN={ag,....,ap} Ch* NV ={af,...,a)} Cb familles
libres;

@ Vijc {1,...,!7} : O/J(O/Y) = C,'J.

Théoreme

Pour tout matrice de Cartan généralisée, il existe une réalisation.
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Définition
Soient C une matrice de Cartan généralisée et (h, I, MY) une réal-
isation de C. On définit /'algébre de Kac-Moody associée, notée
g(C), comme I'algebre de Lie définie par générateurs et relations :
® | es générateurs sont les X;, Y et b;
® ) est une sous-algebre de Lie abélienne;
® Les générateurs vérifient les relations de Weyl et de Serre (en
remplacant les H; par les o).
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Applications

® En physique (théorie conforme des champs) - (via le cas
particuliers des algebres affines);

® Preuves d'identités combinatoires (identités de MacDonald);
® Base des algebres quantiques (Drinfeld, Jimbo (1985)).
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