1 Passage direct

Soit F I’ensemble des fonctions continues de [—1, 1] dans R muni de l'application définie pour f,g € E
par

1
<= [ fog
-1
. Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E. Quelle est la norme associée ?

. Onpose F = {f € E|Vx €[0,1], f(z) = 0}. Déterminer F*.

. Déterminer F + F+ : qu’en déduit-on ?.

=W N =

. Déterminer 'orthogonal du sous-espace vectoriel de E formé des fonctions polynomiales.

2 Préparation 20min

2.1 Exercice 1

Soient FE un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et v € E non nul. On considere
Papplication f:xz — u A x.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E. En déterminer image et noyau.

2. Déterminer son adjoint f*.

3. Montrer que f2 est diagonalisable dans une base orthonormée.

4

. Que dire d’une réciproque a la question 2?7

3 Préparation 40min

Soit K € C([O, 1]2,R> non nulle telle que V(z,y) € [0,1]2,K(x,y) = K(y,z). On note E =
C ([0,1],R). Pour f € E, soit

B(f): e 0,1] - / K(z,y)f(y)dy € R

1. Vérifier que ® € L(FE).
2. L’application ® est-elle continue pour |||| 7 pour [|[|; ?
3. Montrer que ® est autoadjoint pour le produit scalaire associé a |||, sur E.

Soit
1

Q= [ max /01 K (z,9)] dy]

0<z<1

4. Montrer
YA e]-Q,Q[,Vhe E,f € E.h = f — \O(f)

5. Si A € R*, montrer que :

. 1
dimker(® — AId) < 2 / o K (z,y)>dzdy
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