
1 Passage direct

1.1 Ex. 1 - Exponentielles et polynômes

1. Soit A ∈Mn(C), montrer que exp(A) est un polynôme en A, de degré < n2. (En fait, de degré < n
mais pour l’instant il nous manque un outil pour obtenir cela).

2. Ce résultat subsiste-t-il dans une algèbre de Banach de dimension infinie ?

1.2 Ex. 2 - Généralisation d’une formule bien connue

Soit E un K-e.v.n (avec K = R ou C), et f ∈ Lc(E). Montrer que

lim
n→∞

(
IdE +

1

n
f

)n

= exp f

2 Préparation 20min

2.1 Exercice 1 - De la convergence uniforme

1. Montrer que la suite de fonctions définie par fn : z 7→ (1 + z
n )n converge uniformément sur tout

compact de C vers exp.

2. Soit (zn) une suite de complexes de limite z. Montrer que (1 + zn
n )n → ez.

2.2 Exercice 2 - Pas normale

Montrer que la série de fonctions
∑ (−1)nx

n2+x2 converge uniformément sur R+ mais pas normalement.
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3 Préparation 40min - Un calcul explicite d’exponentielle

1. Montrer l’égalité

exp

(
0 −θ
θ 0

)
=

(
cos θ −sin θ
sin θ cos θ

)
2. Soit v = (a, b, c) un vecteur non nul de l’espace euclidien R3. Montrer que l’exponentielle de la

matrice antisymétrique

v̂ =

 0 −c b
c 0 −a
−b a 0


est la matrice de la rotation d’axe e = v/‖v‖, d’angle θ = ‖v‖. On pourra introduire l’endomor-
phisme X 7→ v ∧X.

3. Montrer la formule de Rodrigues :

exp(v̂) = I3 +
sin θ

θ
v̂ +

1− cos θ

θ2
v̂2

4. Une application de la question 1. On admet le résultat suivant : pour tout endomorphisme or-
thogonal d’un espace euclidien, il existe une base orthonormale telle que sa matrice y soit de la
forme 

R(θ1)
. . .

R(θr)
ε1

. . .

εs


où les R(θi) sont des matrices de rotation 2× 2 et les εi ∈ {−1, 1}.
Montrer alors que le groupe spécial orthogonal SOn(R) est l’ensemble des exponentielles de matrices
antisymétriques, et en déduire qu’il est connexe par arcs.
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