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INTRODUCTION

Une question classique en géométrie est de décrire I'intersection des formes
de la géométrie que l'on considére (différentielle, analytique ou algébrique).
L’illustration la plus élémentaire en géométrie algébrique est celle de 'inter-
section d’'une famille de variétés associées a la donnée de polynomes (i.e. une
famille d’hypersurfaces de l'espace affine). Le théoréme de Bézout fournit une
réponse a ce probléme. L’objet de ce mémoire est de présenter un énoncé et
une preuve de ce résultant dans le cas des courbes, i.e. des hypersurfaces du
plan ou, de maniére équivalente, des polynémes en deux variables.

Si 'on voit une hypersurface comme ’ensemble des zéros d’un polynoéme,
alors la question revient a chercher les zéros communs de famille des polynémes
associés. Cette question est une question trés ancienne dans cette branche
des mathématiques. Les résultats sur 'intersection entre des droites et des
coniques dans le plan sont connus depuis longtemps. On sait, de méme, que
les solutions rationnelles de deux polynomes homogenes de degré deux ont le
méme comportement que les solutions d’un polynéme de trois variables de
degré trois.

On ne sait pas vraiment qui a observé le premier que, en général, deux
courbes planes de degré respectivement p et ¢ s’intersectaient en pq points.
Ce que l'on sait, c’est que vers 1680 I. NEWTON a développé une méthode
d’élimination pour de telles équations, ce qui a produit le résultant : un
polynéme en une variable de degré pg dont les zéros donnent ’abscisse des
points d’intersections de deux courbes planes. La construction correspon-
dante pour n polynémes en n variables fut faite en 1764 par E. BEZOUT.
Le traitement qu’en fit E. BEZOUT était entiérement algébrique, bien qu’il
en fit une interprétation pour n = 2 et n = 3. Le nombre d’intersections de
deux courbes planes est au plus le produit de leur degré.

On peut en dire plus lorsqu’on se place, non plus dans le plan euclidien,
mais dans le plan projectif. En associant & un point de la courbe un cer-
tain entier que ’on nommera multiplicité d’intersection, il est possible de
démontrer que le nombre d’intersections de deux courbes, compté avec mul-
tiplicité, est exactement égal au produit de leur degré. C’est ce qu’on appelle
le théoréeme de Bézout qui est 'objet de ce mémoire.

Par ailleurs, et bien que nous n’abordions pas ce point de vue dans ce
texte, il est intéressant de noter qu’en géométrie algébrique moderne une
courbe n’est plus définie de maniére topologique comme ’ensemble des zéros
d’un polynéme, mais de maniére algébrique en tant qu’idéal engendré par un
polynéme. Ce point de vue est plus riche car il permet, entre autre, de faire
la distinction entre la courbe définie par 1’idéal engendrée par le polynéme F,
et celle engendrée par le polynome F?2. Le théoréme de Bézout reste valide
dans ce cadre.

ES
Pour ce mémoire, nous avons utilisé les références |1, 2, 3, 4].
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1. PRELIMINAIRES

1.1. Quelques propriétés de la localisation.
Tout les anneaux considérés dans la suite seront supposés commutatifs
et unitaires.

Soit A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A. On
rappelle une construction de la localisation de A par S, notée S~ A. Consid-
érons la relation ~ sur S x A. On dit que (s,a) ~ (s',a’) si et seulement si il
existe t € S tel que t(as’ — a’'s) = 0. Cette relation est une relation d’équiv-
alence sur l’ensemble S x A. Une définition de 'anneau S—'A est donnée
par S 1A =S x A/ ~. Cette construction vérifie la propriété universelle de
localisation.

Définition 1.1. On dit qu’un anneau A est local §’il posséde un unique idéal
maximal.

Remarque. Souvent, nous dirons que le couple (A, 9) est un anneau local,
si Panneau A a pour unique idéal maximal 9.

Proposition 1.1. Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) L’anneau A est local.

(2) 1l existe un idéal M de lanneau A tel que, pour tout élément x € A,
on o x ¢ M si et seulement si I'élément x est inversible.

Preuve : On suppose que "'anneau A est local d’idéal maximal 9t. Soit alors
un élément = ¢ M. Supposons, par l'absurde, que I’élément x n’est pas
inversible. Alors I'idéal engendré par x, noté (x) n’est pas égal a 'anneau A.
Par le théoreme de Krull, il existe un idéal maximal 9 tel que (x) < M.
Or l'anneau A est local, donc 9t = 9V, et x € M, ce qui est absurde. Donc
I’élément x est inversible.

Réciproquement on suppose qu’il existe un idéal I tel que si « ¢ 9 alors
I’élément x est inversible. Soit un idéal L tel que 9t < L < A. Si L # 9N, alors
il existe x € L tel que x ¢ 9. Cela impose, par hypothése, que I’élément x est
inversible. Donc L = A. On a montré que I'idéal 99t est maximal. Supposons,
par I’absurde, qu’il existe un autre idéal maximal 9V distinct de 91. Alors il
existe un élément x € M\M. Cet élément est donc inversible et M’ = A, ce
qui est absurde, car I’idéal était supposé propre. Donc 2 est I'unique idéal
maximal de A. Ce qui montre bien que I'anneau A est local. o

Si A est un anneau et B, un idéal premier de A, on sait que le sous-
ensemble A\P est une partie multiplicative de A.

Corollaire 1.1. Soit A un anneau, et soit ¥ un idéal premier de A. Alors
en notant S = AR, l'anneau S~ A est local d’idéal mazimal 5B - (S~LA).
3



Preuve : La preuve s’appuie sur la proposition 1.1 précédente.

Considérons un élément z ¢ PB. La propriété de localisation rend inversible
tout élément n’appartenant pas a 3, donc dans 'anneau S~ A, I’élément x
est inversible. Donc I’anneau (S~!A,) est local. o

Remarque. Par convention, on note Agp I’anneau localisé S~1A pour S =

AP

Lemme 1.1. Soit A un anneau, soit I un idéal de A, soit S une partie
multiplicative de A, soit J un idéal de ST'A. On note ¢: A — S71A le
morphisme de localisation. Alors on a les propriétés suivantes :

(1) InS # & si et seulement si [-S71A =514
@) () S A=
Preuve : (1) On a les équivalences suivantes :
I-S1'A=5"As1el-S'Aas (S H)Y*An(I-S1A) 2

S'il existe s € I 'S, alors (S™H*A N (I-S7'A) # &, car £ € - ST1A
Réciproquement si I - S~'A = S~1A, alors, en particulier, pour tout s € S,
I'élément § est dans [ - S~1A. Donc il existe x € I et 7 € S tel que =
Donc il existe t € S tel que tsr = tx. En notant z cet élément, on constate
quezelnS.

(2) L’ensemble ¢~ !(J) est un idéal de A. De plus ¢(¢ 1(J)) < J, donc
I'idéal engendré par (o 1(J)), & savoir ¢ 1(J) - S™1A est inclu dans J.

x S

Réciproquement, soit £ € J, alors T -{ = 7€ J. Doncx e o HJ). o

1.2. Quelques propriétés des corps algébriquement clos.

Définition 1.2. On dit qu'un corps k est algébriquement clos si tout polynéme
de degré supérieur ou égal a un, & coeflicients dans k, admet au moins une
racine dans k.

Exemple 1.1. Le corps R des nombres réels n’est pas algébriquement clos,
car le polynome X? + 1 n’admet pas de racine dans R. Le corps C des
nombres complexes est algébriquement clos.

Proposition 1.2. Un corps algébriqguement clos est infin.

Preuve : Raisonnons par contraposée. Soit k un corps fini. Alors il existe
n € N tels que k = {a1, ag, ..., an}. Considérons dés lors le polynome P(X) =
IT (X —a;) + 1. Alors, pour tout i € [1,n], P(a;) = 1 # 0f. C’est un
polynéme non constant qui n’admet pas de racine dans k. Donc k n’est pas
algébriquement clos. o

Théoréme 1.1. Un corps k est algébriquement clos si et seulement si tout
polynéme homogéne non constant F' € k| X,Y| se décompose en un produit

de polynoémes de la forme bX — aY avec (a,b) € k2.
4



Preuve : On suppose le corps k algébriquement clos. Soit F' € k[X,Y] un
polynéme homogene de degré d. Il existe des éléments a; j € k tels que F' =
Zai,d—iXinfi- Alors, dans 'anneau k(Y)[X], on a F' = YdZai,d_i(é)i.

(2

1
Posons F' = Y a; 4—i(X')" € k[X']. C’est un polynome en la variable X’
i
de degré d. 1l découle du fait que le corps k est algébriquement clos que le
d
polynome F’ se factorise sous le forme F' = X [[(X’—¢;). Nous en déduisons

la formule suivante :

X—CZ'Y

d
F=YiF'(X/)Y) —AH Y —¢Y) =\
i=1

-

Il Q.

—_ :]
~~

On a bien prouvé la premiére implication.
Prouvons la réciproque. Soit F' € k[X] un polynome de degré d. Il existe

des éléments a; € k tels que I/ = > a; X*. Construisons le polynome suivant :
i=0

X
F= YdF’ 2 a; X'y -
=0

Par hypothése, le polynéme F' se décompose de la maniére suivante, F' =

[1(b:;X — a;Y). Une factorisation par Y¢ permet de réécrire le polynéme
i=1

sous la forme F = Y4 H(b,% — a;). Nous pouvons en déduire la relation
i=1

d
Yy 1:[1([)2% —a;) = YF'(3) dans Panneau k(Y)[X]. Donc, comme 1’anneau

E(Y)[X] est intégre, F'(X) = H(b X — a;). Le polynéme F’ admet une
-1
décomposition en polynomes de degre un. Donc le corps k est algébriquement

clos. o

Remarque. La preuve du théoréme précédent est fondée sur un principe
d’homogénéisation et de déshomogénéisation pour des polynémes en deux
variables. Ce principe sera présenté en détail dans la partie 4.1 pour des
polynémes en trois variables.

Corollaire 1.2. Soit k un corps algébriquement clos, et soit F' € k[ X, Y]\{0}
un polynéme homogéne. Soit (a,b) € k?\(0,0) tel que F(a,b) = 0, alors le
polyndéme bX — aY est un facteur de F.

Preuve : En vertu du théoréme 1.1, on sait que 'on peut écrire F' sous la
forme d’un produit 1_[ (biX —a;Y') de facteurs non nuls. Comme F'(a,b) = 0,

il existe un facteur de F, disons b; X — a;Y tel que bja — ajb = 0.
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Autrement dit, nous avons

aaj

b b

=0.

Il existe donc un élément \; € k tel que a; = Aja et b; = A\;b, ce qui conclut

la preuve. o

2. LE RESULTANT

2.1. Définition.

Soit A un anneau et soient

fi= S aiYie A[Y]
1=0
g:= Zo BiY' e AlY]

deux polynémes & coefficients dans A. Nous supposerons toujours les coeffi-

cients ayy, Bn # 0 et m,n = 1.

Définition 2.1. On appelle résultant de f et g, et 'on note Res(f, g) I'élé-

ment de 'anneau A défini par :

Qg 0 - 0 0 Bo 0 e 0 0
a; Qg : : p1 Bo : :
ap .0 : pr - 0

Qg 0 : Bo 0
Q-1 ay ao  Bn-1 Bi Bo
Qm Q1 ay Bn  Bn-1 : B
0 am 0  fBn :
0 Q1 0 R 0
: Q. Qp—1 : : Bn  Bn-1
0 0 0 Qi 0 0 - 0 Bn

J

n colonnes

m colonnes

s m+n lignes

J

Remarque. Le fait que dans la matrice sous-jacente au déterminant présenté
ci-dessus, appelée matrice de Sylvester, les coefficients a,, et 5, soient alignés

n’est qu'un hasard.

Remarque. Par convention, si n =m

Res(f.o) - {

= 0, alors on pose :

si f=¢g=0,
sinon.

0,
L,
6



11 est possible de donner une définition alternative du résultant, vu comme
le déterminant d’une certaine application linéaire.
On identifie I’ensemble des polynémes unitaires de degré n a coefficients
dans A & I'espace A™ via la bijection
n—1 )
X"+ Z an—i X' — (a1,...,ay).
i=0
Soit m: AP x A? — APt Iapplication qui au couple de polynomes (P, Q),
de degré respectifs p, g, associe le produit PQ.

Proposition 2.1. Le résultant de P,Q s’identifie au déterminant de la ma-
trice jacobienne de m au point (P, Q).

p—1 )
Preuve : 1l existe des éléments a; € A et §; € A tels que P = XP+ > ap—; X*

=0
q—1 )
et Q = X794 )} B4—;X7. L’application m associe aux éléments (o, -+, p) €
j=0
AP et (B1,---, Bq) € A9, I'éléement (o +P1,- -+, X, ap_ifg—j, - ,0pPy) de

itj=k
AP pour 0 < k<p+q—1.
L’application m est différentiable, car polynémiale composante par com-
posante. On peut alors calculer la matrice jacobienne qui lui est associée :

(ain (X b))
itj=k

. Bn pour 0 <n<qg—1
ol u, = e < 1
0<k<prq—1, 0<n<ptq—1 Qp—q poUrgsnsp+gq-—

Cette matrice est égale & :

ap 0 - 0 By 0 -~ 0
ap—1 ap - 1 Beo1 By
i 0 i
B i .0
o1 R ap 0 B1 o By
oo e : ST
0 0 - a 0 0 - f

On reconnait la matrice de Sylvester définissant le déterminant. Le déter-
minant de la matrice jacobienne de m est bien égal au résultant des polyndémes

P.Q. o
2.2. Quelques propriétés importantes du résultant.

Lemme 2.1. Soit A un anneau intégre, et f,g € A[Y] deuz polynémes non
nuls. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) On a Res(f,g) =0.



(2) Il existe P,Q € A[Y]\{0}, deg(P) < m et deg(Q) < n tels que
fQ=gP.

Preuwve : On considére le systéme d’équations suivant :

m n—1 n m—1
QlaY) - (Dl uY)y = (O BYH) - (D] wY?)
i=0 i=0 i=0 i=0

La condition (2) revient & ’existence d’une solution non triviale de ce sys-
téme. En développant I’équation précédente et en identifiant coefficient co-
efficient, on obtient :

Brtm—1

Bnum—Q + /Bn—l Um—1

AmUn—1 =

AmUp—2 + Qm—1Up—1 =

Bouo
On peut réécrire ce systéme sous forme matricielle et on reconnait la trans-
posée de la matrice de Sylvester définissant le résultant

Qoo =

0

0

a 0 50 0 0 0 —UQ
ag Qo . B Bo :
Qi 0 b1 0
(67)) 0 . ﬁo 0
0= | @m-1 : a1 a P B Bo —Up—1
O Qm—1 aq Bn ﬂn—l 61 Um—1
0 Qo 0 Bn
0 Am—1 0 ﬁnf 1 0
. . Om Om—1 . . ﬁn anl
0 0 0 o 0 0 0 B Un 1

D’aprés les formules de Cramer sur la résolution de systémes d’équations,
I'existence d’une solution non triviale dans le corps des fractions de A, noté
k, équivaut donc a la nullité de Res(f, g). Mais I’existence d’une solution non
triviale dans k équivaut & I'existence d’une solution non triviale dans A. En
effet, il suffit alors de multiplier les solutions par un dénominateur commun. o

Théoréme 2.1. Soit A un anneau factoriel. Soient f, g € A[Y] deuz polynémes
non nuls, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) On a Res(f,g) =0.

(2) Les polynéomes f et g ont un facteur commun non constant dans
AlY].

Preuve : On suppose (2), alors il existe h € A[Y] avec deg(h) > 0 tel que

f = fh et g = gh. On déduit donc l'égalité fg = gf, avec deg(f) < n et

deg(g) < m. Le lemme 1.1 implique donc la nullité du résultant Res(f, g).
8



Réciproquement, si le résultant Res(f, g) est nul, d’apres le lemme 1.1, il
existe P,Q € A[Y]\{0}, avec deg(P) < m et deg(Q) < n tels que fQ = gP.
Dans un anneau factoriel, tout élément non nul et non inversible admet une
décomposition en irréductibles. Les facteurs irréductibles d'une décomposi-
tion de g apparaissent tous dans une décomposition de f@Q. Or, ils ne peuvent
pas tous apparaitre dans une décomposition de @ car deg(Q) < deg(g). Ceci
prouve que I'un d’eux apparait dans une décomposition du polynéme f.
Donc les polynémes f et g possédent un facteur commun. o

Lemme 2.2. Soit k un corps, et soient f,g € k|X,Y,Z]| des polynomes
homogenes en trois variables. Alors [’égalité suivante est vérifiée :

Resz(f,g9)(a,b) = Resz(f(a,b, Z), g(a,b, Z))

Preuve : Notons n = deg(f) + deg(g) , et S(x,y) = (u@j(:c,y))lgmgn la
matrice de Sylvester associée au résultant par rapport & Z des polynoémes f
et g. Soit (a,b) un élément de k2. Alors, on a les égalités suivantes :

det(S(z,y))(a,b) (2 5(U)Hui,o(i)(xay))(a7 b)

ceG,

ZG 5(0) H Ui o (3) (CL, b)
oceG, i
= det(S(a,b))
Or det(S(z,y))(a,b) = Resz(f, g)(a,b) et det(S(a, b)) = Resz(f(a, b, Z), g(a,b, Z)).
On en déduit I’égalité voulue. o

Corollaire 2.1. Soit k un corps algébriquement clos et soient f, g € k[X,Y, Z]
des polynémes homogénes en trois variables. Soit (a,b) € k? tel que le ré-
sultant Resz(f, g)(a,b) soit nul. Alors les polynomes f(a,b,Z) et g(a,b, Z)
admettent une racine commune.

Preuve : D’aprés le lemme 2.2, on a ’égalité suivante :
Resz(f,9)(a,b) = Resz(f(a,b, Z), g(a, b, Z))

D’aprés le théoréme 2.1, on en déduit que les polynoémes f et g possédent
un facteur commun, noté h. Comme le corps k est algébriquement clos, le
polynéme h posséde une racine dans k, noté c. Donc ¢ est une racine com-
mune de f et g. Ce qui conclut la preuve. o

Théoréme 2.2. Soit A un anneau, sotent F' et G deux polynémes homogénes
dans A[X1,...,Xs,Y] de degrés respectifs m et n. St les degrés en 'Y de F
et G, considérés comme des éléments de Uanneau A[X1,...,Xs]|[Y], sont
respectivement m et n, leur résultant est soit nul, soit un polyndéme homogeéne
de degré mn dans A[X1,..., Xs].

Preuve : On peut écrire F' et G sous la forme
F=A,+A,1Y +...+A)Y™

G=DB,+B, 1Y +...+ByY"
9



avec A;, B; des polynéomes homogenes de degré i dans A[ X7, ..., X;]. De plus

Ay # 0 et By # 0 par hypothése. Le résultant Res(tX1, ..

., tXs) est alors

égal & :
" Ay, 0 0 0 t" B, 0 ) 0 0
tm A, t™ A, . . t"'B,_, t" B, . . .
. tm AL, 0 . . t"'B,_, . 0 .
ﬁ ﬁ ™ A 0 ﬁ Z . "Ba 0
tA; . " A, t" A, tB,y . . "By t" B,
Ao tAq . tm_lAm71 Bo tBq . . tn_an71
0 Ao . . 0 Bo ) ) .
: 0 tA, . : 0 : By 0
. . Ag tAq . . Bo tB1
0 0 0 Ag 0 0 . 0 Bo
En multipliant la ™€ colonne par t"~**! pour 1 <4 < n, et la (n + j)®™®
colonne par t™7*! pour 1 < j < m, on obtient :
tPR(tXq, ..., tXs) =tIR(Xy,...,Xs)
N n{n+1 m(m+1 m+n)(m+n+1 N 4 .
olp = %—i—% etq = %, d’ot, on déduit que R(tX7q,...,tX) =

" R(X1,...,Xs). Ce qui conclut la preuve. o

Théoréme 2.3. Soit A un anneau intégre et soient F,G deuzr polynémes
unitaires de A[X] de degrés respectifs n et m. On note (A1,---,\,) (resp.
(B, -« o)) les racines de F' (resp. G) dans une cloture algébrique du corps
des fractions de A. Alors le résultant de F,G est égal a Res(F,G) = [[(Ni —
0,
1)
Preuve : Dans la mesure ou les coefficients de F' et G s’expriment en fonction
des \;, respectivement u;, il est légitime de considérer le résultant de F, G
comme un polynome dépendant des \; et des p;. En considérant le résultant
comme un polynoéme en les variables (A1, - - - , i, ) le théoréme 2.2 nous assure
qu’il est de degré mn. De plus ce polynéme s’annule s’il existe i, j tels que
Ai = pj. En effet, sil existe 4,7 tels que A\; = i, alors les polynémes F' et
G ont une racine commune, donc un facteur commun. D’aprés le théoréme
2.1, le résultant de F et G est donc nul. Donc le polynome Res(F, G) est un
multiple du polynome [ [(\; — 7). 1l existe a € A tel que Res(A1, -+, ) =
0.
a (XA — p). En évaluant en un point, on peut montrer que Res(F,G) =
0]

[T = g5)-

0,J
Remarque. Pour des polynomes F, G € k[ X ] de coefficients dominants «,, et
Bm, on a l'égalité Res(F,G) = a8y | [(Ni — pj)

2%

Corollaire 2.2 (Multiplicativité du résultant). Le résultant est multiplicatif.
C’est-a-dire que, pour tous polynéomes F,G, H € A|X], l’égalité suivante est
vérifiée : Res(F,GH) = Res(F,G) - Res(F, H).

10



Preuve : C’est un corollaire du théoréme 2.3, car les zéros du polynéme GH
sont exactement les zéros de G et les zéros de H.

Corollaire 2.3. Soit A un anneau et soient F' et G deuz polynomes de A|X].
Soit pe N. Alors il existe c € A tel que Res(XPF,G) = cRes(F, G).

Preuve : Notons n le degré de F', m celuide G et (A1, -+, \p) (resp. (1, - - -, fim))
les racines de F' (resp. G) dans une cloture algébrique du corps des fractions

de A. Les racines de XPF sont alors (A, , Apg1, -+, Apyp) OU pour tout
i€ [n+1,n+p],\i =0. Le théoréme 2.3 assure donc que :

m

Res(X?F,G) = [ [T]On — u5) x [ [(=ms)" = [ [(~15)? x Res(F, G)
j=1

i=1j=1 j=1

Théoréme 2.4. Soit A un anneau et soient F et G deuzr polyndémes de
A[X] de degrés respectifs m et n tels que n = m. Alors, pour tout polynome
U € A|X] de degré inférieur ou égal & m — n, 'égalité suivante est vérifiée :
Res(F,G) = Res(F,G + UF).

Preuve : La preuve de théoréeme est calculatoire. Elle sera admise. Cepen-
dant I’idée de la preuve consiste & effectuer des opérations élémentaires sur
les colonnes du déterminant. Notons M la matrice de Sylvester associée au
résultant de F et G et M’ celle associée au résultant de F' et G+ UF'. Passer
de M & M’ se fait en ajoutant & chaque colonne de M une combinaison
linéaire des autres colonnes de M.

3. LESPACE PROJECTIF

3.1. Définition de I’espace projectif.

Définition 3.1 (Définition d’un espace projectif). Soit k£ un corps et E un
espace vectoriel sur k.
On introduit une relation d’équivalence notée ~ sur E\{0} :

r~ye I ek, r=M\y

On définit alors I'espace projectif sur E comme étant I’ensemble quotient
E/ ~.

On note cet ensemble P(E) et on lui associe 'application 7 : E — P(E)
induite par la propriété universelle du quotient.

Remarque. Sila dimension de ’espace vectoriel E est n, alors la dimension

de P(E) est n — 1.

Remarque. Pour un espace vectoriel E sur k de dimension finie il existe
n € N\{0} tel que E s’identifie & k™. Dans ce cas, nous noterons P"1(k)
pour P (k™).
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3.2. Repéres de 'espace projectif.

Définition 3.2 (Repére dans un espace projectif). Lorsque E est de di-
mension finie n, on nomme repére projectif de P(FE) tout (n + 1)-uplet
(p1,-.-,Pn+1) de P(E) tel qu’il existe une base (e1,...,e,) de E vérifiant :
(i) m(e;) = pi, Vi e [1,n]

n
(i) 7( 22 ex) = ppr1.

k=1
Si z € E a pour coordonnées (x1,...,z,) dans la base (e, ..., e,), on note
[£1 : ... : @py1] les coordonnées dites homogénes de 7(x) associées a cette
base.

Cette définition fait sens. En effet, si (p1,...,pn+1) est un repére de P(E)
provenant de deux bases (eq,...,e,) et (¢f,...,e),) de E alors 7(e;) = w(e})
et m(er +...+en) =7(e] +...+¢€)) pour tout i € [1,n].

Les n premiéres égalités impliquent que pour tout ¢ € [1,n], il existe \; € k*
tel que e; = \jel.

La derniére se réécrit donc m(Ae] + ...+ Mpel,) = w(e) + ... +¢€)) ce qui
signifie qu'il existe A € k* tel que M€} + ...+ e, = M) +... +€)).
Comme (€],...,e)) est une base de E, on a finalement \; = A pour tout
i € [1,n]. Les coordonnées homogeénes d'un élément de P(FE) ne dépendent

donc pas de la base de E dont on se sert pour construire le repére projectif.

Proposition 3.1 (Changement de repére dans le plan projectif). Soient E

un espace vectoriel et P(E) espace projectif associé. Soient (pi1,...,Pnt1)
et (p,...,D)4q) deux repéres projectifs de P(E). Alors il existe une appli-
cation v : P(E) — P(FE) qui transforme le repére (p1,...,pnt1) en le repére

(pllv e vp,nJrl) .

Preuve : D’aprés la définition 1.3 il existe deux bases (eg, . .., ey) et (ef, ..., €
vérifiant respectivement :

(i) m(e;) = pi, Vie [1,n]

n

(11) 77( Z ek) = Pn+1-

k=1
() m(e;) = pi, Vi€ [1,n]

(i) (3 €)= Py

k=1
Alors il existe un automorphisme de E noté u € GLy(F) qui transforme la
base (eo, ..., en) en la base (ep, ..., e},).

On considére 'application @ : E\{0} - P(E) qui & x associe m(u(x)). Cette
application est telle que pour tout = € E\{0} et A € k, on ait u(A\x) = u(x).
Ainsi, par propriété universelle de factorisation, 'application @ induit une
application v : P(E) — P(F) qui transforme le repére (p1,...,pn+1) en le
repére (pi,...,pn,1). En effet, pour tout 1 < i < n+ 1, le calcul montre
v(pi) = mou(e;) = m(e;) = pj. o

12



Remarque. L’application v est indépendante du choix des bases (e, ..., en)

et (ef,...,el).

Proposition 3.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit P €
P(E). On peut compléter P en un repére projectif.

Preuve : Comme 7 : E\{0} — P(F) est surjective, il existe e € E\{0} tel que
m(e) = P. Comme e # 0 et que F est de dimension finie, on peut compléter
e en une base (e, ea,...,e,) de E. Cette base induit un repére projectif dont
la premiére composante est P. o

4. COURBES PLANES

4.1. Définition.

Définition 4.1 (Courbe affine plane). Soit k un corps. On appelle courbe
affine plane C le sous-ensemble de k? défini par C = {z € P?(k); F(x) = 0}
ou F € k[X,Y] est un polynome non constant. Le degré de la courbe C est
le degré du mondme de plus haut degré de F.

Remarque. Soit un polynome F' € k[ X, Y]\k. Nous noterons V(F') la courbe
affine plane associée.

Définition 4.2 (Courbe projective plane). Soit k un corps. On appelle
courbe projective plane C le sous-ensemble de P2?(k) défini par la donnée
de C = {z € P%(k);F(x) = 0} ou F € k[X,Y,Z] est un polynéme ho-
mogene non constant. Le degré de la courbe C est le degré commun a tous
les monoémes de F'.

Remarque. Soit un polynéme F € k[X,Y, Z]\k. Nous noterons V. (F) la
courbe projective plane associée.

4.2. Homogénéisation et déshomogénéisation.

Soit P un polynome de k[X,Y]. Le principe d’homogénéisation est une
application de k[X,Y] dans k[X,Y, Z], qui au polynéme P(X,Y) associe
le polynome P(X,Y,Z) := Z4P($,Y), ot d = deg(P). Le polynéme P €
k[X,Y, Z] ainsi obtenu est homogéne de degré d.

Remarque. 1l nous semble important de noter que ce polynéme P est a priori
un élément de 'anneau k(Z)[X,Y]. Il s’agit de vérifier qu'il appartient a
I'image de k[X,Y, Z] par la localisation. Si tel est le cas, comme k[X,Y, Z]
est intégre, le morphisme de localisation est injectif, et donc il est légitime
d’identifier P a son antécédent dans k[ X,Y, Z].
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Preuve : Il existe des entiers n,m € N et a; ; € k, avec n+m = d, tels que

P(X,Y) =3 3 ai;X7Y7. Par définition P(X,Y,2) = Z¢ 3 3 a;;(X)1(%7).

=0 j=0 =0 7=0

n o m
P(X,Y,Z) = 2 Z ai; XYIZ T avec d —i—j =0
i=045=0
Donc le polynéome P est bien un élément de I'image de k[X,Y, Z] par la

localisation.
De plus, pour tout élément A € k :

AX AY. s X Y

Ainsi, le polynéme P de k[X,Y, Z] est homogéne de degré d.

PAX,\Y,\Z) = (\Z)4P

Définition 4.3 (Homogénéisé). Le polynoéme P construit ci-dessus est ap-
pelé 'homogénéisé de P.

Exemple 4.1 (Homogénéisation). Considérons la courbe affine de degré
deux définie par P(X,Y) = XY — 1. C’est une hyperbole. On plonge cette
courbe dans le plan projectif en multipliant par Z98(") = Z2 le polynome P
pris en (%, %) Le polynéme décrivant notre hyperbole dans ’espace projectif
est donc Q(X,Y,2) = Z3($% — 1) = XY — 72

Soit P un polynéme homogene de k[ X, Y, Z]. Le principe de deshomogénéi-
sation est une application des polynomes homogenes de k[X,Y,Z] dans
k[X,Y], qui au polynéme P(X,Y, Z) associe le polynome P := P(X,Y,1).

Définition 4.4 (Deshomogénéisé). Le polynome P € k[X,Y] ainsi défini se
nomme le déshomogénéisé de P.

Exemple 4.2 (Déshomogénéisation). Réciproquement, on considére la courbe
projective définie par le polynéme homogéne de degré deux Q(X,Y,Z) =
XY — Z2. La courbe en question est 'ensemble des points de [z:y:2]€
P2(k) tels que 2y — 22 = 0. On souhaite se replacer dans le plan affine qui
est en bijection avec {(z,y,1); (z,y) € k?}. Diviser 'égalité précédente par
29e8(Q) = 22 et donc loisible. On obtient alors que dans le plan affine, notre
courbe est 1’ensemble des points (2/,y') € k? tels que

Xz
S )
z z
—— ——
w/ y/

Proposition 4.1. L’homogénéisation et la deshomogénéisation sont des ap-
plications réciproques l'une de autre.

Preuve : Notons k| X, Y, Z] 'ensemble des polyndomes homogenes de k[ X, Y, Z],
14



[ RX Y] - R[X,Y, 7] i
| P(X)Y) » P(X,Y.Z)=ZP(%,%) ot d = deg(P)

 kW[X,Y,Z] — k[X,Y]
‘Z"{ P(X,Y,Z) — P(X,Y)= Y, 1)

P(X,
Soit P € k[X,Y]. ¢(p(P(X,Y))) = 19sP)p(X Yy — P(X,Y) donc
pop= Idk[X,Y]~
Soit P € ku[X,Y, Z]. (¥ (P(X,Y, Z))) = Z4sPXYVP(L, 7)) = P(X,Y, Z)
donc @ o 1][) = Idkh[X,Y,Z]'
Donc homogénéisation et déshomogénéisation sont deux procédés récipro-
ques 'un de l'autre.

4.3. Composantes irréductibles.

Soit A un anneau factoriel. Soit P € A[X, Y] un polynéme non constant.
Comme l'anneau A[X, Y] est factoriel, le polynome P admet une décomposi-
tion en produit de facteurs irréductibles. Cette remarque permet de définir la
notion de composantes irréductibles des courbes planes projectives ou affines.

Définition 4.5 (Composante irréductible). Soit k& un corps.

(1) Soit C une courbe affine plane définie par un polynéme non constant
f € k|X,Y]. Les composantes irréductibles de C sont les courbes
affines planes associées aux facteurs irréductibles de f.

(2) Soit C une courbe projective plane définie par un polynéme homogene
non constant F' € k[ X,Y, Z]. Les composantes irréductibles de C sont

les courbes projectives planes associées aux facteurs irréductibles de
F.

Remarque (Composante irréductible commune). Soit A € {k,k[Z]} et F,G €
A[X,Y]. On dit que les courbes V(F) (ou Vi (F)) et V(G) (ou Vi(G))
ont une composante irréductible commune s’il existe un facteur irréductible
commun aux polynémes F' et G.

Théoréme 4.1. Soit C, D deux courbes projectives planes définies respective-
ment par F,G € k[X,Y, Z]. Les courbes C,D ont une composante commune
si et seulement si Res(F,G) =

Preuve : C’est une reformulation dans un cadre plus restreint du théoréme
2.1.

Lemme 4.1. Soient F' et G deuz polyndémes homogénes de k| X, Y, Z|. Définis-
sons les polynomes F(X,Y) := F(X,Y,1) et G(X,Y) := G(X,Y,1), qui
correspondent aux polynéomes F et G deshomogénéisés. Si les polynomes F
et G sont sans facteur commun, alors il en va de méme pour les polyndémes
F et G.
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Preuve : Nous allons démontrer le résultat par contraposée. Supposons que
les polynomes F et G possedent un facteur commun noté Q de degré supérieur
a 1. Il existe alors des polynémes F' et G dans k[X,Y] tels que :

{(i) F(X)Y) = QX,Y)F(X.)Y)
(i) GX)Y) = QX Y)G'(X,Y)

Nous noterons n = deg(F), m = deg(G), d = deg(Q), n' = deg(F") et
m’ = deg(G"). On déduit des égalités (i) et (ii) que n = d+n' et m = d+m’'.

E
G

)Z" F'(%, %)

{(z") F(X.Y,2) = 2"F(3.%) = 2Q( £y
795, 57763, %)

(“ ) G(Xv Yv Z) = ZmG(fv 7) = (73

NI =g

Le polynoéme défini par Q(X,Y, 7)) = ZdQ(Z, Z) est un élément non con-
stant de k[X,Y, Z]. C’est donc un facteur commun des polynémes F' et de
G.

Nous avons ainsi démontré, par contraposée, que si les polynomes F' et G
sont sans facteurs communs alors il en va de méme pour les polynomes F' et
G. o
Proposition 4.2. Soit F un polynome de k[X,Y], d’homogénéisé F. Si Q
est un facteur non constant de F, alors ’homogénéisé QQ de Q) est un facteur
de F.

Preuve : Soit Q un facteur non constant du polynome F. Il existe alors un
polynéome F’ dans k[X,Y] tel que :

F(X,Y) = Q(X,Y)F'(X,Y)
Nous noterons n = deg(F), d = deg(Q), et n’ = deg(F'). On déduit de
légalité ci-dessus que n =d + n'.

XY
ZZ 2
Le polynéme défini par Q(X,Y, Z2) = ZdQ(% 2) est un élément non con-
stant de k[X,Y, Z]. C’est donc un facteur du polynéme F. o

F(X,Y,Z)=Z"F(= ZdQ(%, %)Z”'F’(— —)

Proposition 4.3. Soient F' un polynome homogéne de k[X,Y, Z] définissant
une courbe projective plane notée Vo (F). Si le point [a : b : c] € P?(k) est
tel que F(a,b,c) =0, et si [a:b: c] nest pas un point & Uinfini (i.e. ¢ #0).
Alors (£, b) € k% est un zéro du déshomogénéisé de F.

Preuve : Soit F' un polynéme homogene de k[X,Y, Z] de degré d. 1l ex-

iste des éléments a; ; € k? tels que F(X,Y,Z) = Za”XlYJZd i=J . Soit,
7‘7

de plus, un élément [a : c] de € P%(k) tel que F(a,b,c) = 0. Dans

ce cas Za”a’lﬂcd = = O On obtient aprés factorisation par ¢? I’égalité

7]
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e e

chai,j(%)i(g)j = 0. Comme c est non nul, on en déduit que F(2,2, 1) =0,
27-]

a b

2, 2) est un zéro du déshomogénéisé de F'. o

i.e 'élément (

Pour conclure, nous résumons ce paragraphe sur les opérations d’homogénéi-
sation et de déshomogénéisation en présentatnt un diagramme qui explique
leur compatibilité au niveau des polynomes et des points. Soit f € k[X,Y]\k
un polynoéme, supposé sans facteur irréductible multiple.

homogénéisation
f e KX, Y] f e k[X,Y, 2]
A »
/ \
/ \’/ \
/ déshomogénéisation \

/ \
/ \
| |

Nullstellensatz | V() V4(:) | Nullstellensatz
| |
\ /
\ /
\ homogénéisation /
\ /
\ /
N 4
V(f) Vi(f)
déshomogénéisation

Remarque. Le théoréme du Nullstellensatz n’est valable que dans un corps
k algébriquement clos.

Notons enfin que l'on a :
Vi(f) ={la:b:1]; f(a,b) =0} v {[a:b:0]; f(a,b,0) =0}

Les éléments du sous-ensemble {[a : b : 0]; f(a,b,0) = 0} de V,(f) son
appelés points a U'infini de la courbe V(f).

5. DEFINITION DE LA MULTIPLICITE D’UN POINT D’INTERSECTION DE
DEUX COURBES

Dans cette section, nous allons introduire la notion de multiplicité d’in-
tersection de deux courbes.
17



5.1. Quelques définitions préliminaires.

Soient F,G € k[X,Y]\k deux polynomes. Soient C,D les courbes affines
planes qui leur sont respectivement associées. Soit P = (a,b) € k% un point
tel que F'(a,b) = 0. Dans ce paragraphe, nous allons introduire des notions
utiles pour la suite.

Définition 5.1. Soit P un point du plan euclidien k£2. On dit que les courbes
C, D s’intersectent proprement en P si les polynémes F, G n’ont pas de fac-
teur (irréductible) commun non constant H € k[X,Y] tel que H(P) = 0.

Soit P = (0,0) l'origine de k2. Il existe une famille ( F})<i<n de polynémes,
unique, telle que, pour tout entier 4, le polynoéme F; € k[ X, Y] soit homogéne
de degré i, et F = F,, + Fip 11 + ... + F,,. Rappelons que, pour tout entier 4,
le polynéme F; est appelé composante homogéne de degré i de F. La courbe
affine plane associée au polynoéme F,, est appelé cone tangent de C.

Définition 5.2 (Multiplicité au point P).
(1) Si P =(0,0),la multiplicité a l’origine du polynéme F est le nombre

m est défini ci-dessus. Nous le noterons m =: mggy(F'). C'est aussi
le degré du cone tangent de C.

(2) Si P = (a,b) € k2, la multiplicité au point P du polynome F est
définie par mp(F) := m(oo)(FT), ou FI(X,Y) = F(X +a,Y +b).

Décomposons le polynome sous la forme FT(X,Y) := F(X +a,Y +b) =
Gm+Gmi1+...+Gy. De méme, d’aprés le théoréme 1.1, le polyndéme G, se
décompose sous la forme G,,, = || Lfi, ot L; = a; X + B;Y, avec ay, 3; € k2.

Définition 5.3 (Droites tangentes). Les droites a;(X — a) + 8;(Y —b) sont
appelées les droites tangentes de F' en P = (a,b).

Définition 5.4. Soit T" est un changement de repére du plan affine. Notons
FT et G7 les polynomes définissant respectivement les deux courbes CT :=
{z € k% F(T(x)) =0} et DT := {z € k%, G(T(x)) = 0}.

5.2. Une approche axiomatique de la multiplicité d’intersection.

Soient F' et G deux polynomes de k[X, Y] non constants qui définissent
des courbes planes affines, notées C et D. Nous souhaitons définir la mul-
tiplicité d’intersection de ces deux courbes en un point P € k2. Nous in-
troduisons les axiomes suivants pour définir une application I de ’ensem-
ble k? x (k[X,Y]\k)? dans N u {c0}. Pour tout P € k? et tout couple
(F,G) € (k[X,Y]\k)?, nous définissons :

(1) I(P, (F,@)) est un entier positif, pour tous polynéomes F, G, et point
P tels que les courbes C et D g’intersectent proprement en P. Si les courbes
C et D ne s’intersectent pas proprement en P alors I(P, (F,G)) = .

(2) I(P,(F,Q)) = 0 si et seulement si le point P ¢ C n D.

(3) Si T est un changement de coordonnées du plan affine tel que, pour

Qe k? T(Q) = P, alors I(Q, (FT,GT)) = I(P, (F,G)).
18



(4) I(P,(F,G)) = I(P, (G, F)).

(5) I(P,(F,G)) = mp(F)mp(G) avec égalité si et seulement si F' et G
n’ont pas de droites tangentes communes au point P.

(6)Si F =[] F" et G =[G} Alors I(P, (F,G)) = Y, ris; (P, (F;, Gy)).
2y

(7) Pour tout polynéme A € k[X,Y], I(P,(F,G)) = I(P,(F,G + AF)).

Théoréme 5.1. Pour tout couple (F,G) € (k[X,Y]\k)?, pour tout point
P e k2%, il existe au plus un entier I(P,(F,Q)) vérifiant les aziomes (1) a
(7) précédents.

Preuyve : 1l suffit de donner un algorithme constructif pour calculer I(P, (F, G))
en utilisant seulement les propriétés (1) & (7). Comme la propriété (3) as-
sure que les changements de coordonnées ne modifient pas la multiplicité
d’intersection, on peut supposer que P = (0,0). Par ailleurs, & moins que
les polynomes F' et G ne définissent la méme courbe, on peut supposer qu’il
existe un point ou les courbes s’intersectent proprement. Nous supposerons
donc, par la propriété (1) que le nombre I(P, (F,G)) est fini. La propriété (2)
nous permet le calcul dans le cas ou I(P, (F,G)) =0, i.e lorsque P ¢ C n D.
Nous procéderons donc par récurrence, on suppose que I (P, (F,G)) =n >0
et que 'on sait calculer I(P, (F,G)) lorsque I(P,(F,G)) < n.

Notons respectivement r, s € N, les degrés des polynémes F(X,0), G(X,0) €
E[X]. Comme la propriété (4) assure la symétrie de la multiplicité d’inter-
section par rapport & F' et GG, on peut supposer que r < s.

Premier cas : Si v = 0. Alors Y divise le polynéme F', et il existe H €
E[X,Y] tel que F' = Y H. Par la propriété (6), on en déduit ’égalité suiv-
ante : I(P,(F,G)) = I(P,(H,GQ)) + I(P,(H,G)). Le polynéme G s’écrit
sous la forme G(X,Y) = X™(ap + -1 X + ... + a, X") + YQ(X,Y), avec
ap # 0, et Q(X,Y) € k[X,Y]. Par la propriété (7), nous en déduisons 1’é-
galite I(P,(Y,G)) = I(P,(Y,(X™(ap + a1 X + ... + ap,X™))). De plus, par
la propriété (6), Ventier I(P, (Y, (X™(ap + a1 X + ... + ap,X™))) s’exprime
comme :

I(P,(Y,X™) + I(P,(Y,(ap + &1 X + ...+ a,X™)))

Or le point P = (0,0) n’appartient pas a 'intersection de Y avec le polynome
(ap + a1 X + ... + a, X™), car ap # 0. Nous en déduisons donc que la mul-
tiplicité d’intersection I(P, (Y, (ap + a1 X + ... + apX™))) est nulle, par la
propriété (2). Enfin, comme les polynémes X™ et Y n’ont pas de droites
tangentes communes, alors d’apreés la propriété (5), la multiplicité d’inter-
section I(P, (Y, X™)) = mp(Y)mp(X™) = m. Ainsi I(P, (Y,G)) = m. Or
comme P est sur la courbe définie par le polynéme G, le nombre m est
strictement positif. Donc I(P, (H,G)) < n. On peut donc conclure le calcul
par récurrence.

Deuzxiéme cas : St v > 0. Nous allons nous ramener au premier cas en
utilisant les propriétés (7) et (4).
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Posons H = G — X* "F. Alors d’apres la propriété (7), la multiplicité
d’intersection I (P, (F,G)) = I(P,(F, H)). De plus deg(H(X,0)) =t < s. En
itérant le processus, quitte & intervertir le role de F' et H, par la propriété
(4), si t < r, ce calcul nous fournit deux polynémes A, B € k[ X, Y] tels que
I(P, (A, B)) = I(P,(F,G)), et deg(A(X,0)) = 0.

Nous nous sommes ainsi ramené au premier cas, ce qui conclut la preuve de
I'unicité. o

Définition 5.5. Soient P € k% et C, D deux courbes affines planes, définies
respectivement par les polynémes non constants F, G € k[X,Y]. Sl existe,
Ventier Ip(C,D) := I(P,(F,Q)) est appelé multiplicité d’intersection des
courbes C et D au point P.

5.3. Existence de la multiplicité d’intersection : acte I.

Dans ce paragraphe, nous admettons certains passages de la preuve du
théoréme 5.2 qui définit la multiplicité d’intersection de deux courbes affines
planes.

Soient F, G € k[X,Y] deux polynémes non constants. Soit P = (a,b) € k.
On définit Vanneau Op(k?) par la formule Op(k?) := k[X,Y](x_qy_p). Cet
anneau est un anneau intégre qui contient k[X,Y].

Proposition 5.1. Soient F,G € k| X, Y] deuz polynémes non constants, et
P € k2. La k-algébre Op(k?)/(F,G) est finie.

Preuve : Pour plus de clarté, nous allons découper la preuve en plusieurs
étapes.

o Etape 1 : Montrons que l'anneau Op(k?) est local. Pour cela, nous allons
montrer que l'idéal (X — a,Y — b) est premier dans k[X,Y]. Considérons
le morphisme d’évaluation de 'anneau k[X,Y] dans l'anneau k, qui & un
polynéme P(X,Y) associe I’élément P(a,b). Ce morphisme est surjectif, et
son noyau est I'idéal (X — a,Y —b). Par le lemme de factorisation, nous en
déduisons 'existence d'un isomorphisme d’anneau entre k[ X, Y]/(X —a,Y —
b) et k. Comme k est un corps, l'idéal (X —a,Y — b) est donc maximal. Cet
idéal est donc, en particulier, premier. En appliquant le corollaire 1.1, on en
déduit que anneau Op(k?) est local.

D’aprés le théoréme de correspondance des idéauz, le passage au quotient
ne modifie pas cette propriété, donc Uanneau Op(k?)/(F,G) est local.

o Etape 2 : Montrons que l'anneau Op(k?) est noethérien. Soit J un idéal
de Op(k?). Si J = Op(k?), alors 'idéal J est engendré 1’élément unité de
I'anneau. Il est donc de type fini. On supposera désormais que J # Op(k?).

Notons ¢: k[X,Y] — Op(k?), le morphisme de localisation. D’aprés le
lemme 1.1, l'idéal ¢~1(J) est tel que ¢~1(J) - S7k[X,Y] = J. Or d’aprés
la proposition (1) de ce méme lemme ¢~ 1(J) - ST E[X,Y] # S~ k[X, Y] si
et seulement si p~H(J) nS = &. Orici S = k[X,Y]\(X —a,Y —b). Donc
e U(J)-STIE[X, Y] # STE[X, Y] si et seulement si p~(J) = (X —a,Y —b).
Ainsi o71(J) = (X —a,Y = b), ou p=1(J) = (Y —b), ou o~ 1(J) = (X — a),
qui sont tous de type fini. Enfin, la proposition (2) du lemme 1.1 nous assure
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que J = ¢ 1(J) - STk[X,Y] est de type fini. Donc I'anneau Op(k?) est
noethérien.

Le passage au quotient ne modifie pas cette propriété, donc l'anneau Op(k?)/(F, G)
est noethérien.

On rappelle que la dimension d’un anneau dans la théorie de la dimension
de Krull est donnée par le supremum de la longueur des chaines croissantes
d’idéaux premiers.

Comme Op(k?) est un anneau local, dont I'idéal maximal est engendré
par deux éléments, alors il est de dimension de Krull inférieure ou égale a
deux. Par ailleurs, en appliquant le Hauptidealsatz succésivement a ’anneau
local noetherien Op(k?) , puis a 'anneau local noethérien Op(k?)/(F), on
en déduit que dim(Op(k?)/(F,G)) < dim(Op(k?)) —2 < 0.

Donc I'anneau (Op(k?)/(F,G)) est de dimension de Krull nulle.

o Etape 3 : Conclusion. Par un argument classique d’algébre commutative,
on en déduit alors que la k-algébre 'anneau (Op(k?)/(F,G)) est finie.

Théoréme 5.2. Soient F,G € k|X,Y] deuz polynémes non constants, et
P € k2. L’entier dimy(Op(k?)/(F,G)) vérifie les aziomes (1) a (7) précé-
dents. En particulier, I(P, (F,G)) = dimy(Op(k?)/(F,G)).

Remarque. La proposition 5.1 assure que cela a du sens de parler de la
dimension de la k-algébre Op(k?)/(F,G).

Preuve : Nous allons prouver partiellement ce théoréme. Une preuve détaillée
est donnée dans Algebraic Curves de W. FULTON [2].

o (2) : La dimension de la k-algébre Op(k?)/(F, G) est nulle si et seulement
si (F,G) = Op(k?), si et seulement si F(P) # 0 ou G(P) # 0. En effet,
idéal (F,G) = Op(k?) si et seulement si il existe U, V, D € k[X, Y] tels que
FU + GV = D, avec D inversible dans Op(k?). Si F(P) = G(P) = 0, alors
D(P) = 0, donc d’apres le corollaire 1.2, le polyndéme bX —aY est un facteur
de D. Or bX —aY € (X —a,Y —b). Donc D n’est pas inversible dans Op(k?).
Donc par contraposée, si (F,G) = Op(k?) alors F(P) # 0 ou G(P) # 0.

Reéciproquement montrons que si F(P) # 0 alors F' est inversible dans
Op(k?), par contraposée. Supposons que le polynéme F' est non inversible.
Alors il existe A, B € k[X,Y] tels que F = (X — a)A + (Y — b)B, donc
F(P) =0, ce qui conclut. Donc (F,G) = Op(k?).

Donc (F,G) = Op(k?), si et seulement si F(P) # 0 ou G(P) # 0.

Donc Op(k?)/(F,G) = 0 si et seulement si P ¢ V(F) n V(G).

o (4) : L’idéal (F,G) est égal a l'idéal (G, F'). Nous en déduisons 1’égalité
dimy(Op (1)/(F, G)) = dimy(Op ()/(G, F))

o (7) : Pour tout polynéme A € k[X,Y], on a l'égalité entre les idéaux
(F,G) = (F,G + AF). Nous en déduisons que dimy(Op(k?)/(F,G)) =
dimy,(Op(k?)/(F,G + AF)).

Les théorémes 5.1 et 5.2 garantissent que le graphe I précédent est une
application.
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5.4. Existence de la multiplicité d’intersection : acte II.

Nous présentons dans ce paragraphe la notion de multiplicité d’intersec-
tion de deux courbes projectives planes. Cette approche est moins théorique
et plus effective.

Soit k un corps. Soient F,G € k[ X, Y, Z] deux polynoémes homogeénes non
constants représentant respectivement deux courbes projectives planes C et
D, supposées sans composante commune. On note Resz(F, G) le résultant
de F,G € k[ X,Y][Z]. En vertu du corollaire 2.1, 'on conclut que I'ensem-
ble des solutions de l'equation Resz(F(a,b, Z),G(a,b,Z)) = 0 correspond
a l'ensemble des points de Vi (F) n Vi(G) de la forme [a : b : ¢]|, avec
c € k. Autrement dit, il existe [a : b: ¢] € VL(F) n Vi (G) si et seulement si
(bX — aY') divise Resz(F, G) d’apres le théoréme 1.1.

Soit (a,b) # (0,0). On note i) (F, G) le plus grand élément £ € N tel
que (bX — aY)t divise Resz(F,G). Soit J: k? x (K[X,Y]\k)? — N u {0}
I’application définie par

((a,0),(f,9)) — L(a:b)(fag)a

si f, g sont sans facteurs communs. Par convention, J prend la valeur oo si
les courbes correspondantes ont une composante commune.

Théoréme 5.3. Pour tout point (a,b) € (k*)? et tout couple de polynomes
(f,9) € (K[X,Y]\k)?, U¢lément J((a,b), (f,q)) vérifie les aziomes (1), (3)
a (7) précédents, ainsi que laxiome (2°) suwant : J((a,b),(f,g)) # 0 si et
seulement il existe c € k tel que [a:b:c] € Vi(f) n Vie(g).

Preuve : Nous allons vérifier un & un que les axiomes sont vérifiés.

Axiome 1 : J((a,b),(f,g9)) = 0 est acquis. Si C et D ne s’intersectent
pas proprement en P, alors les polynomes f et g ont un facteur commun,
donc d’apreés la proposition 4.2, les polynoémes f et g ont aussi un facteur
commun. D’aprés le théoréme 2.1 leur résultant est donc nul. L’on déduit

que J((av b), (fag)) = 0.

Axiome 2’ : la preuve découle directement de la remarque du début du
paragraphe.

SiP=1Ja:b:cleCnD,alors fla,b) = 0 et g(a,b) = 0. Donc
f(a,b,1) = 0 et g(a,b,1) = 0. Ainsi les polynomes f(a, b, Z) et §(a, b, Z) pos-
sédent un facteur commun. D’aprés le théoréme 2.1 et le lemme 2.2, nous en
déduisons que Res(f, §)(a,b) = 0. Donc d’aprés le théoreme 1.1 le polynéme
bX — aY est un facteur du polynome Res(f, §). Donc L(a:b)(f, g) = 1. Ainsi
J((a,b),(f,9)) # 0. ]

Réciproquement, si J((a, b), (f,g) = 1, alors ¢(4.4)(f, §) # 0. Par définition,
cela signifie que bX — aY est un facteur de Resz( 1, g)- Donc le nombre
Resz(f(a,b, Z), §(a,b, Z)) est nul. D’apres le corollaire 2.1, nous en déduisons
que les polynoémes f(a,b, Z) et g{a,b,Z) ont une racine commune notée c.
Cela conclut la preuve.
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Axiome 3 : Soit T' un changement affine de coordonnées tel que T(Q) = P.
Notons Q = (c,d) et P = (a,b). Le polyndme noté f7 est tel que, pour tout
vek?, [T(z) = f(T@).

Nous allons montrer que fT(c,d, Z) = f(a,b, Z).

Par définition, nous avons l'égalité suivante : f7(c,d) = f(a,b). Par
ailleurs les degrés des polynomes f et f1 sont égaux; en notant n ce de-
gré commun, nous obtenons que : Z"fT (£, 4) = Z"f(%, %), ce qui revient

a dire que fT(c d,Z) = f(a,b, Z).
Nous déduisons de ’égalité précédente, valable pour tout f k[ X,

,—\./

et tous points P,Q € k% tels que T(Q) = P, que ResZ(fT )( )
Resz(f,g)(T(P)) On déduit de cette égalité que (g, b)(f 9) = teay(ff,g
Donc J((a,b)(f,9) = J((c,d)(f", g")).

Axiome 4 : Notons m et n les degrés respectifs de f et g. Passer de la
matrice qui donne Resz( 1, g) a celle qui donne Resz(g, f) se fait en permu-
tant nm colonnes. Donc Resz(f, §) = (—1)™"Resz (g, f). Donc Resz(f, §) =
(—1)™"Resz(§, f) ont les mémes facteurs (irréductibles) aX — bY. Donc

L(a:b)(cv D) = L(a:b)(Da C) Donc J((a7 b)(f? g)) = J((aa b)(ga f))

Axiome 5 : La démonstration de cet axiome est extrémement fastidieuse,
nous vous renvoyons au théoréme 54.6 du livre Algrebraic geometry for be-
ginners de C. MusILI [4].

Y]
7).

Axiome 6 : Soient h, §i1, §o des polynomes homogenes de k| X,Y, Z]. Par
le corollaire 2.2, qui démontre la multiplicativité du résultant :

Resz(h, §1G2) = Res(h, §1) + Res(h, o)

Donc L(a:b)(ﬁv 9/1\192) = L(a:b)(ila §1)+L(a:b) (il, g?)a car 9/1\/92 = g1g2. Donc l'égaliteé
suivante est vérifiée : J((CL, b)(h79192)) = J((a7 b)(h7 gl)) + J((CL, b)(ha 92))
Décomposons alors les polynémes f et g sous la forme suivante f =[] f*

et g = Hg Nous en déduisons par récurrence sur deg(f) + deg(g) que
J((a,b)(f, 9)) = 2 aif;J((a,b)(fi, 95))-
Zhj

Axiome 7 : Notons m = deg(f), n = deg(g). On peut supposer que n = m
grace a 'axiome 4.

La démonstration de 'unicité de ['objet défini dans le théoréme 5.1 n'utilise
que le fait que le polynome A € k| X, Y| est de degré inférieur ou égal a n—m.
Nous montrerons que, pour tout polynome u € k[X,Y], tel que deg(u) <
n—m, on a l’égalité suivante : J((a,b), (f,9)) = J((a,b)(f,g +uf)).

Notons d = deg(g + uf), et | = deg(u)

Sid=n, alors g + uf est de degré n, donc

XY XY

?7 E) + uf(?v E
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Comme le polynéme @Z" =™ est de degré m — m, nous pouvons utiliser
le théoreme 2.4 qui assure que Resz(f,g + f - azZ"'=m) = Resz(f J)-
Donc en combinant avec ’égalité (1), on obtient le résultat : Resz( f,q) =
Resz(f, g + uf) Donc on en déduit que ¢ ab)(f g)=1 ab)(f g+ uf) Donc
J((a,0),(f,9)) = J((a,b)(f, 9 + uf)). N
Si d < n, alors on a toujours U'égalité : Z™(g(F, %) +uf(F, Z)) =g+ f-u.
Par ailleurs, on a aussi 2" %Z%(g (Z, LY +uf(£, %) =2 dg +uf. Nous
utilisons Pégalité §+ f - = Z”*dg + uf, pour en déduire que Resz(f, g+7f-
@) = Resz(f, Z”*dg/——i—\izf). Par le théoréme 2.4 et le corollaire 2.3, il existe
c € k tel que ’égalité suivante soit vérifiée : Resz(f, g) = cResZ(f, g/—i-\u/f)
L’on conclut par le méme argument que précédemment que J((a,b), (f,g)) =

J((a,b)(f, 9 + uf)).

Remarque. Dans la preuve des théorémes de Bézout (formes faible et forte),
nous montrerons comment 'on peut toujours supposer (a,b) # (0,0) via un
changement de coordonnées. Cette remarque implique en particulier que la
construction prend un sens en général.

Définition 5.6. Soient k£ un corps. Soient C,D deux courbes projectives
planes respectivement associées aux polynémes homogénes non constants
F,G € k[X,Y, Z], supposés sans facteur irréductible commun. On appelle
multiplicité d’intersection de C et D au point P = [a : b : ¢|, ¢ # 0, Uentier
1p(C.D) = I((2, 1), (F(X,Y,1), G(X, Y, 1)).

Remarque. Si a # 0, on peut montrer que la définition ci-dessus est encore
egale a I((,2),(F(1,Y, 2),G(1,Y, Z)). (Idem si b # 0.) Nous admettons ce
point.

6. ENONCE ET DEMONSTRATION DU THEOREME DE BEZOUT

6.1. Quelques résultats préliminaires. Dans toute ce paragraphe, nous
noterons k un corps algébriquement clos, et P2(k) := k*\{0}/ ~ le plan
projectif, ott ~ est la relation d’équivalence définie dans la définition 3.1.

Lemme 6.1. Soient C et D deux courbes définies par des polynémes en deuz
variables F' et G dans le plan euclidien. Si les polynémes F' et G sont sans
facteur commun, alors l'ensemble C n D est fini.

Preuve : Les polynoémes F' et G sont sans facteur commun dans k[X][Y],
ils n’ont donc pas de facteurs commun dans k(X)[Y]. Comme k(X) est un
corps, 'anneau k(X)[Y] est euclidien. Donc le plus grand diviseur commun
de F' et G existe et vaut 1. Par conséquent, il existe R,S € k(X)[Y] tels
que RF 4+ SG = 1. De plus il existe un polynéme non nul D € k[X] tel
que A := DR € k[X,Y] et B := DS € k[X,Y]. Ainsi AF + BG = D. Si
(a,b) € C n D, alors D(a) = 0. Comme D a un nombre fini de zéros, la
premiére coordonnée des éléments de C n D ne peut prendre qu'un nombre
fini de valeurs.
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On peut appliquer le méme raisonnement aux coordonnées selon Y. Donc
il n’y a qu’un nombre fini d’éléments dans C n D. o

Proposition 6.1. Soient C et D deux courbes définies par des polynémes
homogénes F,G € k[X,Y,Z]. Si les polynomes F et G sont sans facteur
commun, alors l'ensemble C n D est fini.

Preuve : Par le principe de deshomogénéisation, on transforme les polynomes
F et G en des polynomes F et G de deux variables. D’aprés le lemme 4.1,
ces polynomes restent sans facteur commun. On applique alors le lemme 6. 1
a I et G et en déduit que 'ensemble C n D est fini, ou C et D sont les
courbes du plan euclidien définies par la donnée des polyndémes F et G. On
en déduit que 'ensemble C N D est également fini, par le lemme 6.2 suivant.

[m]

Lemme 6.2. En gardant les notations précédentes, si 'ensemble CnD est
fini alors U'ensemble CnD = {x = [a:b:c] € P?(k); F(z) = G(x) = 0} est
fini.

Preuve : Sic# 0, alors [a:b:c] ~ [%:2:1]. Pour les éléments z tels que ¢
est non nul, dire que z € C N D revient & demander que (2, %) eCnD.

Si ¢ = 0, alors comme 0 n’est pas un élément du plan projectif, un des
éléments a ou b est non nul. Sans perdre de généralité, on peut supposer que
b#0. Ainsi [a:b:0] ~[f:1:0]. Dire que z € C nD avec ¢ = 0 revient
a demander & ce que 7 soit racine commune des polynomes en une variable
F(X,1,0) et G(X,1,0). Ces polynémes en une variable n’ont qu’un nombre
fini de racines. Il n’y a donc qu'un nombre fini de points & I'infini dans CnD.

L’ensemble C n D est donc fini, en tant que réunion de deux ensembles
finis. o

6.2. Enoncé et démonstration.

Théoréme 6.1 (Forme faible du théoréme de Bézout). Soit k un corps
algébriquement clos. Soit C (resp. D) une courbe projective plane définie par
la donnée d’un polynome F (resp. G) homogeéne de degré m > 1 (resp.n > 1).
Si les deuz courbes n'ont pas de composante commune, i.e. pged(F,G) = 1,
alors les deux courbes s’intersectent en au plus mn points distincts.

Preuve : Nous allons prouver le théoréme 6.1 par ’absurde en découpant la
preuve en différentes étapes. D’aprés la proposition 6.1, ’ensemble C N D est
fini. Supposons que |C N D| = mn + 1. Nous fixons un ensemble Sdemn+1
points choisis dans I’ensemble C n D.

o Etape 1 : montrons que 'on peut supposer que les polynomes F,G sont
non constants en la variable Z.

L’idée est ici d’exprimer les données dans un « bon » systéme de coordon-
nées dans P?(k). Considérons les lignes droites Lpg qui joignent une paire
de points P, @ € S. On peut alors choisir un point Py qui n’est ni sur C, ni
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sur D, ni sur une des lignes Lpg car k est infini d’aprés la proposition 1.2
Par un changement de coordonnées, en se référant & la proposition 3.2, on
peut supposer que Py =[0:0: 1].

On remarquera, en particulier, que pour tout [a : b : c] € S, le couple (a, b)
est non nul. En effet, si tel était le cas, alors le point [0 : 0 : ¢] appartiendrait
a S, avec ¢ # 0, car [0: 0 : 0] n’est pas un élément du plan projectif. Alors
[0:0:¢] ~[0:0: 1], ce qui signifie que Py € S'; or ceci est absurde par
hypothése.

Comme F'(0,0,1) # 0 et G(0,0,1) # 0, puisque le point Py n’appartient
pas aux courbes C ou D, la variable Z apparait effectivement dans l'expres-
sion des polyndmes des F et G.

o Etape 2 : montrons que le résultant Resz(F,G) est un polyndéme homogéne
non nul de degré mn.

Ecrivons F et G comme des polynémes en 7 & coefficients dans kE[X,Y],
F=AZ" + A(X,Y)Z" 4.+ A 1(X,Y)Z 4+ An(X,Y)
G=DByZ"+ B(X,Y)Z" ' + ... 4+ B,_1(X,Y)Z + B,(X,Y)
ou chaque A; (respectivement B;) est soit nul, soit un polynéme homogene

de degré i (respectivement 7). On peut remarquer que les propriétés suivantes
sont vérifiées :

(i) ApouB, # 0

(ZZ) Ao, BO e k

(iid) AoBy £ 0
En effet, si la propriété (i) était invalide, Z serait un facteur commun de F
et G; les propriétés (ii) et (iii) découlent directement du fait que le point
Py =1[0:0:1] n’appartient pas & C nD. On en déduit, d’apres le théoréme
2.2, que Resz(F,G) le résultant de F' et G par rapport a Z est soit nul, soit
un polynéme homogene de k[ X, Y] de degré mn.
o Etape 3 : Le résultant Resz(F,G) # 0 (ainsi il est homogéne de degré mn,).

Supposons que Res(F, G)(a,b) = 0 pour tout (a,b) € k2. D’aprés le corol-

laire 2.1, les polynéomes F'(a,b, Z) et G(a,b, Z) ont une racine commune qui
dépend de (a, b), notons-la Z = c. Cela signifie que, pour tout (a, b) € k2\{0},
il existe ¢ € k tel que (a,b,c) € C n D. L’ensemble C n D serait donc infini,
ce qui est absurde.

o Etape 4 : concluons la preuve par l'absurde.

On remarque que pour tout point [a : b: ¢] € C n D, I'élément ¢ est une
racine commune de F(a,b, Z) et G(a,b, Z). Ainsi Resz(F(a,b, Z), G(a,b, Z))
est nul, i.e. Resz(F,G)(a,b) = 0. Ceci est vrai pour tout [a:b:c] € S. En
d’autres termes, pour tout [a : b : ¢] € S on montre que (a,b) # 0 et
(a,b) est un zéro non trivial de Resz(F,G), i.e. bX — aY est un facteur
de Resz(F,G) par le corollaire 1.2. Cependant S contient au moins mn + 1
points et Resz(F, G) est seulement de degré mn. On en déduit que ’ensemble
{% ;la : b: c|] € S} peut prendre au plus mn valeurs distinctes. Ou, de
maniére équivalente, il existe P, = [a; : b; : ¢;] € S pour i = 1,2 avec
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P, # P, tels que % = g—;. Cela signifie que Py, Py et Py = (0,0, 1) sont sur
une droite définie par b1 X — a1Y = 0, ce qui est absurde dans la mesure ol
Py n’est sur aucune des lignes reliant deux points de S. o

Théoréme 6.2 (Forme forte du théoréme de Bézout). Soit k un corps al-
gébriquement clos. Soit C (resp. D) une courbe projective plane définie par la
donnée d’un polynome F (resp. G) homogéne de degré m =1 (resp. n > 1).
Si les deux courbes n’ont pas de composante commune, alors elles ont exacte-
ment mn points d’intersections comptés avec multiplicité.

Preuve : L’ensemble C n D étant fini, il existe donc un entier k € N tel que
CnD={P,...,P}. On reprend des éléments de la preuve du théoréme
6.1 : on choisit un point Py en dehors de C, D et de toutes les droites Lp,p,
qui relient les points P; et P; pour ¢ # j; on choisit un repére tel que
Py =10:0:1]. On considére F' et G comme des polynémes en Z & coefficients
dans k[ X, Y], le résultant de F et G est non nul, et ¢’est donc un polynéme
homogene de degré mn. Si P; = [a; : b; : ¢;], 1 < i < k, nous avons vu que
(i) (ai,b;) # 0, (i) 3+ # % pour tout i # j, (iii) les zéros non triviaux de
Resz(F, G) sont précisément les points communs de C et D, c’est-a-dire que
les éléments (7%, 1) sont exactement tous les zéros non triviaux distincts de
Resz(F, G).

On remarque alors que, grice a (ii) et au théoréme 5.3, l'entier ¢(q,.,)(F, G)
vérifie I'axiome (2) du paragraphe 5.2, et donc que ; := (g, (F, G) =
Ip(F,G) en vertu du théoréme 5.1. En outre, on a :

k
Resz(F,G) = H(biX — aiY)gi avec {1 + ...+ € = mn

i=1

Cette formule conclut la preuve du théoréme. o
6.3. Limites.

a. Le théoréme de Bézout est invalide si I’on se place dans le plan affine k2.

Exemple 6.1. Considérons les courbes affines H et D définies respective-
ment par les polynomes P(X,Y) = XY —1et Q(X,Y) = X. Si le théoréme
de Bézout s’appliquait, ces deux courbes devraient s’intersecter en exacte-
ment deux points de k2. Or, ces deux courbes ne s’intersectent pas puisque
le systéme d’équations
z=0
{ zy =1

n’admet aucune solution dans k? (car 0 # 1).
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Cependant, graphiquement, ces

deux courbes semblent s’intersecter

"a linfini", d’ou la nécessité de se

placer dans le plan projectif. Et
H en effet, en homogénéisant P et
Q, on trouve effectivement que les
courbes projectives définies par les
polynémes P(X,Y,Z) = XY — Z?
et Q(X,Y,Z) = Z s’intersectent
en exactement deux points de
P2(k), a savoir celui de coordonnées
[1:0: 0] et celui de coordonnées
[0:1:0].

b. Le théoréme de Bézout est invalide si k n’est pas algébriquement clos.

Exemple 6.2.

La parabole P décrite par le
polynome P(X,Y) = Y — X? et
lellipse £ décrite par le polyndéme &
QX,)Y) = X2 +2Y? - Y -2 P By

s’intersectent uniquement en deux
points - & savoir (1,1) et (=1,1) -

si ’on considére que P et @) sont des
polynomes de R[X,Y]. 0

Mais si ces polyndmes sont vus comme appartenant & C[X, Y], on trouve
deux points d’intersection supplémentaires : (i, —1) et (—i,—1). On trouve
bien 4 points d’intersection, comme prévu par le théoréme de Bézout.

c. Le théoréme de Bézout ne tient plus lorsque les courbes considérées ont
une composante commune.

Exemple 6.3.
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Considérons les courbes affines D
et A définies respectivement par
PX,)Y) = (X +1) et QX,Y) =
(X+1)(Y—1). Elles s’'intersectent en
une infinité de points non colinéaires
dans le plan affine - & savoir la droite
affine décrite par le polynoéme X +1 -
donc ont aussi une infinité de points
d’intersection dans le plan projec-
tif alors que si le théoréme de Bé-
zout s’appliquait il y en aurait ex-
actement 2.
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