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TP4 — Moindres carrés et méthodes de gradient

Exercice 1. Moindres carrés

On souhaite déterminer la linéarisation de I’expression trigonométrique cos® = (1—|—sin3 x),

c’est & dire les coefficients rationnels (a;)o<j<q et (bj)1<j<a tels que
d

cos® (14 sin® ) = ag + Z a; cos(jx) + b; sin(jzx)
j=1

a. Considérer un entier N suffisamment grand et constituer le vecteur colonne F' de
taille N comme suit :
X = 2*pi/N*np.arange (N)
F = np.cos(X)**x5x(1+np.sin(X)**3)

b. Définir une fonction base(d,X) prenant en argument un entier d supérieur ou égal
a 1, et un vecteur colonne X de taille notée IV, et renvoyant la matrice suivante

1 cosX; cosdX; sinX; sin dX;

1 cosXy cosdXy sinXs sin dXs
A=

1 cosXy cosdXy sinZXy sin dXy

c. Pour des valeurs de d de plus en plus grandes, déterminer le vecteur C de taille 2d+1,
solution au sens des moindres carrés de ’équation AC = F. On utilisera la commande
np.linalg.lstsq(a,b,rcond=None) [0] qui renvoie la solution x de ax = b au sens des
moindres carrés.

d. On considére désormais une valeur d pour laquelle la norme du résidu |[AC — F||
est jugée suffisamment petite. Déterminer une expression rationnelle des coefficients de
la solution retenue C et la linéarisation recherchée.

e. Déterminer numériquement la matrice symétrique définie positive intervenant dans
I’équation normale.

f. Linéariser également 1’expression (1 4 cos®(2x) + sin®(2x)) cos'®(x).

Exercice 2. Minimum d’une fonctionnelle quadratique strictement convexe

Soit m un entier naturel non-nul et J : R” — R une fonctionnelle prenant la forme

J(a) = S{dz,z) - (0,2, (1)
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oubeR" et Ae ST (R). Dans ce cadre, il est connu (cf. cours) que la fonctionnelle
J admet un minimum global sur R"”, atteint en un unique point x € R" solution de
léquation VJ(z) =0 ou VJ(x) := Az —b.

a. On considére pour premier exemple les données suivantes :

() - )

Calculer les premiers itérés (zx)o<r<100 Obtenus par la méthode du gradient & pas fize
(décrite a la fin du sujet), partant de l'initialisation zo = ?(1,1) € R2. Représenter
les itérations successives dans le plan R2. Pour le pas p, on choisira par exemple suc-
cessivement les valeurs parmi {0.10,1,1.98}. Sur une autre figure on tracera également
I'évolution du résidu ||Azy, — bl|2 en fonction de k pour chacun des cas.

b. Dans cette question et les suivantes, on se place en dimension n = 20 avec les
données suivantes :

2 1
1 0 0
0 -1 2 -1
b= s A= (n+1)2 0 0
(1) -1 2 -1
0 0o -1 2

Tester de nouveau la convergence de I'algorithme du gradient & pas fixe en fonction de
la valeur du pas p. Vérifier numériquement que la valeur du pas pour laquelle la vitesse
de convergence semble maximale est

Pe = ﬁ, avec A\pin = min(spec(A4)) et Apnax = max(spec(A4)).

c. Retenir le choix p = p, et vérifier numériquement que la convergence est alors au
plus géométrique, de raison zjr}, ou « est le conditionnement de A en norme 2, & savoir
ici kK = conda(A) = Amax/Amin-

d. Dans la méthode du gradient & pas optimal, démontrer que le pas optimal pg,
solution d’un probléme de minimisation monodimensionnel, est :

(Ry, Ri)
<ARk7 Rk> ’

Pk = OfleZA{Ek—b.

e. Programmer la méthode du gradient a pas optimal pour le probléme b.
f. Vérifier que 'algorithme converge au plus géométriquement, avec une raison égale

y k—1
a e

g. Programmer la méthode du gradient conjugué pour le probléme de la question b.

h. Vérifier numériquement que la méthode converge en réalité en au plus n itérations.
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Méthode du gradient a pas fixe p >0

xg € R™

Tpt1 =z — pVJ(2k).
Méthode du gradient a pas optimal

o € R"”
pr = argmin,cpJ (zx — pVJ(21)),

LTh+1 = Tk — kaJ($k)

Méthode du gradient conjugué pour une fonctionnelle quadratique

Initialisation : zg € R”
ro=b—A-x (résidu initial)
Po =To (direction de descente initiale)
0o = (po; 7o)

Itérations : k>0 «ar = 0y /{Apk, Dk) (pas de descente)
Tt1 = Tp + Qg Pk (mise a jour de la solution)
eyl = Tk — g Apg (résidu a Uitération k + 1)

Okt1 = (Tha1, Tht1)
Br+1 = Ok1/6k
Prt1 = Tk+1 + Brr1pe  (nouvelle direction de descente)

Résultats

cos®(x)(1 4 sin®(x)) = 518 [80 cos(x) + 40 cos(3z) + 8 cos(5x) + 6sin(2z) + 2sin(4x) — 2sin(6z) — sin(Sx)}

(1 + cos®(2z) + sin®(2x)) cos'®(2) = 1006 1683 + 2926 cos(2x) + 1936 cos(4z) + 1002 cos(6x) + 428 cos(8z) + 158 cos(10x) + 48 cos(12x) + 10 cos(14x) + cos(16x)

+ 286 sin(2x) + 286 sin(4x) + 78sin(6x) — 78sin(8z) — 90sin(10x) — 42sin(12z) — 10sin(14x) — sin(16m)]



