Agrégation 2018/2019

Lien entre irréductibles de Q[X] et de Z[X]

On dit qu'un polynéme de Z[X] est primitif si le pged de ces coefficients vaut 1. On dit
qu'un polynéme P est irréductible sur A[X], s’il est non nul, non inversible dans A[X] et que
toute réduction P = QR ou @, R € A[X] implique que soit @, soit R est inversible. On notera
¢(P) le contenu de P, autrement dit le pged des coefficients de P. On suppose connu le lemme
de Gauss, qui dit que ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Théoréme 1. Si P € Z[X] et primitif et irréductible sur Q, alors il est irréductible sur Z.

Démonstration. Si P est réductible sur Z, on peut écrire P = QR ou Q, R € Z[X], et deg Q, deg
R > 1 car P est primitif. Alors P est réductible sur Q, car @, R € Q[X] et @, R non inversible
dans Q[X]. O

Contre exemple : Si P n’est pas primitif, le résultat est faux. Par exemple P = 2X est
irréductible sur Q, alors qu’il est réductible sur Z : P =2 x X car 2 et X ne sont pas inversibles
dans Z.

Proposition 1. Si P € Z[X] est unitaire, alors P est primitif.

Démonstration. Si P est unitaire, son coefficient dominant est 1 par définition. Ainsi le pged de
ces coefficients est 1, donc P est primitif. O

Théoréme 2. Si P est irréductible sur Z, alors soit P est une constante irréductible sur Z, soit
P est primitif de degré au moins 1 et irréductible sur Q.

Démonstration. Soit P un polyndéme irréductible sur Z.

e Si P est un polynoéme constant, alors cette constante est un irréductible de Z car par
définition d’un irréductible, il est non nul et non inversible.

e Sinon P est un polyndéme de degré au moins 1. Par contraposée, si P n’est pas primitif, i.e.
le pged des coefficients (notons le d) n’est pas 1, on peut factoriser P par d et donc P = dP
ol d et P (de degré au moins 1) sont non inversibles. Donc P est réductible.

Si P est primitif et réductible sur Q, on peut écrire P = QR ou @ et R sont dans Q[X]. On
note ¢ (resp. r) le ppcm des dénominateurs des coefficients de @ (resp. de R). On a donc
qQ, rR € Z|X]. On peut noter grP = gQrR. On a

c(qrP) = qr
car P est primitif. D’autre part, on a

c(q@QrR) = c(qQ)c(rR)
car qQ,rR € Z[X] et par le lemme de Gauss.

Or c(qq%)) € Z[X] et c(:”]]%%) € Z[X], donc

_ qQQ TR
c(qQ) c(rR)

Donc P est réductible dans Z[X].
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