Agrégation 2018/2019

A-calcul

Syntaxe :

Définition. Soit un ensemble {z,y, z,...} dénombrable de variables. On définit les termes de
A-calcul (ou A-termes) par induction :

e les variables sont des termes;
e si M et N sont des termes, alors (M N) est un terme;
e si M est un terme et z une variable, alors (Az.M) est un terme.
On dit que M et N sont des sous-termes de (M N) et que M est un sous-terme de (Ax.M)

Ezemple : les expressions (Az.(zy)) et ((Ay.y)(Az.(zy))) sont des termes. L’expression (z.A\x)
n’est pas un terme.

On s’autorisera a écrire M N P pour (M N)P) o M, N et P sont des termes et Azy.M pour
(Az.(Ay.M)) ot M est un terme et x,y des variables.

Définition. Dans un terme Az.M, on dit que M et tous les sous-termes de M sont dans la portée
de Az.

Définition. Dans un terme P, une occurrence x est
e [ide si x est un sous-terme de P et que x est dans la portée d’'un Az qui est dans P.

e [ibre si elle n’est pas liée.

Définition. Si un terme n’a pas de variable libre, il est dit clos.
Ezemple : les termes I = \x.x, K = \xy.x et S = \ryz.zz(yz) sont clos.

Définition. Soient M, N des termes et x une variable. La substitution de x par N dans M, notée
Mz — NJ, est le remplacement de chaque occurrence libre de x dans M par N en renommant si
besoin les variables de M par des variables fraiches pour qu’elles soient libres dans M|z — N].

Ezemple : Pexpression (Ay.xy)[x — Ay.y] nécessite un renommage, (Az.(A\y.y)z) est alors expres-
sion obtenue.

Définition. On définit I’a-conversion comme la plus petite relation d’équivalence ~, satisfaisant :
o \z.M ~, Ay. (M[z — y]) pour une variable fraiche y;

o \e.M ~y Ax.N si M ~, N,

¢ MN ~, PQsi M ~, Pet Nn~,Q.

Ezemple : on a Axy.x(xy) ~q Auv.u(uv)

f-réduction :

Définition. On définit la relation de S-réduction, notée — g, par induction sur les termes
o (\e.M)N —g M[z — NJ;

o si M —5 M', alors Ae.M —pg Az.M';

e si M —3 M’', alors MN —g M'N ;

e si N -3 N’ alors MN —3 MN'.

Ezemples :
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o si [ = A\v.x alors IM —g M ;
e si K = Azy.x alors (KM)N —g (Ay.M)N —3 M ;
o si S = A\ryz.xz(yz) alors SMNP —>% MP(NP).

Définition. Un terme M est sous forme normale 8’il ne peut pas étre S-réduit.
Lemme.
e une variable x est sous forme normale ;

e si M est sous forme normale, alors Ax.M est sous forme normale.

Lemme. Si P =7 P’ et Q =% Q" alors Qv — P] =% Q'[x — P'].
Théoréme.(Church-Rosser I) Si P —j5 P1 et P =% Py alors il existe @ tel que Py =75 Q et

P, —>Z Q. Cette propriété est nommeée confluence.

Définition. On dit que P posséde une forme normale s’il existe un terme M sous forme normale
tel que P —>}§ M. Par le théoréme de Church—Rosser, si P posséde une forme normale alors elle
est unique.

Définition. On dit que M et N sont §-équivalents, noté M ~g N, s’il existe My, M, ..., M,
tels que My ~o M, M,, ~, N et pour tout i € [1;n — 1], on a M; = M1 ou My —% M.

Théoréme.(Church-Rosser II) Si P ~g @ alors il existe T' tel que P =5 TetQ—3T.
Corollaire.
e S5i P ~gQ etsiQ est sous forme normale alors P HZ‘; Q.

e S5i P ~g @ alors soit ils ont la méme forme normale, soit ils n’en ont pas.

Exemples :

On va maintenant définir différents termes de A-calcul.
o T :=)\ry.x

o = dxy.y

o if then else := A\bxy.bxy

La terminologie est justifée par le fait que si X ~g T', alors if X then M else N ~g T M N ~g M,
de méme si X ~g F, alors if X then M else N ~g3 F M N ~g N.

e (M,N):=Xx.(xMN)

o fst:=T
e snd :=F
Ona (M,N)fst~gT M N ~3 M
e [M]:= M (liste contenant uniquement 1’élément M)

[Ml, ooy Mn+1] = <M1, [MQ, . ,Mn+1]>
o 7' := A\xy---Ty.x; (projection)
N sin =0,

On note M"N =
M(M"™'N) sin>0.

ENS Rennes - Université de Rennes 1 2 Pierre Le Barbenchon



Agrégation 2018/2019

Représentation des entiers :

On veut pouvoir représenter les entiers et utiliser les opérations usuelles dessus.

Entiers de Church :
o [0]c := Asz.z

o [n]c:= Asz.s"z

o [succ]c := An.(Asz.ns(sz))

La terminologie est justifée par le fait que

[succ]cn]c ~p Asz.[n]cs(sz) ~a Asz.(Auv.u"v)s(sz)

~p A52.8"(52) ~g As2.8" T2~y [0+ 1]

o [+]c = Aning.Asz.nis(nasz) = Aning.ng [succ]ong
o [exp]c := Amn.mn
o [pred]c == An.fst(n(Ay.sndy, [succlosnd] [[0]c, [0]c))

On incrémente n fois le couple (k, k+ 1) jusqu’a (n — 1,n) puis on extrait la premiére coordonnée
afin d’obtenir n — 1.

o [is_zero]c := An.n(Az.F)T

La terminologie est justifée par le fait que

lis_zero]c[0]c ~5 [0]c(Az.F) T
~o (Asz.z)Ax.F) T ~3 T
lis_zerolcn + 1]c ~p [n+ 1lc(A\e.F) T ~q (As2.8" T 2)(\z.F) T
~g Az F)"T T~y (A2 F) (A2 F) T)
~s Ao F)" F ~g F

Entiers de Barendregt

o [0]p:=1=Xvx

o [n+1]p = (F,[n]B) = Az.(xF[n]B)
o [succ]p := An.(F,n)

e [pred]p := An.nF

La terminologie est justifée par le fait que

[predlg[n + 1] B ~a An.(nF)[n+1]p ~p [n+ 1] F ~q Az.(zF[n]p) F
~g F' F [n]p ~a (Azy.y)F [n]B ~p [n]B-

o [is zero]p := An.nT

La terminologie est justifée par le fait que

lis_zero] g[0] B ~a (An.nT)[0] 5 ~g [0l T
~o (Azx) T ~3 T
lis_zero]g[n+1]p ~o (An.nT)[n+1]p ~5 [n+1]p T
~o Ax(x F [n]g) T ~g T F [n]g ~p F
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Point fixe :

Définition. Un point fize est un A-terme Y tel que, pour tout terme G, on a

Y@~ GYG).

Ezemple : le point fixe de Turing est § = AA avec A = \xf.f(zzf)
En effet, pour tout terme G, on a

0G ~o AAG
~o Oof ez f) e f.f(z2 )G
=g (M. f(Azz.z(zx2))(Avz.2(zx2)) f))G
—g G((A\zz.2(z22))(Aez.z2(z22))G)
~q G(AAG)
~q G(0G).

Ezemple : le point fixe de Curry est Y = Af.((Az.f(zx))(A\z.f(zx)))
En effet, pour tout terme G, on a

YG =5 (Ax.G(zx))(Ae.G(zx))
—g G((A\z.G(z2))(A\e.G(zx)))

A-calcul et calculabilité :

Définition. Soit ¢ une fonction de NP dans N. La fonction ¢ est A-définissable si et seulement
s’il existe un A-terme G tel que

an,...,npe N, G[[nlﬂ[[np]] ~3 [[qﬁ(nl,...,np)]]

Théoréme. Une fonction est p-récursive si et seulement si elle est A-définissable.

(voir p-recursif = A-définissable)

On dit que deux ensembles A C N et B C N disjoints sont récursivement séparables s'il existe
une fonction p-récursive ¢ telle que

reEA = px)=0 et ze€B = ¢(x)=1

Aprés avoir transposé la définition de récursivement séparable pour les A-termes, on peut
démontrer le théoréme suivant.
Théoréme. Aucune paire d’ensembles non vides de termes clos par [-équivalence ne sont
récursivement séparables.

(voir Théoréme de Scott—Curry)
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