6.1. MATHS Agrégation 2018/2019

La fonction de répartition F'y caractérise la loi de X

Ce résultat sert dans le développement sur la Formule d’inversion de la fonction caractéristique.

Définition 1 (Tribu). On dit que A C P(2) est une tribu sur € si
i) Qe A
(ii) A est stable par complémentaire (i.e. si A € A, alors AC € A)

(iii) A est stable par réunion dénombrable.

Définition 2 (Classe monotone). On dit que M C P(Q2) est une classe monotone sur 2 si
(i) Qe M
(ii) Si A,B € M et BC A alors AA\B e M

(iii) M est stable par réunion monotone croissante (i.e. si A; € M, A; C A; 41, alors U A e M)
i€EN

Théoréme 1 (des classes monotones). Soit £ une famille de parties de €2 stable par intersection
finie. Alors

m(€) =o(€)

ott m(€) est la classe monotone engendrée par £ ‘et o(£) est la tribu engendrée par & 2.

Démonstration. On a I'inclusion m(€) C o(€) car o(€) est une classe monotone qui contient &.°

En effet,
(i) Q€ o(€) car (&) est une tribu.
(i) A\ B=AnBL o).

(iii) stable par union monotone croissante car stable par union dénombrable.

Si m(€) est stable par intersection finie, alors m(€) est une tribu.

En effet,
(i) Qe m(E).
(ii) Si A € m(E), ACQ, alors Q\ A= AL € m(&).
(iii) Si A; € m(E), alors
4 em(é)

J<i
car ¢’est une réunion finie que ’on peut obtenir par intersections finies et complémentaires
(deux opérations qui laissent stables I’ensemble m(E)). On peut alors écrire

Uai=U U4

ieN ieN \j<i

union croissante donc appartient a m(&).

1. la plus petite classe monotone qui contient £
2. la plus petite tribu qui contient &
3. donc la plus petite classe monotone qui contient &£, autrement dit m(E), est inclus dans o (&)
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Il faut maintenant montrer que m(€) est stable par intersection finie.

Montrons que si A, B € m(&) alors AN B € (F). On pose I'ensemble
Mp:={Aem(f), VBe& AnBem(&)}

On a & C M; (par hypothese du théoréeme) et M est une classe monotone.

En effet,
(i) Q € M; puisque pour tout B € £, ona QNBe & Cm(E).
(i1) Soit Ay, Ay € My avec A; C Ag. Soit B€ . Ona AiNB e m(E) et A,NB € m(E) par
définition de M.
(A2\A)NB=A4,nA NB
= (A4;nB)N Ab
=(A2NB)\ (A1 NB) e m(€)
—_——— ——
em(€) em(€)
Donc A, \A1 € M;.

(iii) Soit (A;) une suite croissante d’éléments de M;. Soit B € £. On a A; N B € m(€) pour
tout i € N. Comme (A; N B) est une suite croissante de m(€), on a

JinB) e m(€)

€N
On a donc (U Ai> N B € m(€) et ainsi (U Ai> € M;.
ieN iEN
Ainsi, on a
m(g) C M.

On pose a présent ’ensemble
My :={Bem(€),YVCem(&),BNC em(€)}

L’ensemble My est une classe monotone (quasiment méme preuve que pour My).
Montrons que £ C M.

Soit B € &, il faut montrer que pour tout C € m(€), on a BN C € m(E).
Or C € m(€) C My, donc puisque B € £, on a C N B € m(€) (par définition de My).
Ainsi £ C Mo.

Donc m(€) € Ma.
Ainsi m(€) est stable par intersection finie.

Comme m(&) est une tribu et que £ C o (&), alors
a(&) cm(E).

Dot I'égalité o(€) = m(E). O
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Définition 3 (Probabilité). Une probabilité est une mesure P sur (£2,.A) de mesure pleine égale
al (i.e. P(Q) =1) telle que

e P =0
+o00 —+o0

o P <|_| Ai> = Z P(A;) pour A; € A disjoints
i=0 i=0

Définition 4 (Variable aléatoire). Une variable aléatoire X est une fonction mesurable de
(Q, F,P) vers (E,B) et Px(A) = P(X € A) = P(X"1(A)) pour A € B. De plus, si E =R et
B =B(R)*, on dit que X est une variable aléatoire réelle.

Définition 5. On dit que deux variables aléatoires X et Y ont méme loi si les mesures Px et
Py sont identiques sur (£, B).

Définition 6 (Fonction de répartition). Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonction
de répartition Fx de X, la fonction suivante

VteR, Fx(t)=P(X <t)

Théoreme 2. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de mesures de probabilités Px et
Py respectivement. Si Fx = Fy alors Px = Py et donc X et Y sont de méme loi.

Démonstration. On pose A = {A € B(R),Px(A4) =Py(A)} = {A € B(R),P(X € A) =P(Y €
A)} € B(R). On pose € I'ensemble des intervalles de la forme | — 0o, a] pour a € R.
On a alors € C A puisque Fx = Fy.
Montrons que A est une classe monotone sur R.
(i) OnaReAcar P(X €eR)=1=P(Y €R).

(ii) Soit A1, As € A avec A1 C Ay, on a donc P(X € A;) =P(Y € Aj) et P(X € Ay) =P(Y €
Ag). Donc

P(X S AQ\Al)

P(X S Az) - P(X S Al)
P(Y S Ag) - P(Y S Al)
P(Y S AQ\Al)

D'olt A2\ A; € A.

(iii) Soit (A;) € AN est une suite croissante pour Iinclusion. On a donc P(X € A;) = P(Y € A;)
pour tout i € N. On pose B; = A;\ A;_1, de sorte que

+o0 +oo
Ja-Ln
i=0 i=1
D’ou
+oo +o0
P(Xe UAi) :P(Xe |_|Bi>
i=0 i=1

+oo
=> P(X€B)
=1

—+00
=Y P(X €4;)—P(X € A1)
=1

4. désigne les boréliens de R, i.e. la plus petite tribu engendrée par les intervalles
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—+00
=Y P(Y €A)—P(Y € Aiy)
i=1

“+o00
P (Y <l Ai>
=0

Donc [J;5 A; € A.

Donc on a m(£) C A puisque A est une classe monotone. Or £ est stable par intersections
finies. Donc par le théoreme des classes monotones, on a

o (€) = m(E).

Or par définition des boréliens, on a

Donc B(R) € A. On peut donc conclure que
A = B(R)

Ce qui montre que les variables aléatoires X et Y suivent la méme loi. O
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