6.2. INFORMATIQUE Agrégation 2018/2019

Sémantiques du langage de programmation IMP

On va étudier deux sémantiques différentes (la sémantique opérationnelle et la sémantique
dénotationnelle) sur le langage IMP.

Pour introduire le langage IMP, on va avoir besoin de nombres, de variables, d’expressions
arithmétiques, d’expressions booléennes munis de leur sémantique. Ainsi on pourra ensuite définir
la syntaxe des instructions puis donner différentes sémantiques sur cette syntaxe.

On définit les nombres Num :
Syntaxe :
n:=0|1|n0|nl|—n.

Sémantique :

N :Num = Z

définie par induction structurelle

N[0] = 0; N[n0] = 2.N[n];
N[1] =1; N[nl] =2N[n] + 1;
N[-n] = =N[n].

On définit les variables Var par un ensemble de symboles {x,y, z,...}. On peut définir alors
une mémoire
State : Var — Z.

On notera la mémoire s = [x — 2,y +— 7,...]. On suppose qu’elle est totale.

On définit les expressions arithmétiques Aexp :
Syntaxe :
az=n|z|a+az|a*ay|a — as.

Sémantique :
A : Aexp — (State — Z)

définie par induction structurelle

Aln]s
Alx]s

Nnl;  Alar + az]s = Alai]s + Alaz]s;
s(z);  Afar * ag]s = Afa1]s-Afaz]s;
Alar — az]s = AJa1]s — Alaz]s;

On définit les expressions booléennes Bexp :
Syntaxe :
b::=true | false | ay = ag | a1 < ag | b | by Abe.

Sémantique :

B : Bexp — (State — {tt, ff})

définie par induction structurelle
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o o[ siBRl = ff
B[true], = tt; B[-b]s = {ff S B[l =t
Blfalse]s = [ Blb1 A bo])s = {“ si Blon]s = Blbo]s =t
ff sinon

tt  si Afai]s = Alaz]s
frst Alai]s # Alas]s
tt st Afa1]s < Afaz]s
ff siAfai]s > Afas]s

B[[a1 = az]]s =

Blai < az]s =

Avant d’introduire la syntaxe des instructions du langage IMP, on va définir la substitution
(opération syntaxique) :
On note la substitution aj[x — ag] définie par

nlxr — a] =n;

r|lr — al = a;

siy # z);

[ ] =
[ ] =
ylr — a] =
(a1 + a2)[z — a] = a1 — a] + az[x — al;
[ ]
| =

aix — a] * az[r — al;

y (
[

(a1 — ag)[z — a] = a1z — a] — az[x — al;
(a1 * az)[x — a [
[

Alaly — aol]s = Alal sy Afao]))-

On peut maintenant définir la syntaxe des instructions statement du langage IMP :
S u=x:=a|skip | S1;S2 | if bthen S; else Sy | while b do S

ol
e 1 := q représente 'affectation de la valeur a a la variable x,
e skip représente l'instruction vide (qui ne fait rien),

e S1;55 représente la séquence d’instructions (on va faire I'instruction S puis l'instruction

S2),
e if b then Sy else S5 représente la conditionnelle,
e while b do S représente la boucle while.

On va maintenant définir des sémantiques différentes sur la syntaxe du langage IMP.

Sémantique opérationnelle & grands pas (ou sémantique naturelle) : On va définir les

regles de dérivation de la sémantique a grands pas :

[skip ng] (skip, s) — s

[ass ng] (x :=a,s) = s[x— Ala]s]
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fcom ] (S1,8) = & (Sa, 8"y — §"
P s <Sl; SQ,S) — s
. Si,8) — ¢
fu < 1, . =
[if vs] (if b then S else S, s) — s si Bol. = tt
i 47 (S2,8) = &'
NS

BTV, —
(if b then Sy else Sa,s) — & si B[b]s = ff

(S,s) — &' (while bdo S,s") — 5"

hile % i B[b]s =
[while 3] (while b do S, s) — s o1 Blel. = vt
[while 4] (while b do S, s) — s si B[b]. = f.
La sémantique a grands pas est donc définie par
s siona (S,s) = s

undef  sinon

Sns[[s]]s = {

Sémantique opérationnelle a petits pas :

On va définir les regles de dérivation de la sémantique a petits pas :

[skip s0s]
[ass g0

[comp $0s]

[comp %‘os}

[if Sos]

[if 4]

[while 505]

(skip,s) = s

(x:=a,s) = sz — Ala]s]

<Sl78> = < iasl>
<Sl;52,8> = <S£;SQ,S/>

(S1,s8) = ¢
<Sl;52,8> = <SQ,S/>

(if b then Sy else So,s) = (S1,s) siB[b]s = tt

( if b then Sy else Sy, s) = (Sa,s) siB[b]s = ff

(while b do S, s) = (if b then (S;while b do S) else skip, s).
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La sémantique a petits pas est donc définie par

s siona (S,s)=*¢

Ssos [[S]]s == {

undef  sinon

Théoréeme 1. Pour toute instruction S du langage IMP, on a

Sns[S] = Ssos[S]-

La preuve de ce résultat fait I'objet du développement : Equivalence entre sémantiques
opérationnelles.

Sémantique dénotationnelle :
On pose la fonction

Sgs : statement — (State — State)

définie par

Sas[r = a s = slx — Afa]s];
Sas[[skip ]s = 1d;
Sas[S1; 52 | = Sas[S2 ] o Sas[S1 1;
Sys[ if b then S; else Sy | = cond(B[b], Sas[S1], Sas[S2]);
Sas[while b do S | = FixF.

avec
cond : (State — {tt, ff}) x (State — State) x (State — State) — (State — State)
définie par

o1s sl fs=tt

cond(f,o1,02)s = {

o9s si fs=ff
et
(State — State) — (State — State)
g s cond(B[b], g o Sus[S], 1)

L’opérateur Fix est un opérateur de point fixe.
Fix : ((State — State) — (State — State)) — (State — State).

On développe cette théorie dans le livre [NNOT7].

Théoréeme 2. Pour toute instruction S du langage IMP, on a

Ss0s[S] = Sas[S]-

Ainsi les trois sémantiques que 'on a vu sont équivalentes.

Logique de Hoare :
On va étudier la correction partielle de programmes sur le langage IMP grace a la logique de
Hoare.
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Définition 7. On appelle triplet de Hoare le triplet suivant

{P}s{Q}
ou P et @) sont des prédicats et S une instruction du langage IMP.

Il faut comprendre que P est un prédicat vrai avant le programme et () est un prédicat vrai
apres I'exécution de l'instruction S.

On définit les regles de la logique de Hoare :

[skip ] {P} skip {P}

[ass ] (Plz— A[d]]} « == a {P)

{r} S {Q} {Q} Sz {R}
{P} S1; 52 {R}

[comp 4]

it {Blol AP} 51 {QF  {-B[b] AP} Sy {Q}
= {P} if b then S; else Sy {Q}

{Bb] A P} S {P}

[while (P} while b do S {-B[b] A P}
{r'}ts{Q} . o oy
[cons ] WSIP:P et Q' = Q.

Définition 8. On note -, {P}S{Q} si et seulement s’il existe un arbre correct aboutissant &
{P}S{Q} avec les regles ci-dessus.

C’est un aspect syntaxique.

Définition 9. On note F, {P}S{Q} si et seulement si pour tout état s tel que Ps = tt, si
(S,s) — ¢, alors Qs' = tt.

C’est un aspect sémantique.

Théoreme 3. Pour tout P, @, S,

Fp {P}S{Q} <K, {P}S{Q}

Le sens direct correspond a la correction de la logique de Hoare. On le montre par induction
sur la dérivation.

Le sens indirect correspond a la complétude de la logique de Hoare. La preuve fait I'objet du
développement : Complétude de la logique de Hoare.
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