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Banach—Steinhaus
LEgONS : 208 ; 246

REFERENCES : GOURDON, Analyse (p.398)

Prérequis :

théoréme de Baire

calcul du noyau de Dirichlet

un Banach est d’intérieur non vide
(CP(R,C), ||-llsc) est complet

Introduction :

Le théoréme de Banach—Steinhaus est un théoréme essentiel qui permet de déduire des
informations globales (normes d’opérateurs) a partir d’informations ponctuelles (normes a z fixé).
C’est une application directe du théoréme de Baire.

Théoréme 1 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach, F' un espace vectoriel normé.
Soit (7;);er une famille quelconque d’applications linéaires continues de E vers F. Alors on a
deux cas disjoints possibles :

(i) sup{||Tillg(m,r), i € I} < 00

(ii) il existe x € E tel que sup{||T;(z)||r,i € [} = 00

Démonstration. S’il existe x € E tel que sup{||Ti(z)||r,i € I} = oo, alors il existe une suite
(in) € IN tel que ||T;, (7)||F tend vers +o0o quand n tend vers linfini.

T, (y Ty (2
Ot T, e — s {IIHy<HE>|!F,y e B\{0}} > w

qui tend vers +o0o donc on a bien
sup{||Til|z(p,F), i € I} = o0.
Ainsi si on est dans le cas (ii), on n’est pas dans le cas (i).

Montrons maintenant que si on n’est pas dans le cas (ii), on est dans le cas (i).
On considére maintenant que, pour tout x € E, sup{||T;(z)||r,i € [} < oc.
Pour chaque n € N* et ¢ € I, on pose I’ensemble

Fni={z € E,|Ti(x)|r < n}.

F,; est fermé car F,,; = T, '([0;n]) avec [0;7n] fermé et T; continue pour tout i € I. On considére
F% ::(W<th
i€l

qui est fermé pour tout n € N* car l'intersection quelconque de fermés est fermée. De plus, pour
tout = € E, il existe n € N* tel que sup{||T;(z)||r,i € I} < n, don

E = U F,.

neN*
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On utilise le théoréme de Baire, E est d’intérieur non vide ', donc il existe ng tel que F,, soit
aussi d’intérieur non vide.
Ainsi il existe un y € E et r > 0 tel que B(y,r) C F,,, ce qui se traduit par :

Vz € B(y,r), |Ti(2)|lr < no pour tout i € I.

Soit x € B(0,1), on veut prouver que ||T;(x)||r est borné pour tout i € I. Or on a

Ti(w) = (Tiy +r2) ~ T(3))

car T est linéaire et avec y et y + rz dans B(y,r), donc

2n0

1 )
ITe(2) = 11~ (Tily +rz) = T(y)]l < pour tout i € I.

2
Donc, en passant au sup sur 4, on a sup{||7;||z(g,r),i € I} < %0 Ainsi
T

sup{||Til|z(p,F), i € I} < 0.

O

Application 1. Il existe des fonctions continues dont la série de Fourier diverge et donc ne
coincide pas avec leur série de Fourier.

Démonstration. On pose Cor = {f € C°(R,R) avec f 2r—périodique } muni de la norme uniforme
||l.||. Pour f € Car et n € N, on note

cn(f) = % ™ (e ™dt et S,(f):x— Z cp(f)eike,
- k=—n

Pour tout n € N, on pose 'application

, ‘{027r - C
L F e Sah)(0)

Etape 1 : L’application ¢,, est linéaire et continue pour tout n € N.
Soit n € N, 'application £, est linéaire par linéarité de la somme et de l'intégrale.
Soit f € Cor,

n

Nl =] > exl)

k=—n

:) é:n; _7; f(t)e_iktdt‘

_ 217T’/—7; £(t) gn:n@—mtdt‘

1 ™
< — || Dn(t)|dt
5 | 1f®lIDn()
< IA11Dall

1. car F est un espace topologique, il est donc ouvert pour sa topologie et donc égal a son intérieur, de plus,
comme c’est un espace vectoriel, il est non vide (il y a 0 dedans). Donc E est bien d’intérieur non vide
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sin ((2n+1)%)

sin (%)
2n + 1 comme vu dans la note 2.
Ainsi on a pour tout f € Car, [€n(f)| < ||Dnll1]/f]]- Donc ¢, est continue.

On a bien D, intégrable puisque D, (t) = continue sur [—m; 7] puisque D, (0) =

Etape 2 : Prouvons que |[(n]|z(c,y.c) = | Dnll1
Par le calcul précédent, on sait que [|€s]|z(c,,,c) < | Dnll1. On va approcher |4y ||z, c). Pour

D, (t
tout € > 0, on définit f, = # qui appartient & la boule unité (i.e f; € Boo(0,1)).
| Dn(t)] + €
Pour tout n € N,
1 ™
en(f)l < o [ 1@l Dn(t)|dt
™ —T

17 D
S 2r ) |Dn(t)] +e

Lorsque I'on fait tendre € vers 0, avec ¢ positif, cela converge vers || D,,||; par convergence dominée *.
Ainsi [[4n]lz(csr,c) = [[Dnllr-

Etape 3 : (||Dy]|1)nen diverge quand n tend vers Uinfini.
Pour tout n € N,

1D, 1 /7r | sin ((277Jfr 1)%)|dt 1 /w | sin ((277 T 1)%)’dt . 1 /Tr | sin ((27; + 1)%)|dt
) @ Tk @l kT
puisque sin(z) < z sur [(), ﬂ En posant le changement de variable u = w on a

(2n+1)m .
’ | sin u)

2 2
| Dpll1 = / du
m™.Jo u

"+oo | sin u| ) 4 ) )
Or du diverge *, donc || D, ||1 diverge aussi.
Jo u

Etape 4 : Utilisation du théoréme de Banach—Steinhaus
On veut appliquer le théoréme de Banach—Steinhaus avec :

- E = Car qui est bien un Banach puisque c’est un fermé de (CY(R, C), ||.||) qui est un Banach.

- F = C qui est bien un espace vectoriel normé

-I=N

- T, = ¢, applications linéaires continues grace a ’étape 1.
Ainsi on peut appliquer le théoréme de Banach—Steinhaus.
Or, par I'étape 3, sup||4n || z(c,,,c) = +00, donc on est dans le deuxiéme cas, il existe f € Cor telle
que SUIN)|£n(f)| = gg,Ni.e. il existe f € Car telle que |S,(f)(0)| diverge.

ne

O

sin ((2n +1)%) 2n+1)

2. Utiliser ’équivalent en 0 de sinus :

) sin (%) x:O 5 z—0

Dy, (t . .

3. on a la majoration % < |Dn(t)| qui est intégrable sur [—m, w] comme vu précédemment
n €

nm . n km . n
n / | sin u| 22/ |smu|du: 2 1 +oo
u _ km m k n—ooo
0 k=1 (k—1)m k=1
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Remarques :

Ce n’est pas évident de trouver dans la pratique un tel f. La série de Fourier de la fonction
suivante f diverge (exemple du Gourdon Analyse)

—+00

Ve € [-m,nw] f(x)= Z p12 sin ((2p3 + 1)‘?)

Astuces de l’agrégatif :
On n’est pas obligé de découper les étapes de ’application, car cela prend du temps mais
cela structure la preuve au moins dans la téte. Pendant le développement, je ne fais pas la

divergence de || Dy |1, faute de temps. Je dis juste a l'oral que c’est di a la non intégrabilité du
sinus cardinal.

Voici une autre application du théoréme de Banach—Steinhaus :

Application 2. Soit E un Banach, F' un espace vectoriel normé et une suite (7},)nen d’appli-
cations linéaires continues de E et F' qui converge simplement vers une application 7T'. Alors
sup{||Tullz(z,F),m € N} < 0o et T est linéaire continue.

ENS Rennes - Université de Rennes 1 4 Pierre Le Barbenchon




