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Cauchy—Lipschitz et lemme de Gronwall
LECONS : 203 ; 208 ; 220

REFERENCES : ROUVIERE, Petit Guide du Calcul Différentiel (p.170)

Prérequis :
- le théoréme de point fixe de Picard
- (C(I,R),]|.]lsc) est complet

- le théoréme fondamental de I’analyse

Introduction :

Le théoréme de Cauchy—Lipschitz est un incontournable des équations différentielles ordinaires.
En effet, ce théoréme assure, sous de bonnes hypothéses, ’existence et 'unicité des solutions
d’un probléme de Cauchy. C’est un théoréme extrémement général, on n’a pas de tel théoréeme
pour les équations aux dérivées partielles pour lesquelles on est obligé de faire du cas par cas.
On montrera ensuite un lemme de Gronwall qui est un outil essentiel en théorie des équations
ordinaires comme on le verra par la suite.

Théoréme 1. Soient I un intervalle de R et f : I x R® — R™ une fonction globalement
lipschitzienne par rapport a la deuxiéme composante x (de constante L). Alors, pour tout
(to, o) € I x R™, il existe une unique solution sur I au probléme :

{x’ = f(t,z) sur [

x(to) = X0

Démonstration. Soit (tg,z9) € I x R™. On notera ||.|| une norme sur R™.
Etape 1 : Montrons le théoréme dans le cas I compact
On pose £ = C(I,R™) muni de la norme

Vo €&, |z]le = sup e 2H=l| (1))
tel

Le but est d’utiliser le théoréme de point fixe de Picard sur la fonction

& l-le) = (& 1-lle)
x = x4+ [ f(s,z(s))ds
to
Il faut donc vérifier que (&, ||.|l¢) est un espace de Banach. On a (C(I;R™), ||.|lec) qui est

complet et ||.||oo et |||l qui sont équivalentes ! donc (&,].||¢) est bien complet.
Montrons que ¢ est contractante. Soit x,y € &, soit t > tg,

1. On utilise le caractére compact de I. Pour tout x € £, pour tout ¢ € I,
—2L|T —2L[t—
e 2 z(@)]| < e *H Nz < ()]

d’ou
e zfleo < llzlle < oo

en passant au sup
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le(@)(#) — (W) O < H ) f(s,2(s)) — f(s,y(s))ds

< [ I (sun() = fs.u(5) s
t
<Aumww@ws

t
< / LeZL(sfto)e*QL(SftO)Hx(S) —y(s)lds

to

t
</ &”“*wu—ym@

to
2L(s—t9) ]t
<nx—muLk]
oL ¢

1 _
< 5lle = ylle(eHe-) — 1)

1 _
< 5l = ylleeH -

Ainsi 1
e 20 o (2) () — p(y) ()] < §||l“ —ylle

On peut faire de méme pour ¢ < .

@@Xﬂ¢@ﬂﬂ<H [ 7sv0(6) — o005
< [ 15 s,2(6)) = Tl u(o)lds

t

to
< [ Llat) - ylo)las
Jt
to
< / LGQL(t()fs)672L(t07S) Haj(s) — y(S) ”ds
f

" rto
g/ L2009 g — ycds
t

< lz —ylleL [CQWUS)}LO
2L ¢

< 5llz = ylle(e = — 1)

i = yllee? o

Ainsi
672L(t07t) H QO(I’
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—
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\

hS)
—
Nsd
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—
~
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\
=
™

En passant au sup sur ¢ € I, on obtient

1
lo(z) = o(y)lle < §va —ylle

Donc ¢ est contractante, on peut appliquer le théoréme de point fixe de Picard.
Il existe donc un unique point fixe & de ¢. On a donc

Z(t) —xo = t f(s,2(s))ds
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Autrement dit,
¥ = f(t,z) sur I
Z(to) = zo
Etape 2 : Montrons le théoréme dans le cas général
On peut écrire
I= U I

keN
ou Iy, = I N[—k; k.
Tous les I, sont compacts, donc on peut appliquer I'étape 1, on obtient des solutions xy
définies sur I. Or, pour tout k € N, Tt1];, = Tk Par unicité. Donc 'application

I —- R"
x:
t — xp(t) sitestdans I

est bien définie, de maniére unique et est solution du probléme.
Cela conclut donc la preuve du théoréme. O

Théoréme 2. Dans le méme cadre, soient x et y deux solutions, on a alors :

Ve T, lo(t) — y@)l < llotto) — ylto) e

Démonstration. On pose ¥ (t) = ||z(t) — y(t)||. Pour tout t > ¢y, on a

(1) < W(to) + / Lip(s)ds

par la formule de ¢ dans la preuve précédente.

t
La fonction 1 n’est pas dérivable, donc on va poser ¢(t) = [ (s)ds et utiliser la dérivée de
t
¢. On a ’
¢'(t) < W(to) + Lo(t)
On observe que

L1p()e™ M) = (1) — Lo(B)e ™) < ylto)e )
On intégre (bornes croissantes) entre ¢y et ¢ pour trouver

t

B(t)e10) < w<to>/ e ds

to
—L(s—to) t
< Y(to) [e}
iy "
(1 _ e—L(t—to))
< > - 7
< Y(to) 7
D’ou
eL(tfto) -1
8(6) < wlto)
Ainsi en réinjectant dans ¢'(t) < ¥ (to) + Lo(t), on trouve
L(tfto) -1
(E) < Vt0) + Lulta) S = (ta)e e
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On peut faire de méme pour ¢ < tg, ce qui permet de conclure la preuve du théoréme.
Pour tout ¢t < g, on a

“to
ww<waw+l Lis(s)ds

par la formule de ¢ dans la preuve précédente.
to
La fonction 1 n’est pas dérivable, donc on va poser ¢(t) = / W (s)ds et utiliser la dérivée de
t

¢. On a
¢'(t) = —(t) = —(to) — Lo(t)

En dérivant, on a
L1610 = (&(6) + Lo > —p(tm)e™

On intégre (bornes croissantes) entre ¢ et to pour trouver
—p(t)elt > —ah(t) [ eLsds
9( Ji
els to
et < i) <]

Lty _ Lt
<1/J(150)(e Le )
D’ou Lita—)
0-t) _ 1
O(t) < h(to) —F——

Ainsi en réinjectant dans ¢ (t) < ¥(tg) + Lo(t), on trouve

PL(t(]—t) -1

Y(t) < P(to) + Lap(to) - 7 — ¢(t0)6L(to—t)

Remarques :

Il faut bien faire attention aux cas t < tg. Ne pas oublier de préciser que les cas t < tg se
traitent de maniére similaire pendant le développement.

Selon le temps, on n’est pas obligé de faire le lemme de Gronwall
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