Agrégation 2018/2019

Théoréme des extrema liés
LECONS : 152; 159; 214; 219

REFERENCES : ROUVIERE, Petit Guide du Calcul Différentiel (p.372) et
BECK-MALICK-PEYRE, Objectif Agrégation (p.20)

Prérequis :

- Théoréme des sous-variétés

Caractérisation du plan tangent !
- (F1+)° = F en dimension finie

-AcB = BlcaAt

Introduction :

L’étude des extrema est trés utile dans 'optimisation : chercher le maximum ou le minimum
d’une quantité. Pour trouver ces extrema, on a des outils classiques comme I’étude des dérivées
(en une ou plusieurs dimensions) premiére ou seconde. On va utiliser le théoréme des extrema liés
pour trouver des extrema sous contrainte. Par exemple, on pourra trouver la plus petite surface
d’un parallélépipéde rectangle a volume fixé 2.

Lemme 1. Soit ¢, ¢1,...,px des formes linéaires sur R”, on a
k
© € Vect(p1,...,pr) <= ﬂkercpi Ckergp
i=1
k

Démonstration du lemme. Soit x € ﬂ ker v;,
i=1

1=

Vie{l,...,k} ¢i(x)=0

1. Pour ce dont on a besoin ici, il suffit d’avoir T,I" C ker dF'(a) et I’égalité des dimensions
égalité des dimensions : Le plan tangent est de dimension k (dimension de la sous-variété). Comme dF(a) est

linéaire de R™ dans R™ %, par le théoréme du rang, on a

n = dimkerdF(a) + rg dF(a)
Par surjectivité de dF'(a), puisque F est une submersion, on a

rg dF(a) = dimR"™" =n — k
inclusion : Soit v = ~/(0), avec v :] — 1,1[— T' € C* et a = 7(0), on a pour tout ¢ €] — 1, 1],

Fox(t)=0
Donc on a (F o+)'(0) = 0, ce qui est équivalent & avoir
dF (7(0))-(v'(0)) = 0

c’est & dire dF'(a).v =0, d’ott v € ker dF'(a)
2. ce qui peut servir pour optimiser le format des briques de lait par exemple
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On a ¢ € Vect(p1, ..., ¢x), donc

Ainsi ¢p(x) = 0, donc = € ker . Ce qui prouve que

k

ﬂ ker ; C ker ¢
i=1

k
On suppose que ﬂ ker ; C ker ¢, donc
i=1
Vect (g1, - - -, pr)° C Vect(p)®?3

Par dualité, on a
Vect(p) = (Vect(¢)°)t € Vect(p1, ..., or)

car on est en dimension finie* et que le passage a 'orthogonal inverse le sens de I'inclusion.
Ainsi, comme ¢ € Vect(p), on trouve le résultat souhaité

p € Vect(p1,...,pk)
OJ

Théoréme 1 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R, soient f,g1,...,gn_x € C*(U,R). On pose

F'={zelUg(zx)=g2oz) = = gni(x) =0}

Si fir admet un minimum en a et la famille {dg;(a) ?z_lk est libre, alors il existe des réels
Aly .- An_k € R tels que

n—k
df(a) =) _ Nidgi(a)
i=1

Démonstration du théoréeme. On remarque que I' est une sous variété en a de dimension k£ comme
zéro de la submersion
U — Rk
F

T = (gl(m)v--wgn—k(l‘))
On a bien I' = F71({0}) et dF(a) est surjective®. Le plan tangent de I' en a est

n—k
T.T = ker dF(a) = () ker dg;(a)
=1

Soit v € T,T, il existe donc 7 :| — 1; 1[— T telle que ¥(0) = a et 7/(0) = v. Or a est un extremum
de fir, donc 0 est un extremum de f o .

0= (f27)'(0) = df (v(0))7'(0) = df (a).v

3. Soit z € Vect(ep1,...,pr)°, comme p; € Vect(p1,...,pr) pour tout ¢, on a donc p;(x) = 0, ainsi p(z) =0
(par hypothése) et Ap(z) = 0 donc pour tout ¢ € Vect(p), ¢ (z) = 0, donc = € Vect(p)°

4. ce qui nous donne bien (F°)* = F, on a linclusion F' C F°)* et ’égalité des dimensions

5. En effet, la matrice de dF'(a) est la matrice de taille n x (n — k) contenant les dg;(a) sur chaque ligne. Cette
matrice est de rang n — k car la famille dg;(a) est libre, donc comme dF(a) va dans R"™*, on a la surjectivité de
dF(a) (car rg dF(a) =n —k = dimR"%)
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Ainsi v € kerdf(a), on a donc
n—k
ﬂ ker dg;(a) C kerdf (a)
i=1

Par le lemme précédent, on a donc

df (a) € Vect(dgi(a),...,dg,—k(a))

Ce qui permet de conclure la preuve du théoréme. O

Application 1 (Inégalité d’'Hadamard). Pour tout z1,xs,...,z, € R",

n

det(x1,x9,...,25) < H s ||2
i=1

Démonstration de l'inégalité. On va utiliser le théoréme des extrema liés® & la fonction det sur
la sous variété

I ={z,29,...,0, €R" Vi€ {1,...,n}gi(z1,...,2,) = ||zi]3 — 1 = 0}

Il existe un maximum de det sur I, car I" est compact ” et det est continu.

On note v = (v1,...,v,) un élement de I' tel que det(v) = det(vy,...,v,) soit maximal.

On a det(v) # 0 car, pour une base orthonormale, on a un déterminant valant 1, donc v ne
serait pas un maximum.

Ainsi la famille vy,..., v, est libre, ce qui nous dit que la famille des formes linéaires (v;, .)
est libre, or dg;(v) = 2(v;, .) donc la famille dg;(v), ..., dg,(v) est libre.

On peut donc bien appliquer le théoréme des extrema liés, il existe (A;)] tels que
Pour tout h = (h1,...,h,) € (R")"

ddet(v).h = Zdet(’l}l, ey Vi1, hi, Vi41y- .- ,?Jn) = Z 2/\j<’l)j, hj)
i=1 7=1

Ainsi pour tout j € {1,...,n}, h = (h1,...,hy) = (0,...,0,v;,0...,0) (ol v; est en place j)
on trouve
det(v) = 2X;]lv;]13 = 2
car v € I, d’ou Aj # 0 pour tout j € {1,...,n}.
Puis pour tout j € {1,...,n}, ke {1,...,n}, h = (h1,...,hy) = (0,...,0,v;,0...,0) (ot v;
est en place k) on trouve
0 = 2, (vg, vj)

Comme tous les A; sont non nuls, on a (v;,vj) = 0 pour tout i # j.

Donc comme v € I, vy, ..., v, est une famille orthonormale, donc de déterminant +1. Ainsi
|det(v)] =1
Pour tout xy,...,z, € R,
T T n n
1
[det(@, .. wa)] = [det( ey .., ) T Iallz < T Nl
farlla’ " Tl L 11
€1 L, .
car by €I et que le maximum de | det(I")| est 1.
[z 1]]2 [[2n 2
O
6. ici on travaille dans R"Q, avec une sous variété de dimension n? — n en utilisant g;(z1,...,2,) = ||@i]|3 — 1

7. c’est la sphére unité donc un fermé borné en dimension finie
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Remarques :

On peut prouver l'inégalité d’Hadamard sans avoir recours aux extrema liés (c’est fait dans
le GOURDON Algeébre [?])

Astuces de agrégatif :
On utilise qu’un sens du lemme, donc on pourrait ne prouver qu'un sens mais bon c’est joli
d’avoir une équivalence.

On peut montrer I'inégalité arithmético géométrique et I'inégalité d’Holder avec le théoréme
des extrema liés.

Attention, pour la preuve du théorémes des extrema liés, on utilise une sous-variété locale en
a, donc il faudrait dire rigoureusement qu’il existe un petit voisinage de a sur lequel toutes les
dg;(a) sont linéairement indépendantes (condition ouverte donc cela ne pose pas de problémes)
si on veut vraiment une sous variété, mais on n’en a pas besoin, on a seulement besoin d’un point
lisse (voir Rouviére [?]|) mais je préfére parler de sous-variétés. Pour ne pas avoir de probléme
de sous-variété, on peut supposer que la famille dg;(x) est libre pour tout = € U. Cependant, il
faudrait trouver 'ouvert U pour 'application au déterminant. On peut en trouver un car la
liberté est une condition ouverte (si det x # 0, il existe un petit voisinage autour de x tel que
det # 0 sur le voisinage) mais cela revient & considérer une sous variété sur un petit ouvert

(d’ott ma volonté de parler de sous-variété car on s’y raméne facilement).
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