Agrégation 2018/2019

Formule d’inversion de la fonction
caractéristique

LECONS : 236; 239; 250; 260 ; 264

REFERENCES : OUVRARD, Probabilités 2 (p.233)

Prérequis :

la fonction de répartition Fx caractérise la loi de X (voir appendice)

théoréme de convergence dominée

théoréme de Fubini

sin(u) du = L
U 2

le nombre de discontinuité d’une fonction croissante est dénombrable

+oo
I'intégrale de Dirichlet /
0

Introduction :

En sachant que la fonction caractéristique n’est autre qu’une transformée de Fourier, on se
demande qu’elle est la fonction caractéristique inverse. De plus, est ce que cette fonction inverse
pourrait nous donner la loi suivie par notre variable aléatoire. On va voir qu’en effet, la fonction
caractéristique caractérise la loi (on le montrera en montrant qu’elle caractérise la fonction de
répartition qui caractérise la loi), on donnera 'expression explicite de la loi de probabilité pour le
cas discret et le cas a densité.

Théoréme 1. La fonction caractéristique d’une loi de probabilité détermine cette loi, ainsi deux
variables ont méme loi si et seulement si elles ont les mémes fonctions caractéristiques.
De plus, si X est une variable aléatoire discréte, on a

Et si X est une variable aléatoire réelle et que px € L', alors X admet une densité donnée
par
1
o7

fx(@) /R e (1)t

Remarques :
On va se servir du fait que la fonction de répartition Fx(t) = P(X < t) caractérise la loi.
Donc il faut bien connaitre ce résultat.

Démonstration. Soient T > 0 et deux réels a et b tels que a < b. On pose la fonction K7 définie

sur R par
1 [T e—iat _ ,—ibt
Kp(x) = — / £ —C gy
2 J_r it

1. on peut le prouver en appliquant le théoréme des résidus sur un contour bien choisi
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On va vouloir utiliser le théoréme de convergence dominée pour avoir
lim KTdPX = lim KTdPX
T—oo Jr R T—o0

Etape 1 : Calculons lim Krp
—_— T—00

1 T efiat _ efibt ) 0 eiau _ eibu )
K —_ zaztdt —au g 2
) =52 < /0 W c At /T W “)
1 T gi(z—a)t _ ,i(z—b)t T o—i(z—a)t _ ,—i(z—b)t
— dt — dt
27 it /0
T Ji(zx—a)t _ —i(z—a)t T i(x—=b)t _ —i(z—=b)t
/ ‘ , ‘ dt — / ‘ _ ‘ dt)
Jo it Jo it
T _i(z—a)t _ —i(z—a)t T _i(xz=b)t _ —i(x—b)t
€ € € &
dt — dt
L= [
T o B T o B
(/ sin((z — a)t) dt—/ sin((z — b)t) dt>
0 t 0 t

1 ( /(m@T sinu /<M>T sin u du) 3
T 0 u 0 u

Y sinu

S~

it

BN

du, Yy € R* on a donc

En posant la fonction ¢(y) = /
0

Kr(z) = — (o(T (2 — a)) — ¢(T(x — b))

3=

. 0 gin(u) T . o
Or on sait que ——du = 3 donc en faisant une distinction de cas z < a,x =a,a <z < b,
U

0
z =bet b <z, on donne la limite de Kp(x).

e Siz<a,ona lim7T(x—a)=—occet limT(z—b) =—o0,dou
T—r00 T—o0
1, = =
lim Kr(z) = —(—= + =) =0
A @) =25+ 5)
e Siz=a,ona limT(x—a)=0et lim T(z—b) = —o0, don
T—00 T—00
1 0 1
lim Kp(z) = (04 &) = =
A @) =20+5)=3

e Sia<z<b ona limT(x—a)=+oc0et limT(x—0b)=—o0,dou
T—oo T—oo

1(7r+z):1

lim Kp(x) = 5135

T—00 ;
e Siz=bona limT(x—a)=+o0et Tlim T(x—b)=0,dou
—00

T—o00

s 1
5-0=3

N | -

lim Kp(x) =
T—r00

2. par le changement de variable u = —t
3. par le changement de variable u = (x — a)t et u = (z — b)t
4. on peut remarquer que ¢ est impaire, cela nous servira pour la limite en —oo
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e Sib<z,ona limT(x—a)=+oc0et hm T(x —b) = +o0, d’ou

T—o0 T— 00
1 n =
lim F =—(=— =)=
A Krle) =25 = 5) =0
Ainsi on peut écrire
. 1) + 0
lim Kp(x) = 1]a7b[(x) + (z) ()
T—o00 2

Ainsi
/ lim KpdPyx = / 1y, pi(7) + Mdpx
R I'—o0 R ’ 2

= P(X €]a,b]) +

Et 2 : Calcul li KrdP
ape aCUO”STl_{%OfR TdPx

71at fzbt
/ Kr(z)dPx = / o / et dtdP x

—zat e—zbt .
- — | P xdt
27T it /R X

1 T e—iat _ e—ibt

T o) it

par Fubini®

(px(t)dt

On utilise maintenant le théoréme de convergence dominée, puisque |Kp | <

< 2||¢”O<>7 d’Ol\l
T

T _—iat —ibt — —
. emiot ¢ P(X =a) + P(X = b)
lim — - t)dt = P(X b)) +
T—>1 00 2T -T it SDX( ) ( €]a7 D 2

Etape 3 : Lien avec la fonction de répartition
On sait que Fx(b) — Fx(a) = P(X €la,b]) + P(X =b), donc on a

1 [T e—iat _ —ibt P(X=a)—P(X=0b
/ %@X(ﬂdt _H o) P )
T 1t 2

Soit D les points ou F'x est discontinue. L’ensemble D est dénombrable car F'x est croissante.
Ainsi, pour tout b ¢ D, on a

Or R\D est dense dans RY et Fx est continue & droite. Ainsi, Fx est caractérisée par ¢x,
donc comme Fy caractérise la loi de X, alors px caractérise la loi de X.

—iat —ibt i(b—a)t —i(b—a)t i(b—a)t —i(b—a)t
5. puisque Le ¢ eint| = L itatny/2€ i giot| = 1€ i b—a) _
2 it 2m it T 2i(b—a)t/2 2
b—a e s ., T(b — a) . iz
donc lintégrale sur [—7,T] est majorée par ——— qui est intégrable sous

1. ((b=a)t\b—a
<
sin ( 5 5| < 5
la mesure dPx puisque c’est une mesure de proba donc toutes les constantes sont intégrables.
6. puisque D est dénombrable

L
s
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Etape 4 : Résultat pour X une variable discréte
Soit b un atome de la variable aléatoire X. On considére maintenant

1 /T
Jr(z) = 5T /Te’btemdt

On va utiliser la méme technique pour Jp qu’avec K7 en utilisant le théoréme de convergence
dominée.
Pour z = b, on a Jp(xz) = 1. Pour x # b, on a

efi(bfx)t

T
—Z(b—ZL‘)] . = sinc(T'(z — b))

1

Jr(z) = oT

Ainsi Tl_iglooJT(x) = 0p(x).

On utilise Fubini " pour intervertir de nouveaux les intégrales :

1 T
/JT(:c)dPX(:B) :/ / e~ et dtdP x ()
R R2T -T

| R jt
_ L[ / P y () dt
2T J 1 R
L -
= — - t)dt
o7 | ¢ px(t)
On utilise maintenant le théoréme de convergence dominée puisque |Jr(x)| = |sinc(T(z—b))| <

1 intégrable pour la mesure dPx, ainsi

lim JrdPx :/ lim JrdPx
R R T—o0

T—oo
1 T ibt X
1' —_— - pu— P p— P pu—
Tl—r>rolo 2T /—T © X (t)dt /}% 5b<$)d X ( b)

On a donc le résultat souhaité pour une variable aléatoire discréte.

Etape 5 : Résultat pour X une variable réelle telle que px € L'
Comme ¢x € L', la loi de X n’admet pas d’atome puisque

1

T
, 1
— te Pldt) < — ——0
2T/ ex(t)e spllexlln ———

-T

1 )
et on vient de prouver que si y’a un atome P(X =b) = lim — fTT e~ ®tpy (t)dt.

Par la premiére partie, on a donc

) 1 T efmt _ efzbt
Px(at) = Jim o= [ g tar

On applique de nouveau le théoréme de Fubini® afin d’obtenir

1 T e—i(zt o e—z’bt 1 T b -
— _ tdt = — g t)dt
[ ea- o [ (/ c a:) ox(®)

o 1
—ibteiwt] < ainsi lintégrale sur [T, T] est majorée par 1 qui est intégrable pour la mesure

7. puisque Le
- puisq oT S o7

de proba dPx
8. puisque les segments d’intégration sont finis et que px € L'
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by (T -
= — e t)dtd
/G%/T@ px(t)dtdr

I
En introduisant naturellement | gr(x) = o / e oy (t)dt |, on a donc
T J-T

b
Px(Ja,b]) = lim gr(z)dz

T—oo /g,

Pour conclure, il faut donc intervertir 'intégration et la limite, on utilise de nouveau le

1
théoréme de convergence dominée puisque |gr(z)| < THQD x||z1 est intégrable sur [a, b], ainsi
T

b
Px(Ja,b[) —/ lim gr(z)dx

T—o0
b/ ‘
:/ (%/e_“”t(px(t)dt> dx
a R
. . 1.
Ainsi on trouve bien fx(t) = Py Jre " tox (t)dt. O
™

Remarques :

On a montré que px € L' implique X est & densité, cependant la réciproque est fausse. Par
exemple, une variable suivant une loi exponentielle, posséde par définition une densité, or sa
fonction caractéristique n’est pas intégrable sur R

(t)_/+oo it Ty — 1 + it
L S e

Et |px(t)] o non intégrable en +o0.

1
oo 1]

Il faut savoir montrer que la fonction de répartition caractérise la loi en utilisant le lemme
des classes monotones. (voir appendice)

Astuces de ’agrégatif :
Ce développement est trés long, je m’arréte souvent aprés I'étape 4, je vais plus vite sur
certains points en fonction de la lecon dans laquelle on est.

Durant le développement, j’explique juste a l'oral la limite de K7, je n’écris pas la distinction
de cas proprement, je donne juste ’expression de la limite.

J’écris les fonctions K et Jr sous ses formes 1a au début car je me souviens que quand on
va intégrer sous dPx, il faut faire apparaitre la fonction caractéristique d’ou le + devant ixt
dans I'exponentielle, et ensuite le reste est avec un — dans 'argument des exponentielles.
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