Exercices classiques

Pierre Le Barbenchon

Préparation a l'agrégation 2019/2020

L’objectif de ce document est de donner des exercices classiques qu’il faut savoir faire en arrivant a
I’agrégation.
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Montrer que si X,, ~ #(n,p,) avec np, — A, alors X, LN ' P(N).
n— oo

. Donner tous les automorphismes de corps de R (attention, ils ne sont pas forcément continus).

. Montrer que GL,,(C) n’admet pas de sous-groupe arbitrairement petit.

Montrer le théoreme de point fixe de Picard :

Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une fonction contractante (qui vérifie
d(f(x), f(y)) < kd(z,y) pour tout z,y € F avec k < 1). Alors f admet un unique point fixe a
dans E et pour tout zy € E, la suite définie par x,+1 = f(z,) converge vers a et on a

kn
1-k

Vn € Na d(xnaa’) < d(ml,xO)'

. Montrer que F est cyclique (pour ¢ = p* avec p premier et o € N*).

. Montrer la décomposition polaire :

Soient O,(R) le groupe orthogonal {M € M, (R),) MM = I,} et .#;t"(R) 'ensemble des matrices
symétriques définies positives.

b: ORI XZFFR) = GL,(R)
' (0,8) — 0S8

est une bijection.

Soit E un espace préhilbertien. Démontrer I'inégalité de Cauchy—Schwarz

Ve,y € B, [{z, )| < |lzllyl-

. Montrer que les sous groupes additifs de R sont de la forme aZ ou a € R ou sont denses dans R.

. Montrer le théoreme de Riesz : Soit E' un espace vectoriel normé, alors les deux assertions suivantes

sont équivalentes :
(i) E est de dimension finie ;
(ii) la boule unité fermée Bg (0, 1) est compacte.

On dit qu'un polynéme P € Z[X] est primitif si son contenu (pged de ses coefficients) vaut 1. Soit
P € Z[X]. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) P est irréductible sur Z ;
(ii) P est primitif et P est irréductible sur Q.
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— GLy(R)

Caleuler la différenticlle de { CL7(R)
A — A—l

Montrer le critere d’irréductibilité d’Eisenstein :

n
Soit P = Z a; X" € Z[X], §'il existe un nombre premier p qui vérifie :
i=0

e pla;, Vie{0,...,n—1}
*pfay
e p’tag
Alors P est irréductible sur Q.
Montrer que l'on ne peut pas engendrer S,, avec moins de n — 1 transpositions.

Montrer le théoreme de prolongement des fonctions uniformément continues :

Soient (E,dg) un espace métrique, (F,dr) un espace métrique complet, D dense dans E' et f: D — F
une application uniformément continue. Alors il existe un unique prolongement f : E — F de f.

Montrer que le polynéme X* + 1 est irréductible sur Q mais réductible sur tous les F,. !

Montrer le théoreme de Heine : Soient K un espace métrique compact et f une fonction continue de
K dans R, alors f est uniformément continue.

Montrer le théoreme de Wilson :

p premier si et seulement si  (p—1)! = —1 [p].

Montrer que 2, est engendré par les 3-cycles.

Donner un développement asymptotique & lordre 2 de la suite (uy,)nen définie par

s .
ug €]0, 5[ et  upiq = sinu, pour tout n € N.

Combien il y a de coloriage du cube avec 3 couleurs ?

Montrer ’homéomorphisme exp : .7, (R) = .7, (R) ou .7, (R) est 'ensemble des matrices symétriques
réelles et .7, (R) est 'ensemble des matrices symétriques définies positives réelles.

Donner un exemple de suite de fonctions telle que I'on ne peut pas intervertir la limite et le signe
intégral.

Montrer la formule de Stirling :

n

n! ~ n"e "V2mn.

n—oo

Montrer la décomposition QR :

Soient U, (C) le groupe unitaire {M € M,,(C), M*M = I,} et T,}*(C) I'ensemble des matrices trian-
gulaire a diagonale réelle strictement positive.

o: Un(C) XTiH(C) = GLu(C)
' (@ R) = QR

est une bijection.

Montrer que la fonction de répartition Fy : t — P(X < t) caractérise la loi de X.

L Ainsi, il n’existe pas de réciproque au critere d’irréductibilité modulaire
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Montrer les théorémes de Dini :

Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions continues de [a, b] dans R telle que (f,,) converge simple-
ment vers une fonction continue f. Alors (f,) converge uniformément vers f.

Soit (fn)nen une suite de fonctions croissantes de [a, b] dans R telle que (f,,) converge simplement vers
une fonction continue f. Alors (f,,) converge uniformément vers f.
Montrer le lemme de Riemann-Lebesgue :
Soit f € L'(R) une fonction 27 périodique. Alors
1 27 )
en(f)==— f(t)e ™dt —— 0.

o 2T 0 n—o0

M,(R) — R

Calculer la différentielle du déterminant det :
A — det A

Montrer le théoréme de Liouville :

Si f est une fonction holomorphe sur C qui est bornée, alors elle est constante.
Montrer que le seul morphisme non trivial de (&,,,0) dans (C*, x) est la signature.

Montrer le lemme des noyaux :

n
Soient E un espace vectoriel sur K=R ou C, u € L(E) et P = HQi € K[X] ot les (Q;) sont deux &
i=1

deux premiers entre eux, alors on a
n
ker P(u) = @ ker Q;(u).
i=1

Montrer que 1’'on ne peut pas truquer deux dés & 6 faces afin d’obtenir une loi uniforme sur leur somme.?

Montrer que

1 s
2= 5

n>1
Montrer que le groupe orthogonal O,,(R) = {M € GL,(R),! MM = I,,} est compact.

Montrer le critere des séries alternées :

Si (un)nen € RN est une suite décroissante qui tend vers 0, alors la série Z(—l)”un converge. De
n=0
— k .
plus, son reste R,, = Z (=1)"ug est majoré par |u,41].
k>2n+1
Montrer la formule de Burnside :

Soit G un groupe fini (de cardinal |G|) agissant sur un ensemble X, on note r le nombre d’orbites de
cette action et on note Fix(g) 'ensemble {z € X, g.x = x}. Alors on a

r= ﬁ Z Fix(g).

geqG

Montrer le théoreme spectral :

Si A est une matrice symétrique réelle, alors elle est diagonalisable sur R.

2utiliser la fonction génératrice
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Montrer le théoreme d’Alembert Gauss® :

Si P € C[X] n’est pas constant, alors il admet une racine dans C. i.e. Tout polynéme de C[X] est
scindé.

Montrer le théoreme de point fixe compact :

Soit (K, d) un espace métrique compact. Si f est une fonction de K dans K vérifiant

d(f(z), f(y) < d(x,y),

alors f admet un unique point fixe dans K.
Montrer que la limite uniforme d’une suite de polynomes sur R est un polynéme.

Combien il existe de collier de perles avec 4 perles bleues, 3 perles blanches et 2 perles rouges ? (sachant
qu’on peut faire coulisser les perles sur tout le collier qui est circulaire)

Montrer le théoreme de Césaro :

Soit (tn)neN € CN une suite qui converge vers . Alors on a
1 n—1
lim — up =1

Montrer le théoreme de Cayley—Hamilton :

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). Alors x,,(u) = 0 ou x,, désigne le polynéme
caractéristique de u.

Montrer que la somme des inverses des nombres premiers diverge.

Calculer le déterminant d’une matrice de Van der Monde.

3on peut utiliser le théoréme d’inversion locale, ou le théoréme de Liouville, par exemple...



