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TD 3 : Mesures, fonctions mesurables

Exercice 2 -

Soit X un ensemble non vide et A la tribu engendrée par les parties {z} on z € X.
1. Montrer que A € A si et seulement si A est dénombrable ou bien A¢ est dénombrable.

2. Si X n’est pas dénombrable, on pose pour A € A:

u(A) =0, si A est dénombrable,
u(A) =1, si A n’est pas dénombrable.

Montrer que p est une mesure positive définie sur A.

Solution de la question 1 :

1. On veut montrer que

o{{z},x e X}) = {A € P(X), A dénombrable ou A° dénombrable}

on note cet ensemble B

On va utiliser la propriété qui nous dit que si A C T et T est une tribu, alors o(A) C 7.
Montrons que B est une tribu.

e () € B car I’ensemble vide est dénombrable.

C
e Soit B € B, on a donc B dénombrable ou Bt dénombrable, ainsi BteB (puisque BY = B).
e Soit (By)ren € BY. Distinguons deux cas :

— Si, pour tout k € N, By, est dénombrable, alors | J; .y Bx est dénombrable et donc

UBk€B~

keN

— 91l existe un kg tel que By, n’est pas dénombrable, alors B,EO est dénombrable (car By, € B).
Ainsi, comme [, oy B,E C B,EO, on a (J,en B,E qui est dénombrable. On a donc

C
(U Bk> = ﬂ B,E dénombrable

keEN keN
Ainsi,

UBkEB.

keN

Donc B est bien une tribu.

Montrons que {{z},z € X} C B.
Soit z € X, on a {z} dénombrable donc {z} € B. Ainsi,

{{z},ze X} CB

Ainsi, par la propriété énoncée au début de cette inclusion, on a le résultat voulu.
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Soit A € B. Distinguons deux cas :

— Si A est dénombrable, alors on a

A= U {z} € o({{z},z € X}).

z€A

— Si AC est dénombrable, alors on a

A= — |} ] eollishoexy.

z€ AL

Pour les deux derniéres inclusions, on a utilisé la définition de tribu (stabilité par union dénombrable et
stabilité par complémentaire).
Ainsi, on a bien

B Co({{z},z € X}).



