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Cours 1

Énoncer le lemme de décomposition des noyaux et le démontrer dans le cas de deux polynômes.

Cours 2

Définir l’indice de nilpotence. Montrer qu’une matrice est nilpotente ssi elle est trigonalisable avec
une diagonale nulle. Que peut-on en déduire sur son indice de nilpotence ?

Cours 3

Définir le polynôme annulateur d’un endomorphisme u. Montrer que toute valeur propre de u est
une racine de tout polynôme annulateur de u.

Exercice 1 - *

Soit la matrice A =

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

.

1) Calculer le polynôme caractéristique de A, en déduire son polynôme minimal.
2) En déduire pour tout n ∈ N∗ An en fonction de A et I3.

Exercice 2 - *

1) Soit u ∈ L(E), E un K-espace vectoriel, tel que u3 = idE . Montrer que E = ker(u − idE) ⊕
ker(u2 + u+ idE).
2) Supposons que P = QR ∈ K[X] un polynôme annulateur de u, avec R ∧ Q = 1. Montrer que
Im(Q(u)) = ker(R(u)).

Exercice 3 - *

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E), et soient F,G deux sous-espaces de E
supplémentaires et stables par u. Montrer que πu = ppcm(πu|F , πu|G).
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Exercice 4 - **

Soit n ∈ N∗, A,B ∈Mn(R) telles que AB −BA = B.
1) Montrer que B n’est pas inversible.
2) Montrer que pour tout k ∈ N∗, ABk −BkA = kBk. En déduire que B est nilpotente.

Exercice 5 - *

1) Montrer que si un endomorphisme est nilpotent, alors il existe une base telle que sa matrice soit
"sur-diagonale", i.e. avec des 1 ou des 0 sur la sur-diagonale et des 0 sinon.
2) SoitM ∈Mn(C). Trouver une condition nécessaire et suffisante surM pour queM et 2M soient
semblables. Indication : s’intéresser aux valeurs propres de M .

Exercice 6 - **

Soit u ∈ L(E), E un K-espace vectoriel de dimension n <∞. Le but de cet exercice est de montrer
qu’il existe un élément x ∈ E tel que le polynôme minimal de u en x est exactement πu.
1) Montrer que Ix = {P ∈ K[X], P (u)(x) = 0} est un idéal de K[X]. On note πx le polynôme
engendrant cet idéal, que l’on appelle le polynôme minimal de u en x.
2) Montrer que Ex = {P (f)(x), P ∈ K[X]} est un sous-espace vectoriel de E de dimension deg πx.
3) a) Soient x, y ∈ E tels que Ex ∩ Ey = {0}, montrer que πx+y = ppcm(πx, πy).
b) Si πx et πy sont premiers entre eux, montrer que Ex+y = Ex ⊕ Ey.
4) Soit M ∈ K[X] un facteur irréductible de πu et α sa multiplicité dans πu. Montrer qu’il existe
x ∈ kerMα(u) tel que πx =Mα. Conclure.
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Solution 1

1) χA =

∣∣∣∣∣∣
X −1 0
4 X − 4 0
2 −1 X − 2

∣∣∣∣∣∣ = (X − 2)

∣∣∣∣X −1
4 X − 4

∣∣∣∣ = (X − 2)3. Ainsi, la seule valeur propre de A

est 2 et le polynôme minimal est de la forme πA = (X − 2)r, r ≤ 3. On remarque que A− 2I3 6= 0,
et on calcule (A− 2I3)

2 ce qui donne 0. Ainsi, on a πA = (X − 2)2.
2) Soit n ∈ N∗. On veut calculer (Xn)(A), en utilisant le fait que (X − 2)2(A) = 0. Pour cela, on
va écrire la division euclidienne de Xn par (X − 2)2 : on a alors Xn = (X − 2)nQn + anX + bn,
et donc An = anA + bnIn. Pour éliminer le Qn de cette équation afin de déterminer an et bn, on
va appliquer l’égalité en 2 : 2n = 2an + bn. Il nous en faut une deuxième : pour cela, on va dériver
l’égalité en nXn−1 = 2(X − 2)Qn + (X − 2)2Q′n + an, ce qui en 2 donne n2n−1 = an. Ainsi, on a
an = n2n−1 et bn = (1− n)2n, et on a déterminé An = n2n−1A+ (1− n)2nI3.

Solution 2

1) On applique le lemme des noyaux à P = X3 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1). Puisque ces deux
facteurs sont premiers entre eux, par le lemme des noyaux on a :

E = ker 0 = ker(u3 − idE) = ker(u− idE)⊕ ker(u2 + u+ idE)

2) On applique de même le lemme des noyaux sur P = QR. Puisque P est un polynôme annulateur,
on a E = kerP (u) ⊕ kerQ(u). On va montrer l’égalité par double inclusion (attention : ici on ne
peut pas montrer l’égalité simplement par une inclusion et l’égalité des dimensions, puisque l’on est
pas en dimension finie).

— Soit y ∈ Im(Q(u)), et soit x ∈ E tel que y = Q(u)(x). Alors, on aR(u)(y) = R(u)(Q(u)(x)) =
RQ(u)(x) = 0. Ainsi, y ∈ ker(R(u)) et on a Im(Q(u)) ⊆ ker(R(u)).

— Soit x ∈ ker(R(u)). On applique le théorème de Bezout sur Q,R : ∃A,B ∈ K[X], AQ +
BR = 1. Ainsi, on a x = AQ(u)(x) + BR(u)(x) = AQ(u)(x). On a donc x = AQ(u)(x) =
Q(u)(A(u)(x)), et donc x ∈ Im(Q(u)).

Solution 3

On pose P le ppcm des deux polynômes minimaux induits. Alors, ∀x ∈ F , on a P (u)(x) = 0 puisque
πu|F (u)(x) = πu|F (u|F )(x) = 0 (avec F stable par u et πu|F |P ), et de même, P (u)(y) = 0,∀y ∈ G.
Ainsi, on sait que πu|P . Réciproquement, puisque πu annule ses endomorphismes induits, on a
πu|F |πu et πu|G |πu, donc leur ppcm P divise πu. Or P et πu sont unitaires, donc ils sont égaux.

Solution 4

1) On va raisonner par l’absurde. Supposons que B est inversible. Alors tr(B−1AB−A) = tr(In)⇒
0 = n, d’où une contradiction (la trace est préservée par la conjugaison).
2) On va le montrer par récurrence, sachant que l’on connaît le cas n = 1. Supposons que l’on a
ABk−BkA = kBk. Alors, ABk+1−Bk+1A = (ABk−BkA)B+B(ABk−BkA)+BkAB−BABk =
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2kBk+1+B(Bk−1A−ABk−1)B = 2kBk+1(k−1)Bk+1 = (k+1)Bk+1. D’où la relation par récurrence.
On a donc tr(Bk) = 0 pour tout k ∈ N∗, donc B est nilpotente (pour montrer ça, on peut trigonaliser
B dans C et la trace sera la somme des valeurs propres avec multiplicité puissance k et sera nulle.
On peut donc remplacer par linéarité les λki par n’importe quel P (λi) et en choisissant bien P avec
un polynôme d’interpolation, on a λi = 0 donc toutes le spectre de B est {0} et on a fini).

Solution 5

1) On sait déjà qu’on peut trigonaliser un endomorphisme f nilpotent en une matrice strictement
triangulaire supérieure, dans une base B = (e1, . . . en). On va construire une base B′ = (e′1, . . . e

′
n)

avec :
— e′1 = e1
— Tant que fk(e1) 6= 0, alors e′k+1 = fk(e1).
— Si le premier indice tel que fk(e1) = 0 est n, on a fini. Sinon, on itère à partir de e′k+1 = ek+1

C’est une base de E (puisqu’elle est échelonnée en B, vue la forme de la matrice de f en B). Ainsi,
elle est bien de la forme voulue puisque hors des cas du troisième point, f(ej) = ej+1 et dans le cas
du troisième point, f(ek−1) = 0.
2) Soit λ une valeur propre de M avec un vecteur propre x, et P inversible tel que 2M = P−1MP .
Alors, on a M(Px) = P (2M)x = 2λPx, donc Px est un vecteur propre de valeur propre 2λ. Ainsi,
par une récurrence immédiate, tous les 2nλ sont valeurs propres deM . OrM en possède un nombre
fini, donc λ = 0. En trigonalisant A dansMn(C) en A′ (ce qui est toujours possible), on n’a donc
que des 0 sur la diagonale, et donc A′ est strictement triangulaire supérieure, donc nilpotente. Ainsi,
A est nilpotente.
Supposons que M est nilpotente, alors 2M l’est aussi. De plus, on peut utiliser le 1) sur M : M est

semblable à


0 v2 . . . 0

0 0
. . .

...
. . . vn−1

0 . . . . . . 0

. Dans une base B. Dans la base B′ = (b1, 2b2 . . . 2bn), la matrice

de l’application linéaire canoniquement associée à M est


0 2v2 . . . 0

0 0
. . .

...
. . . 2vn−1

0 . . . . . . 0

, i.e. exactement la

matrice de 2M dans la base B. Ainsi, la M et 2M ont la même matrice dans deux bases différentes,
donc sont semblables.

Solution 6

1) Le fait d’être un sous-groupe additif vient de la linéarité de la somme de polynôme, appliquée à
u puis x. De plus, on montre facilement que PQ(u)(x) = QP (u)(x) et on en déduit l’idéalité. On
remarque qu’il est non vide, puisque πu y est.
2) D’une part, Ex est exactement l’image de l’application P 7→ P (u)(x). De plus, on peut montrer
que cet espace est de dimension inférieure ou égale à deg(πx) en montrant par une récurrence immé-
diate que pour k ≥ deg(πx), on a Xk(u)(x) ∈ Ex (l’initialisation vient de πx(u)(x) = 0, et l’hérédité
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se fait simplement par une division euclidienne par πx). Or, si cette dimension était strictement in-
férieure, alors il existerait k < deg(πx) tel que uk(x) ∈ V ect(x, u(x), . . . uk−1(x)), ce qui en écrivant
l’un comme combinaison linéaire des autres donne un polynôme annulateur (non nul) de u en x de
degré plus petit que deg πx. Ainsi, la dimension de Ex est exactement deg(πx).
3)a) On a πx+y(u)(x + y) = 0, on a donc par linéarité de u πx+y(u)(x) = −πx+y(u)(y). Le pre-
mier terme est dans Ex, l’autre dans Ey, et puisqu’ils sont égaux ils sont donc tout deux nuls.
Ainsi, on a πx|πx+y et πy|πx+y, et donc ppcm(πx, πy)|πx+y. De plus, on a ppcm(πx, πy)(u)(x+ y) =
ppcm(πx, πy)(u)(x)+ ppcm(πx, πy)(u)(y) et ces deux termes sont nuls puisque le ppcm est divisible
par πx d’une part et πy d’autre part. Ainsi, πx+y|ppcm(πx, πy). Puisque ces deux polynômes sont
unitaires, ils sont égaux.
b) D’une part, soit z ∈ Ex∩Ey. On a alors P (u)(x) = Q(u)(y) = z. Or, on peut écrire la relation de
Bezout sur πx et πy puisqu’ils sont premiers entre eux. Ainsi, on a Qπx+Rπy = 1, avec Q,R ∈ K[X],
et on a Qπx(u)(z) + Rπy(u)(z) = z = 0. Ainsi, Ex ∩ Ey = {0}. Par la question précédente, on a
donc πx+y = ppcm(πx, πy) = πxπy. Par la question 2), on a donc dim(Ex+y) = dim(Ex)+ dim(Ey).
On peut donc conclure que Ex+y = Ex ⊕ Ey.
4) On va écrire πu = MαN , donc avec N ∧Mα = 1. On peut donc appliquer le lemme de dé-
composition des noyaux à ce produit, et on obtient E = kerMα(u) ⊕ kerN(u). Ainsi, pour tout
x ∈ kerMα(u), on a Mα(u)(x) = 0 donc πx|Mα. Puisque M est irréductible, on a donc πx =Mβx ,
avec βx ≤ α. On va montrer qu’il existe x ∈ kerMα(u) tel que βx = α : supposons qu’un tel x n’existe
pas, alors pour tout x ∈ kerMα(u) on a πx|Mα−1 (car βx ≤ α− 1) et donc Mα−1(u)(x) = 0. Ainsi,
on a kerMα(u) ⊆ kerMα−1(u), et l’autre inclusion est évidente. Ainsi, E = kerMα−1(u)⊕kerN(u),
et donc Mα−1N(u) = 0 ce qui est impossible par minimalité de πu. Ainsi, il existe x ∈ E tel que
πx =Mα.
Pour conclure, on va naturellement généraliser les résultats des questions 3)a) et 3)b) à une somme
de p vecteurs. Alors, pour chaque facteur irréductible distinct Mi, il va exister xi un vecteur
tel que πx = Mαi

i . En prenant leur somme, et en utilisant la question 3)b) généralisée, on ob-
tient Ex1+···+xp = Ex1 ⊕ · · · ⊕ Exp , et en appliquant la question 3)a) on obtient πx1+···+xp =
ppcm((Mαi

i )1≤i≤p) =
∏p
i=1M

αi
i = πu, ce qui conclut cet exercice.

Cet exercice met en place les pré-requis à l’étude des endomorphismes cycliques, eux-mêmes étant
indispensables à la réduction de Frobenius, une réduction en matrice diagonale par bloc (de matrices
compagnons) de toute matrice telle que deux matrices sont semblables ssi elles ont la même réduction
de Frobenius (on appelle la suite de polynômes obtenus les invariants de similitude).
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