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Exercice 1 - **

Soit (un)neN une suite & termes positifs. on définit v, = m

1) Supposons que u, ~ n%, avec a € R. Quelle est la nature de Y ~qun?
de ZnZO v ?

2) Supposons que )~ un €t Y - vy, convergent. Montrer que < 1/UnUn.
3) Montrer que si ), -, u, converge, » . - v, diverge.

Solution

1) C’est du cours pour Y uy, et pour v, il suffit de regarder comment se
comporte 1 4+ n?~%, et donc pour a < 1 la série des v, converge, sinon elle
diverge. On remarque que dans ce cas, les deux séries ne peuvent pas conver-
ger ensemble.

2) On utilise I'inégalité Vab < %2 (qui vient de (a — b)2 > 0).

3) Par I’absurde, supposons qu’elles convergent toutes les deux. Alors )  \/tn¥p,
et nu, — 4o00. Ainsi, upv, ~ 1+Z’5un ~ n—lg, ce qui contredit Z\/m
converge.

Exercice 2 - *

1) Démontrer le théoréme de comparaison série-intégrale.

2) Quelle est la nature de la série 3, -, #2(”) 7

Solution

1) Cours
1

2) On utilise le théoréme précédent avec t — = qui est positive décrois-



sante sur [2;. ;OO ﬁdt = [—%];OO qui est bien convergente, donc par le

théoréme de comparaison série-intégrale, notre série converge.

Exercice 3 - *

1) Montrer que si (up)nen est une suite positive et décroissante telle que
> u, converge, alors (nuy,)nen converge vers 0.
2) La réciproque est-elle vraie ? Si non, donner un contre-exemple.

Indication

1) On epsilonne le fait que le reste de la série tende vers 0 :

“+o00
Ve>0,3nc €N*, Y up<e
n=n<+1

Alors par décroissance de u, on a :

P
Vp > ne, (p — ne)upy < Z Up < €
n=ne<+1

et puisque neu, —rp—to00 0, 00 a bien pu, < € a partir d’'un certain rang.
2) Elle n’est pas vraie, par exemple »

nlnn

Exercice 4 - **

Soit o € R. On pose up, = > 14 W, pour n € N.

1) Dans le cas a > 1, montrer que la suite (u,) converge vers 0.

2) Déterminer la limite de (u,) selon la valeur de a.

3) Dans le cas a > 1, notons v, = ;;Xl’ ﬁ pour n € N. Déterminer la

nature de ), -, vy selon la valeur de a.

Solution

1) Du cours en remarquant que u,, est une inférieure au reste des » n% qui
converge.
2) différencier les cas selon le signe de «. Dans le cas positif, on a :



n 1 _ 2n 1 .
Or > kg ke = 2ek=n+1Fa- Donc :

2n+1 1 2n 1 2n 1
/ —dt < — < / —dt
A ke te
n+1 n+1 n

Pour a = 1, les deux cotés tendent vers In 2. Pour o # 1

Gn+ 1D —(m+ 1) N1 (2n)lme—ple
<> —<
11—« ke 11—«
n+1
Pour a > 1, les deux cotés tendent vers 0. Pour 0 < a < 1, les deux cotés
divergent.
Pour o = 0, la suite diverge "grossiérement". Pour @ < 0, on inverse le sens
des inégalités car la fonction passe de décroissante & croissante, et pour a < 0
les deux cotés divergent.
3) On fait pareil avec des comparaisons séries intégrales :

n+k+1 1 1 ’n+k‘ 1
/ —adt < g < / —adt
ntk t (n+k) ntk—11
On somme :

11—« +oo +o00 l1—a
(n—|—1):/ 1dt§vn§/ idtgn
l-« nt1 N l-«

et les deux co6tés sont termes d’une série convergente ssi a > 2.

Exercice 5 - *

Notons u, = —— (2 + g’—z 4+ 4 (Zﬁ)ln), pour n > 2. Montrer que cette

Inn
suite converge et calculer sa limite.

Indication
k k
Les termes de la somme entre parentheses est (iﬂz = (%) % ~ T
Exercice 6 - **
. PPN . L Un4+1 __ 1
Soit Y u, une série & termes strictement positifs, telle que T VR T TN

a € R. Montrer qu’il existe A > 0 tel que u,, ~ n%



Indication

Il faut étudier n®uy,, on va poser v, = In(n®u,,). Pour montrer qu’il converge,
on va montrer que la série des wy, = vnp41 — U, converge.

Donc ) w,, converge, donc v converge, donc (n%uy,),, converge vers un A € R
et uy, ~ n—/\a

Exercice 7 - *

Etudier la nature des séries dont le terme général est :
— e

— sin®(m(n+ 1))

Solution

1) Diverge grossiérement car supérieur a e !

2) o (#), donc la série converge.

3) sin(rn + 71) = (=1)"sin(Z) (a partir d’'un certain rang), = (—1)"Z.

o 2 . -
Ainsi, sin?(r(n + 1)) = ™z qui converge, donc la série converge.

4)
n—1 2n_ . 2 2n
n+1 N n+1
2
n-+1

)

=exp(2nlin(1 —



Or In(1 4 z) ~z—0 2, donc 2nln(l — —=5) ~ —f—fl = —4, donc notre suite

converge vers e 4.

5)

Inn Inn

=1t HOEE)

L .
Donc n»? — 1 est la somme de deux suites dont la somme converge, donc la
série de ces termes converge.
6) Par Stirling ou par le critére de Cauchy, on montre que ¢a converge.



