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Exercice 1 -

1) Démontrer la convergence de 'intégrale I = fog In(sint)dt.

2) Exprimer les intégrales K = [? In(cost)dt et J = [ In(sint)dt en fonction de I.
) Exprimer L = [? In(sin¢ cost)dt en fonction de I, K
)

En déduire les valeurs de I, J, K, L
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Exercice 2 -

On définit pour tout n € N*, uy, : t € [0; +-00]— 2(n + 1)te~ "+ _ opte—nt*,

1) Montrer que v, : t — 2nte ™" est intégrable et que son intégrale est constante selon n.
2) Montrer que » un est integrable et la calculer.

3) Comparer f0+°° 1un et Zn 1 0 Up,.

Exercice 3 -

Donner la nature de :

Exercice 4 -

Soit 0 < a < b.
1) Justifier la convergence de
2) Soient 0 < x < y. Montrer que

y ,—at _ ,—bt br _—t by
/eeﬁ:/ eﬁ—/ o
x t ax 13 ay 13

3) Démontrer que pour tout z > 0,

ohoo etoe M gy,

b bz o= b
e In= < / 6—alt <e ®ln-—
a az b a

—at —bt

4) En déduire que [;"° <7< dt = In
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Exercice 5 -

Soit a < b, f : [a;b] — R continue et g : R — R continue et convexe. Montrer que :

o (1 [rwa) < [

Exercice 6 -

Soit I, = fog sin” (t)dt.

1) Etablir une relation entre I,, et Lnyo.

2) En déduire Iy, et Iy,11 pour tout p € N.

3) Montrer que I, est décroissante et strictement positive.
4) En déduire que I, ~ I, 11.

5) Calculer nl,Ip41.

6) Donner un équivalent simple de I,,.

Solution 1

1) L’impropreté de cette intégrale est en 0. Puisque sint = t¢(t) avec ¢ continue qui tend vers 1 en
0. Alors on a In(sint) = Int + In(¢(¢)), le premier étant intégrable en 0 et le second continu en 0.
2) Par le changement de variable = 7 — ¢, on montre que K = I, et en séparant |0; 7| en deux
intervalles ]0; 5[ et | 5; 7, on montre que J = 2I.

3)L=I+K

4) Puisque sint cost = Sig—%, on a aussi
2 sin 2t T sinz ) 1 J min2
L= 1 dt = 1 —dr = - —
Jn ) (5 a3
Ainsi, on sait que [ = L — K = (4 — ™2y _ = 72

Solution 2

1) vy, est positive et a pour primitive ¢ — e~ qui converge en t — +oo donc v, est intégrable.

2) On note vy, (t) = 2nte~" On a Uy, = Un4+1—Up et donc u, est intégrable et f0+°° Up = f0+°° Upt1—

+oo
2 . .
f0+°o V. Or +°O Vp = {—e_”t ]0 = 1. Ainsi, on a f0+oo Uy = 0.

3) La série :i'i 0+°° uy, converge absolument (puisque tous les termes sont nuls). Or, a t fixé, on
a:
n
Z ur(t) =Y (era(t) = vk(t)) = vnga(t) — v1(t)
k=1
et v, converge simplement vers 0 donc la série des u, converge simplement et Z e Un = —2te‘t2,

qui est continue et intégrable sur R. Ainsi on a :

+o0 T 400 )
/ D un(t)dt = / —ote " dt = —1
0 0



On a donc un contre-exemple au théoréme d’intégration terme & terme.

Solution 3

1) Pas de soucis a gauche, et a droite il est équivalent a ﬁ qui n’est pas intégrable. (faire un

changement de variable u = 1 — z pour s’en convaincre).

2) Pas de soucis en 0, et en 1 il faut écrire que 1 — \/x ~yp_y1 I_Tx, donc en inversant on voit que
I'intégrale diverge.

3) Intégrable par comparaison de I'exponentielle et de z*.

Solution 4

1) En 400 c’est évident, et en 0 on fait un développement limité en 0 des deux exponentielles.

2) On sépare les deux intégrales et on fait un changement de variable u = at et v = bt et on
réarrange les intégrales.

3) Par croissance de I'exponentielle, on a e < et < 7% pour t € [az;bz], et on inteégre le %
restant.

4) On fixe y et on va faire tendre x vers 0. En utilisant les deux questions précédentes avec z = x,

on a :
b by eft Y efat _ efbt
e In _/ a g/ L
a ay b = t

Yy
b by —t
<e ®n- — / e—dt
a ay ¢

On fait tendre x vers 0 et on obtient foy %ﬂdt = ln% — ffg et;tdt. On fait maintenant tendre

y vers +00 et on utilise le 3) en z = y et on obtient :

b by ot b
e in = < / e—dt <e %Wln-—
a ay ¢ a

et les deux cdtés tendent vers 0 quand y tend vers U'infini, ce qui nous donne le résultat demandé.

Solution 5

On utilise la définition d’une intégrale comme limite d’une somme de Riemann. Ainsi, soit u, =
%Z?:_()l (a + kb_Ta) Puisque f est continue, on a u, — ﬁ ff f(t)dt. De plus, par convexité de g
ona:g(u,) < % Zz;é gof (a + leT“) et en passant a la limite, on retrouve la question demandée.

Solution 6

1) On écrit Inyo = [¢? sin(t)sin® ™! (¢)dt. On applique donc une intégration par parties qui nous

donne : I,,19 = [—cos(t) sin" 1 (#)]Z + (n + 1) [i? cos?(t)sin™(t)dt. On écrit cos? = 1 — sin?, et on



obtient Ippo = (n + 1) [ sin”(t) — sin" ™2 (t)dt = (n + 1)(I, — Iyt2). Ainsi, Lo = Z—i%]ﬂ.
2) Par une récurrence immédiate :

2p—12p—3 1
IQp: L p ...=1y
2p 2p—2 2
et Ip = 5. De plus,
2p 2p—2 2
Iopi1 = p_-P I

w+12p—1" "3
et [1 = 1.

3) Simplement par positivité du sinus entre 0 et 5 et par décroissance de la suite sin”.

4) Le 3) nous donne que I,, est décroissante et minorée par 0 donc convergente. Si elle ne tend pas
vers 0, alors I,, ~ lim I,, ~ I,41. Sinon, on écrit la décroissance de I, et on obtient I, 19 < In11 < I,
i.e. ZI% I, < In+1 < I,. Ainsi, on a Zi; < I’}Zl < 1 et donc le quotient tend vers 1 et les deux suites
sont équivalentes.

5) Pour n = 2p, on a :

nlplpi1 = 2p12p12p+1

_ 9 2p—12p—3 17
TP\ Ty p—2 22

2p 2p—2 2
2p+12p—1"""3
il

_2p m™_n
C2p4+12 n+4+12

De la méme maniére, pour n =2p — 1, on a :

nInIn_H = (2]9 - I)Igp_lfgp

(2p—1)<§§_?...§)
2p—12p—3 17
( 2p 2p—2"'22)
_2p—1m n 7
Y 2 n+12

6) On a donc nl, I, 1 ~ nl? ~ Z—Eg Ainsi, I2 ~ £ et donc I, ~ /2.



