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Cours 1

Enoncer et démontrer le théoréme de comparaison série-intégrale.

Cours 2

Enoncer et démontrer le théoréme de comparaison sur les séries, et Pappliquer aux cas de I'équiva-
lence de suites positives.

Cours 3

Enoncer et démontrer la régle de d’Alembert.

Exercice 1 - *

1) Montrer que si (up)nen est une suite positive et décroissante telle que ) w, converge, alors
(nup)nen converge vers 0. Indication : utiliser la convergence du reste de la série.
2) La réciproque est-elle vraie ? Si non, donner un contre-exemple.

Exercice 2 - *

Notons u, = ﬁ (2 + §—§ 4+ 4 %), pour n > 2. Montrer que cette suite converge et calculer

sa limite.

Exercice 3 - *

Etudier les séries de terme général eS™” sin? (7r (n + %)) , (?m)'!

Exercice 4 - **

Théoréme de réarrangement de Riemann
0) Soit ¢ une bijection sur N et ng € N. Montrer qu’il existe N € N tel que Vn > N, ¢(n) > ny.
1) Montrer que si ) u, est absolument convergente, alors ) ug(,) l'est aussi.



2) Supposons que Y u, est semi-convergente, et notons a, la suite des termes positifs ou nuls de
uy, et by, la suite des termes négatifs. Montrer qu’il existe une permutation de N telle que Zu¢(n)
tend vers «.

Exercice 5 - **

Soit (up)nen une suite a termes positifs. on définit v,, = Hﬁ

1) Supposons pour cette question que wu, ~ avec a € R. Quelle est la nature de >, -, u,? de

ano vy 7
2) Supposons que si la série & termes réels Y, - un €t Y, 5 Un convergent. Montrer que >, <o v/Un¥n-
3) Montrer que si ), - u, converge, ., - v, diverge.

1
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Exercice 6

Soit f : R — R* une fonction de classe C! vérifiant lim | fT/ = —o0. Montrer que ) f(n) converge
et donner un équivalent de son reste.

Solution 1

1) On epsilonne le fait que le reste de la série tende vers 0 :

“+o00
Ve>0,3nc €N*, D uy <e
n=n+1

Alors par décroissance de u, on a :

P
Vp > ne, (p — ne)uy < Z Up < €
n=n+1

et puisque neup —rp—400 0, 00 a bien pu, < € a partir d'un certain rang.
2) Elle n’est pas vraie, par exemple )

nlnn

Solution 2

On va utiliser la sommation des relations de comparaison sur la somme :

(n+D™ 1 <n+1>” e

nntl n n n

Ainsi, la somme est équivalente & nH,,, H étant la série harmonique, donc u,, converge vers e.

Solution 3

La premiére est minorée par e 1. Pour la deuxiéme, il suffit de remarquer que c’est égal & sin? ((—1)”%) =
sin? o~ Z—z dont la série converge. Pour la troisiéme, on utilise 1’équivalent de Stirling sur la facto-
rielle ou on applique la régle d’Alembert.



Solution 4

0) Soit N = 1 + max;eo;no—1] ¢~ (¢). Alors pour tout n > N, on a ¢(n) ¢ [0;n9 — 1] car n >
¢1(i),¥0 < i < ng. On a donc ¢(n) > ny.
1) Pour n € N, on a

maxo<<n ¢(J)

n
> gy < u;
k=0 =0

et le terme de droite converge puisque maxo<;<n ¢(j) tend vers +o00 (croissant et non borné), donc
la série ) |ug(n)| est majorée et ) ¢(n) est absolument convergente.

. . s . -1
2) On fOte ng le premier entier tel que Ag := >°;° ay > . Alors puisque > ;% " a; < a, on
a \ZZO_O ar > a| < a +. De méme, on va noter ny > ng le premier entier tel que Ag + By :=
- 0

Ag + ZZOZO by < a. Alors par le méme argument, on a |Ay + By — a| < b”E' On construit par
récurrence avec la méme méthode deux suites strictement croissantes (n;:)k et (n; ) telles que
nl n,
pour A, = Zjio ar et Bp = Zjio be, |Ax + Br—1 — o < @t et |Ax + By — o] < —bn;. On
remarque que tant qu’on a pas atteint n, , on n’est pas passé en dessous de a donc on a toujours
| Ak + Z;:o bj —af < @+ pour n,_, <1 <mn,et de méme tant qu’on a pas atteint n:H on n’est
pas passé¢ au dessus de av et donc on a toujours |3 _ya; + By — a| < —b, - pour nf <j< n,";_l
k

Cette construction nous donne une permutation de N (prendre nar indices des termes positifs de u,
puis n, négatifs, puis nf positifs) et la distance de la somme correspondante et de o est majorée
par a,+, puis _b"E’ puis s puis b"f’ etc. La distance tend donc vers 0 puisque ces deux suites

tendent vers 0 (car u, tend vers 0), donc la somme permutée tend vers .

Solution 5

1) C’est du cours pour Y. u,, et pour v, il suffit de regarder comment se comporte 1 + n?~%, et
donc pour «a < 1 la série des v, converge, sinon elle diverge. On remarque que dans ce cas, les deux
séries ne peuvent pas converger ensemble.

2) On utilise I'inégalité vab < aTH) (qui vient de (a — b)% > 0).

3) Par I'absurde, supposons qu’elles convergent toutes les deux. Alors ) \/u,vy,, et n’u, — +00.
Ainsi, u,v, ~ 1#‘173% ~ n—IQ, ce qui contredit ) \/u,v, converge.

Solution 6

Soit A > 0, alors il existe ng € N tel que pour tout n > ny, J;/((:)) < A. Alors on a pour tout p,n € N

RN [ g [ 4
fn) ), f@) -

Ainsi, on a 0 < f(n + p) < f(n)eP4 et donc 3 f(p) converge. De plus, on peut sommer sur p € N




et faire converger cette somme :

+oo A

0< Ropy < f(n) D e = f(n)—

1—eA
0

a

Or %5 4500 0 On a démontré que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

0 < Rpy1 <ef(n), dot Rypt1 =o(f(n)) et R, = f(n)+o(f(n)), ie. R, ~ f(n).



