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Cours 1

Montrer que si v et v deux endomorphismes commutent, alors tout sous-espace propre de u est
stable par v.

Cours 2

Montrer qu’'une matrice est diagonalisable ssi I’espace ambiant est somme directe de ses sous-espaces
propres.

Cours 3

Montrer qu'un endomorphisme est trigonalisable ssi son polynéme caractéristique est scindé.

Exercice 1 - *

Montrer si les endomorphismes suivant sont diagonalisables ou non :
1) Dy : P eKy[X]— P
2) | { M, (K) — M, (K)

' M = A+ tr(A),

Exercice 2 - *

0o 3 2
La matrice A= | —2 5 2| est-elle diagonalisable ? Si oui, donner une matrice P le diagonali-
2 -3 0
sant.
Exercice 3 - *
1 0 0
Soit A= |0 0 —1|. Est-elle trigonalisable ? Si oui, en proposer une trigonalisation.
01 2



Exercice 4 - **

0 . 0 ag
1 0 0 aj
Soit P = X" — " la; Xt e K[X], et M = [0 . . : € M, (K). Montrer que le
0 an—2
0 ... 0 1 ap_

polynoéme caractéristique de ce polynéme est égal a P.

Exercice 5 - **

Soient A, B € M,,(R), avec R un anneau commutatif unitaire. On étend naturellement les définitions
des matrices/polynomes caractéristiques sur cet espace.

1) Supposons que A et B soient inversibles. Montrer alors que AB et BA ont le méme polyndme
caractéristique (indication : montrer qu’ils sont semblables).

2) Dans le cas ot R = R ou C. Montrer que ce résultat reste vrai sans I’hypothése d’inversibilité
(on utilisera la densité de GL,(R) dans M, (R), bonus : le montrer).

3) Etendre ce résultat au cas oit R est un corps (indication : on supposera admis que deux matrices
sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang).

Exercice 6 - **

Soit A € M,,(C) et P € C[X], et notons B = P(A).

1) Montrer que si x est un vecteur propre de A associé¢ a A € sp(A), alors = est un vecteur propre
de B pour la valeur propre P(\).

2) Le but maintenant est de montrer que toutes les valeurs propres de B sont de cette forme. Soit
u € C. Décomposons le polynéome P(X) — p en produit de facteurs irréductibles P(X) — p =
a(X —a1)... (X —ap).

a) Montrer que det(B — uly,) = a™det(A — aq 1) ... det(A — o Iy).

b) En déduire que si pu est valeur propre de B, alors il existe une valeur propre A de A telle que
w=P(\).

3) Montrer que sp(B) = {P()\), A € sp(A)}.

4) Montrer que pour Q = J]\cypa)(X — Ai) et € = Q(A), on a sp(C) = {0}, Bonus : en déduire
que C' est nilpotente.

Solution 1

Pour P non nul, on a deg(P’) < deg(P). Ainsi pour A € K, on a P/ = AP = A = 0. On a donc
sp(Dy) C {0}. Comme ker D,, = Ko[X], les vecteurs propres sont donc tous constants et donc pour
n > 1, il n’existe pas de base de vecteurs propres et la dérivée n’est pas diagonalisable dans K, [X].
Soit A € M,,(K). S’il est vecteur propre de f pour la valeur propre A. On a alors f(A)—A = tr(A)I,,
ie. (A—1)A=tr(A)Il,. On a donc deux cas :
— Si A =1, alors on a f(A) = A < tr(A) = 0. Le sous-espace propre associé a cette valeur
propre est donc le noyau d’une forme linéaire, c’est donc un hyperplan de M, (K).
— Sinon, on a A € Vect(I,). Or f(I,) = I, + nl, = (n + 1)I,, on a donc n + 1 valeur propre
de f, de sous-espace propre Vect(Iy).



On a donc par égalité des dimensions que M,,(K) = ker T'r & Vect(I,), et donc en concaténant une
base de ker T'r (qui seront des vecteurs propres pour la valeur propre 1) et {I,,}, on obtient une base
de I'espace tout entier. f est donc diagonalisable.

Solution 2

-2 3 2
Pour montrer que cette matrice est diagonalisable, on va calculer y4(A\) = |[-2 5—X 2| =
2 -3 =A
-2 3 2
(X —1)(X —2)2. Ainsi, on a sp(A) = {1,2}. On peut donc regarder A —2I,, = [ -2 3 2
2 -3 -2

qui est de rang 1, donc son noyau est de dimension 2. Puisque la dimension du sous-espace propre
associé & 1 est au moins 1, on peut donc créer une base de K3 en concaténant une base du premier
sous-espace propre et un représentant non nul du deuxiéme, ce qui nous donne une base de vecteurs
propres de A. A est donc diagonalisable.

Pour la diagonaliser, on va donc chercher une base de vecteurs propres. Pour A=1,ona A — I, =

-1 3 2 -1
—2 4 2 |, et I'on remarque que C3 = C] + Cs, donc 1 = | —1 | est un vecteur propre
2 -2 -1 1
-2 3 2
associé a la valeur propre 1. Pour A =2, ona A -2, = | -2 3 2 | et on remarque que
2 =3 =2
1 1
Ch = —Cset Cq = —%02, on a donc 2o = (0] et 23 = % (non colinéaires, donc base du
1 0

P71 avec P = (a;l To xg).

N OO

10
sous-espace propre). On a donc A=P [0 2
00

Solution 3

On va calculer le polynéme caractéristique de A : x4 = (X — 1)(X(X —2) + 1) = (X — 1), Ainsi,
on va chercher a déterminer le sous-espace propre de la valeur propre 1 : (z,y,z) € ker(A — I3) &
(y,2) = (—2,y +22) & y+ z = 0. Ainsi, ce sous-espace est de dimension 2 et on a une base de

1 0
deux vecteurs propres : | 0] et | 1 |. Enfin, on prend un autre vecteur pour compléter la base
0 -1
et dans cette base, la matrice de A est triangulaire supérieure. On peut par exemple essayer de la
1 00
trigonaliser en |0 1 1
0 01



Solution 4

Puisque le déterminant est une forme n-linéaire, on peut faire des opérations sur les lignes de

X ... 0 —ap
-1 X 0 —aq
xm(X)=M=1]0 . On utilise les opérations sur les lignes, qui pré-
: X —Qp—9
0 0 -1 X —an_1
servent le déterminant : on ajoute Z?:_l XFELy, avec Ly la kiéme ligne. On obtient alors x7(X) =
0o ... ... 0 —P(X)
-1 X PN 0 —aq
M =10 . En développant le déterminant sur la premiére ligne, on
: X —Qp_9
0 ... 0 -1 X—an1

obtient ya7(X) = (—=1)*(—1)""! — P(X) = P(X).

Solution 5

1) On a BA = B(AB)B~!. Ainsi, AB et BA ont le méme polynome caractéristique, donc sont
semblables. Ainsi, elles ont le méme polynéme caractéristique. On remarque qu’il suffit que 1'une
des deux matrices soit inversible pour avoir le résultat.

2) Dans ce cas, on a pour A fixé le kiéme coefficient du polynome caractéristique de AB et de BA
fonction continue en B. Ainsi, puisque GL,(R) est dense dans M, (R) et que les deux fonctions a
valeurs réelles sont égales sur GL,(R), alors par continuité elles sont égales sur M,,(R).

Pour le montrer, il suffit de montrer que la suite de matrices A,, = A—|—%In est inversible a partir d’un
certain rang (sinon, le polynéme caractéristique aurait une infinité de racines, ce qui est impossible
puisqu’il n’est pas nul).

3) D’abord, on note r = rg(A). Alors A est équivalent a (% 8
que A’ = Q7 'AP. On va noter B = P~'BQ. Alors on a A'B' = Q7'ABQ, donc A’B’ et AB sont
semblables et ont le méme polynoéme caractéristique, et on a la méme chose pour B’A’ = P"'BAP
et BA. On va donc calculer le produit par bloc de A’B’ et de B’A’ :

(5 9 9
-6 )

=5 2)(5 )
(&0

Ainsi, ces deux produits ont le méme polynome caractéristique, donc AB et BA on le méme poly-

) = A’ il existe P, Q inversibles tels

ndme caractéristique.



Solution 6

1) On a P(A)x = Zfzopz-Aix = Zg:o pidiz = P(\)z.

2) a) Puisque B — ul,, = P(A) — pul, = (P — p)(A), on a donc B — pl, = (a(X —aq)...(X —
ay))(A) =a(A—a1ly) ... (A—a.I,), donc par multiplicativité du déterminant (et par n-linéarité)
det(B — ply,) = adet(A — a1 ly,) ... det(A — o, Iy,).

b) Soit u valeur propre de B. Alors det(B — pl,) = 0, et par le a) avec a # 0, il existe a; tel que
det(A — a;1,) = 0 (car K est intégre). Ainsi, cet «; est valeur propre de A. Or P(«;) — p = 0 par
la décomposition de P — i en facteurs irréductibles, A = a; convient.

3) L’inclusion vient du 2)b), et 'inclusion réciproque vient du 1).

4) Par le 3), on a donc sp(C) = {Q(N), X € sp(A)} = {0}. J’ai mis la question suivante en bonus,
puisqu’il faut savoir que les facteurs irréductibles du polynéme minimal de A sont tous diviseurs de
Q, donc pour k assez grand (n suffit), 74]|Q* et donc C* = 0. Pour montrer que c’est vrai sans cela,
il faut savoir que tout matrice est triangularisable dans C, et la triangularisée de C' qu’on obtient
aura des 0 sur la diagonale car les éléments diagonaux d’une matrice triangulaire sont exactement
ses valeurs propres. Ainsi, elle est nilpotente car strictement triangulaire supérieure.



