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Question 1

Rappeler le théoréme de comparaison série-intégrale, et son corollaire.

Question 2

On dit que z est algébrique (de degré d) s’il est la racine d’un polynéme non
nul (de degré < d) a coefficients entiers.

1) Quels sont les nombres algébriques de degré 17

2) Montrer que I’ensemble des nombres algébriques de degré d est dénom-
brable.

3) Montrer que I’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

Question 3

Soit E un evn, (x,)nen une suite convergente de E' et x sa limite. Déterminer
I'ensemble des valeurs d’adhérences de {z,,n € N} et montrer qu'il est
compact.

Solutions

1) Cest du cours, mais je m’attends au résultat général qui est : pour f :
R — R continue par morceaux, décroissante et minorée (ou positive), la
série de terme général [ | f(t)— f(n)dt,n > 1 converge. Pour le montrer, il
suffit d’appliquer la décroissance a f(n) < f(t) < f(n — 1), et de remarquer
un terme télescopique. Le corollaire est bien entendu la commune nature de
I'intégrale de f sur RT et de la série de terme général f(n).

2)a) On introduit des notations : Alg; ’ensemble des nombres algébriques
de degré d et Alg I'ensemble des nombres algébriques. Alors x € Alg; ssi
3(a,b) € Z*\ {(0,0)},ax +b = 0 ssi Ja € Z*,b € Z,ax + b = 0 (car a ne
peut pas étre nul, sinon le polynéme n’aurait pas de racines avec b # 0), i.e.



a € Q.

b) L’ensemble des polynomes de degré au plus d Z<q[X] est en bijection
coefficient par coefficient avec Z4H!, qui est dénombrable comme produit fini
de dénombrables. Or Alg; = {racines(P),P € Z<q[X] \ {0}}, et chaque
ensemble racines(P) est fini (puisque P # 0) donc Algg est dénombrable
comme union dénombrables d’ensembles finis.

c) D’une part Algy C Alg par définition des nombres algébriques. D’autre
part, pour x € Alg, il existe un polynéme non nul & coeflicients entiers P tel
que P(z) = 0. Alors on a x € Alggeg(p), et donc Alg C Ugen+. Par double
inclusion, on a donc 'égalité.

3) D’abord, on considére ici les x,, non pas comme une suite mais comme un
ensemble. Les valeurs d’adhérence évidents de cet ensemble sont donc les x,,
eux-mémes en prenant la suite constante yi := x,,Vk € N et z en prenant
Yr ‘= X, Vk € N. Montrons que ce sont les seules valeurs d’adhérence de
I'ensemble : pour cela, soit y, = z4,),Vn € N convergeant vers y € E.

Alors si y # x, par la définition de la convergence des x,,, pour € = w il
existe N1 € N tel que Vn > Ny, ||z, — z|| < e. De méme, il existe No € N tel
que Yk > Na, [lyx — y|| < €. Pour tout & > No, on a ||z —y|| < [|zgp) — 2| +
|4y — vll- Si de plus ¢(k) > N1, on aurait donc ||z —y|| < 2|z —yl|, ce qui
est impossible. Ainsi, Vk > Ny, ¢(k) € [0; N1 — 1], et puisque tout ensemble
fini d’éléments de E est compact on a y € {zg...xn,—1}. Ainsi, toute valeur
d’adhérence de ’ensemble qui n’est pas x est 'un des xz,.

Pour montrer que c’est un compact, on va prendre une suite (w¢(n))n€N de
{z_1:=x}U{zp,n € N} : si ¢ est borné par N, alors I'un des ., k € [0; N]
est présent une infinité de fois et est donc une valeur d’adhérence. Sinon, il
existe une extraction de ¢ qui tend vers 400, et alors x est valeur d’adhérence
de (Tg(n))nen. Ainsi, toute suite de {x} U {z,,n € N} convergente converge
a l'intérieur de cet ensemble, il est donc séquentiellement compact.



