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Introduction

On se pose la question suivante : combien de simplexes deux-a-deux contigus
de dimension d peut-on placer dans R%?

Intuitivement, un simplexe de dimension d est un ensemble de d+1 points for-
mant un volume de dimension d. Il s’agit de la généralisation du triangle ou du té-
trahédre.

Si A, B sont des d-simplexes, A et B contigus signifie que AnB est de dimension d-1.

On verra alors qu’on peut conjecturer que le nombre recherché est 24, et on don-
nera des bornes qui vont dans ce sens.

1 Définitions

Définition 1.1. Soit d > 1. Un d-simplexe est une partie S de R? telle que

I(x0, X1 ... xg) € (RH4*L S= Conv({xg, x1...x4}) et 14(S) >0.

Xo, X1 ... Xq sont appelés les extrémités du simplexe S.

Si i€ [0,d], Conv({xo, X1 ... x4} \ {i}) est appelé une face de S. Ainsi Sa (*}') = d +1
faces.

Définition 1.2. Soit S; et Sy deux d-simplexes. On dit que S; et Sp sont contigus si
Aa-1(S11 Sy) €10, +ool.

On pose alors f :N — N, d— nb maximal de d-simplexes de R? deux-a-deux
contigus.

Conjecture: f(d) = 24,
2 Premier théoreme

Théoréme 2.1. Pour tout d = 2, il existe une famille de 2¢ d-simplexes de R? deux-
a-deux contigus, ainsi qu'une droite transverse qui rencontre lintérieur de chacun
d’entre eux.



3 Deuxieme théoréeme

Théoréme 3.1. Pour toutd =1, ona f(d) < 2¢*1.

Démonstration. Soient Py, P,,...P, une famille de d-simplexes 2 a 2 contigus.
On pose # 'ensemble des hyperplans engendrés par une face d'un des simplexes.
Alors A est fini il y a au plus r(d + 1) telles faces. On note donc J/ = {H;, Hy, ... Hg}.
Chacun de ces hyperplans sépare R en deux; on choisit alors un c6té comme étant
le coté positif, noté H ;’ , et 'autre le coté négatif, noté H;.
On pose alors Vi e [1,r], vie{0,-1,1}° tel que Vjell,s],
1 si P; aune face dans Hj et P; c H;F
y;'. = { ~1si P; aune face dans H; et P; < H;
0 sinon
On a alors les propriétés :
— Chaque v; a exactement s — (d + 1) coefficients nuls (car chaque P; a d+1
faces); ) )
— Sii#j,il existe k€ [1,s] tel que (vlic =1let Ui =-1)ou (vliC =-let vi =1).En
effet, on travaille avec des simplexes 2 a 2 contigus; ainsi P; et P ; ont chacun
une face avec un hyperplan en commun, et sont chacun d'un c6té de cet

hyperplan.
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