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Schéma simplifié d'un plongeoir

0 1 L

N
y N

Figure 1 — Schéma d'un plongeoir simplifié

» Libre a droite en L
» Contact unilatéral ponctuel en /

» Pivot & gauche en 0
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Schéma d'une poutre, modeéles de déformation

Figure 2 — Schéma de la fibre moyenne et de la section droite d'une poutre

» Déplacement vertical u(x, t)
» Angle de cisaillement 6(x, t).
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Systéme d'équation différentielles partielles

Le modéle de Timoshenko s'écrit :

Pu 90 Pu 0%,
aE ox Tt =gt (Gp)
#0 ou

g8x2 Ox oot

» Version adimensionnée de |'équation

» 2 < g < 3 est un paramétre dépendant du matériau, de la forme de la
poutre

» f est la somme des forces extérieures s'appliquant a la poutre
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Modeéle linéarisé

PR 2 .
On néglige le terme en (%)zu ce qui nous donne :

i=u" —0 +f
=gt +u —0

qui peut s'écrire comme :

i=N+f
é=gl\2’+l\7
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Conditions limite
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Figure 3 — Schéma d'un plongeoir simplifié

> A gauche, M =60 =0et u=0
> A droite, M=0' =0et N=u —6=0
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Notations et théoréme

» Q =]0; L[x]0; T,
> V= HYQ), H=L%Q),
> K ={ue L0, T;V)n WL, T; H)/u(l, t) > 0}
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Notations et théoréme

» Q =]0; L[x]0; T,
> V= HYQ), H=L%Q),
> K ={ue L0, T;V)n WL, T; H)/u(l, t) > 0}

Théoréme

Il existe u € K telle que :
» Ou=ii—u" € M}(Q)
» Vv € K, (Ou,v—u) > [, f(v—u)dxdt
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Annexe

Notations et théoréme

» Q =]0; L[x]0; T,
> V= HYQ), H=L%Q),
> K ={ue L0, T;V)n WL, T; H)/u(l, t) > 0}

Théoréme

Il existe u € K telle que :
» Ou=ii—u" € M}(Q)
» Vv € K, (Ou,v—u) > [, f(v—u)dxdt

| \

Remarque

On peut méme montrer que Ju — f = p € M}F(Q), avec u a support dans
{13x]0; T

v
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Discrétisation des dérivées

u(x + Ax, ) — 2u(x, ) + u(x — Ax,-)

" T
V)= fm, e

J(x,) = lim u(x + Ax, ) — u(x — Ax, )
Ax—0 2Ax
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Discrétisation de |'équation

On veut discrétiser :

avec
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Discrétisation de |'équation

On veut discrétiser :

Qu=f
avec
u(x,0) = up(x), d(x,0) = u1(x)
u(0,t) =0,u'(L,t) =0
Cela donne :
k+1 k k—1 k k k
/i 2;’2 U _Yan ilifz UL faxokar)
d'ou :
k+1 ko ker, A ko k 2 -
U = 20 = U7t + T5 (U — 2Uf + UKL) + APF(kAX, jAt)
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Modélisation du contact ponctuel

At?
Ax?

On modélise le contact au point nj = nx% trés simplement par :

Ui =20 = Uf T+ 5 (Ufsa = 2UF + Ufy) + A F (k)

At? ,
Up ™ =max{0,2Up — Up™" + =5 (Un 1 — 2Up + Up 1) + F(k.))]
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Modélisation du contact ponctuel

At?
k+1 k k—1 k k k .
Uj —2Uj _Uj +—,,X2(UJ 1—2Uj +Uj_1)—|—At2f(k,_])

On modélise le contact au point nj = nx% trés simplement par :

At? ,
Up ™ =max{0,2Up — Up™" + =5 (Un 1 — 2Up + Up 1) + F(k.))]

Conditions limites :
> A gauche : u =0 devient Uf =0
> A droite : v/ =0 UK ., = UK pour obtenir :

. Ax? .
U =20t U+ B - g+ (k)
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Résultat numériqu
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Pour plus d’informations :

meé rennes
Annexe

¥ Haim Brezis.
Analyse Fonctionelle.
Dunod, 1999.

[3 Michelle Schatzmann, Michel Bercovier.
Numerical approximation of a wave equation with unilateral
constraints..
Mathematics of Computation, 1989.

[ Michelle Schatzmann.
Un probléme hyperbolique du 2éme ordre avec contrainte unilatérale :
La corde vibrante avec obstacle ponctuel..
Journal of Differential Equations, 1980.
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