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Bien que la notion de risque soit apparue tres tot avec le développement du commerce ou
des jeux de hasard, la théorie des probabilités n’apparait qu’au XVII-éme siecle avec les travaux
de HUYGENS et de J. BERNOULLI La théorie des probabilités que 1’'on connait aujourd’hui est
basée sur la théorie de la mesure et de l'intégration. Elle apparait au XX-eme siecle, avec les
travaux de KOLMOGOROV notamment.

Une variable aléatoire est alors une application définie sur I'ensemble des événements pos-
sibles : le résultat du lancer d'un dé, la boule obtenue lors d’un tirage, la durée de vie d’une
ampoule...

Dans la suite de ce mémoire, I'espace (), F,P) désigne un espace probabilisé.

1 Variables aléatoires discreétes

1.1 Définitions

Définition 1 (Variable aléatoire discréte)

Soient (Q), F) un espace probabilisable, E un ensemble.
Une application X : () — E est une variable aléatoire discréte si :

(i) X(Q)) est dénombrable
(i) Vx € E, X 1({x}) € F.

Remarque 1. Si E est muni d'une tribu £ contenant les points, alors toute variable aléatoire
discrete est une variable aléatoire (), ) — (E, £).

Définition 2 (Loi de probabilités d’une variable aléatoire discrete)

Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q), F,P) espace probabilisé.
La loi de X est donnée par I'application x € E — P(X = x) = P(X 1({x})).

1.2 Exemples de lois discretes

1.2.1 Loi uniforme

Définition 3

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur {1,...,n} si X(Q) = {1,...,n} et

ke {1,...,n}, P(X = k) = %

Onnote X ~U({1,...,n}).

Exemple 1. Lors du lancer d’un dé a six faces non truqué, le chiffre obtenu suit une loi uniforme
sur{1,...,6}.

Si une urne contient n boules numérotées de 1 a n, alors le numéro de la boule tirée suit une loi
uniforme sur {1,...,n}.



1.2.2 Loi de BERNOULLI

Définition 4

Une variable aléatoire X suit une loi de BERNOULLI de paramétre p €]0,1[ si X(Q)) = {0,1}
et

Onnote X ~ B(1,p).

Exemple 2. Lors du lancer d"une piece équilibrée, la variable qui vaut 1 si ’on obtient pile, 0
sinon, suit une loi de BERNOULLI de parametre %

Remarque 2. Une loi de BERNOULLI modélise une expérience aléatoire a deux issues, généra-
lement appelées succes et échec.

1.2.3 Loi binomiale
Définition 5
Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétresn € IN* et p €]0,1[ si :

X(Q)={0,...,n} et Vk€ {0,...,n}, P(X =k) = (Z)pk(l—p)”_k.

On note X ~ B(n, p).

Exemple 3. Sil’on répete un lancer de pieces n fois et si X désigne le nombre de piles obtenus,
alors X ~ B(n, 3).

1.2.4 Loi géométrique

Définition 6

Une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p €0,1[ si X(Q)) = IN* et

Vk € N*, P(X = k) = p(1—p)* 1.

Onnote X ~ G(p).

Exemple 4. Si X désigne le rang du premier "pile" obtenu lors de lancers d"une piece équilibrée,
alors X ~ G(3).

Remarque 3. Une loi géométrique modélise le premier succes d'une épreuve a deux issues.

1.2.5 Loide POISSON
Définition 7
Une variable aléatoire X suit une loi de POISSON de paramétre A € R* si X(Q)) = IN et

k

Vk €N, P(X =k) = %e‘A.

Onnote X ~ P(A).

Exemple 5. Le nombre de pieces défectueuses sur une chaine de production peut étre modélisé
par une loi de POISSON. Cette loi permet en général de modéliser des événements rares.
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1.2.6 Loi hypergéométrique

Définition 8

Une variable aléatoire X suit une loi hypergéométrique de parametres0 < M < n < N si
X(Q)=A{0,...,M} et

e 0 ), x =) = DGt

Onnote X ~ H(N, M, n).

Exemple 6. Lors d'un tirage sans remise de n boules dans une urne en contenant N, dont M
noires, le nombre de boules noires tirées suit une loi (N, M, n).

1.3 Conditionnement

Définition 9 (Probabilité conditionnelle)

Soit B € F un événement tel que IP(B) > 0. On définit la probabilité sachant B par :

P(AN B)

P(-|B):A€FP(A]B) = —po

Remarque 4. L'application IP( - | B) définit une probabilité sur (Q, F).

Définition 10 (Systéme complet d’événements)

Un systéme complet d’événements est une famille (A;);c; € F I'avec I dénombrable, telle
que:

() Vijelitj=ANA=0

(i) P (|_| Ai> =1.

iel

Remarque 5. Si X est une variable aléatoire discrete et X(Q) = {x;}icj, alors ({X = x;});c; est
un systéme complet d’événements.

Proposition 1 (Formule des probabilités totales)

Soit (A;)ic; un systéme complet d’événements. Si P(A;) > 0 pour touti € I, alors :

VA € F, IP(A) = ZIP(A | Ai)IP(Ai) .
iel

Proposition 2 (Formule de BAYES)

Sous les mémes hypotheses, si de plusIP(A) > 0, alors :

_ P(A| A)P(A)
P(A; | A) = YP(A|A)P(4)
jel

Remarque 6. La formule de BAYES permet notamment de renverser le conditionnement.
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Exemple 7. A un carrefour, le nombre de voitures X arrivant en une minute suit une loi de
POISSON de parametre A. Il y a deux directions possibles, chaque véhicule emprunte la pre-
miere avec probabilité p et Y désigne le nombre de véhicules prenant cette direction. Autrement
dit :

LY |X=mn)=DB(n,p).

Pour déterminer la loi de Y, on calcule alors :

_ _ - _ _ _ - 7)‘)\771 n k(1 \n—k _ (Ap)k —Ap
H’(Y—k)—jg)]I’(X—n,Y_k)—';{e iy pr(l—p)" "= TR

Donc Y suit une loi de POISSON de parametre Ap. De plus, si n > k, alors :

=7 — _ n—k
]P(X =n ’ Y = k) — ]P(}ip(_y I:Yk) k) — (A((ln _Pk)))! ef)\(lfp)‘

Donc la loi conditionnelle de X sachant Y = k est une loi de POISSON de parametre A(1 — p)
translatée de k.



A l'origine, on associait 'une des valeurs possibles a un succes, un gain, dans un jeu. Dans
cette optique, il était intéressant de connaitre 1’'espérance de la variable aléatoire, c’est-a-dire la
somme moyenne que 1’on pouvait espérer gagner (ou perdre) en jouant.

Cette idée correspond a la notion de moment d’ordre 1 en théorie des probabilités. Nous
verrons en particulier dans cette partie comment définir les moments d"une variable aléatoire
et quelques caractéristiques.

2 Moments d'une variable aléatoire discréte et indépendance

2.1 Espérance et moments d’ordre supérieur

Définition 11 (Espérance)

Soit X une variable aléatoire discréte réelle. Si

Y xP(X = x) < oo,

xeR

alors on définit I'espérance de X par :

E(X)= ) xP(X=x).

xeR

Exemple 8. SiP(X = k) = # pour tout k € IN¥, alors X n’admet pas d’espérance.

Proposition 3 (Théoréme de transfert)

Soient X : () — E variable aléatoire discréte, f : E — R mesurable. Si

Y If()P(X =x) < oo,

xeR

alors :

E(f(X) =} f(x)P(X=x).

x€R

Application 1 (Théoréme de WEIERSTRASS)

Soit f € C([0,1],R). Considérons la suite des polynémes de Bernstein définie par :

(Bn(f) cx €[0,1] — kiof (’;) (:) (1 - x)”k>n€N .

La suite de polynémes (B,),eN converge uniformément sur [0, 1] vers f.

Démonstration : Soit x € [0,1]. Soit (X, ),en une suite de variables aléatoires indépendantes de

n
méme loi B(1, x). Notons pourn € N: S, = ¥ X; ~ B(n, p). Remarquons que :
i=1

E(r (%)) =Bane.

Par le théoreme de HEINE, f est uniformément continue sur le compact [0, 1], donc pour ¢ > 0:

I >0 Vr,ye01], x—yl <y = [f(x) - f(y) <e.



De 14, par convexité de x — |x|, inégalité de JENSEN et inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEYV :
Sn Sn
[f(x) = Bu(f)(x)| <E(|f(x) - f o 1\x—57”|§;7 +E(|f(x)—f o 1‘){_57”|>,7
=)
1—
< e 2)fl U car Var(s,) = nx(1

1
§€+2\|f||oow-

<er2)flP (|x- 2

Dong, limsup || f — Bu(f)||o < € et donc lorsque ¢ tend vers 0 :
n—oo

If = Ba()lloo —=> 0.

g)rollaire 1

L’espace des polynémes R[X] est dense dans C([0,1], R).

Corollaire 2

S5i (Py)nen est une suite de polynémes convergeant uniformément sur R vers f, alors f est
un polynéme.
En particulier, les séries entieres usuelles ne convergent pas uniformément sur RR.

Démonstration : Sous de telles hypotheses, la suite (P,) est en particulier de Cauchy, donc :
dng € N, Vn > ng, ||Py — Pyl < 1.
Dela, P, — Py, est un polynéme constant, donc P, = P, + P,,(0) — P, (0) puis alalimiten — oo:
f = Puy + f(0) — Py, (0) .

Définition 12 (Moment d’ordre p)

Soit p € IN*. Si X est une variable aléatoire discréte telle que E(|X|?) < oo, alors on appelle
moment d’ordre p de X la quantité E(X?).

Définition 13 (Variance)

Si X admet un moment d’ordre 2, alors on définit sa variance par Var(X) = E ((X — E(X))?).

Remarque 7. L'espérance s’interprete comme la moyenne de la variable aléatoire et la variance
comme la distance de cette variable a sa moyenne.

Proposition 4 (Formule de KONIG-HUYGHENS)
‘ Si X admet un moment d’ordre 2, alors : Var(X) = E(X?) — E(X)2.

Exemple 9. Le tableau ci-dessous résume les espérances et variances des lois usuelles.

| Loide X | U({L,...,n}) | B(np) [G(p) | PN | HINMn) |

E(X) 5 np ;oA o
2_ 11— _
Var(X) " np(l—p) | & | A | A% 0-F)




2.2 Série génératrice des moments
Définition 14
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN. L'application Gx : s — E(sX) est appelée

fonction génératrice de X.

Proposition 5

La fonction Gx est continue sur [—1, 1] et de classe C* sur] — 1,1]. De plus :

(o]

Exemple 10. Soits € [—1,1].
(i) Si X ~ B(n,p), alors Gx(s) = (ps+1—p)".
(ii) Si X ~ P(A), alors Gx(s) = e,

(iii) Si X ~ G(p), alors Gx(s) = l—(ilgs—p)S'

Proposition 6
Une variable aléatoire X a valeurs dansIN admet un moment d’ordre p € IN* si et seulement
si G&(17) existe. Dans ce cas,

Gh(1)=E[X(X-1)...(X—p+1)] .

2.3 Indépendance et somme de variables aléatoires discretes
Définition 15
Les variables aléatoires (X, ),en sont dites indépendantes si pour tout entier k :
VTZ], . e le € N, vxnl, .. .,xnk Ean (Q) X X Xnk(ﬂ),
k
=1

k
P (ﬂ{Xn/ = xn]}) = H]P(an = xn],).
j=1 i

Exemple 11.

(i) Vérifier que la probabilité de l'intersection de tous les événements est le produit de leurs
probabilités ne suffit pas pour avoir I'indépendance : considérons pour un lancer de dé les
événements A = {1,2,3}, B={2,4,6} et C = {1,2,4,5}.

Ona:
P(ANBNC) = P({2}) = % _ P(A)P(B)P(C)
mais :

P(ANB) = % 2 }L — P(A)P(B).

Les variables aléatoires 1 4, 15 et 1, de loi de BERNOULLI, fournissent le contre-exemple.



(i) Il ne suffit pas non plus d’avoir I'indépendance deux a deux pour assurer l'indépendance.
Considérons, sur Q) = {1,2,3,4}, les événements A = {1,2}, B = {1,3} et C = {1,4}.

P(ANB) =P(ANC) =P(BNC) = % = P(A)P(B) = P(A)P(C) = P(B)P(C).

Pourtant : . .
P(ANBNC) = 1 # 3= P(A)P(B)P(C).
Les variables aléatoires 1 4, 1 et 1, de loi de BERNOULLI, fournissent le contre-exemple.
Proposition 7
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).

Lemme 1 (BOREL-CANTELLI)

Soit (An)nen € FN une famille d’événements.

(i) Si OZO: P(A;) < co alors P(limsup A,) = 0.
n=0

n—o0

(ii) Si OZO: P(A,) = o etsiles (A,) sont indépendants, alors P(limsup A,) = 1.
n=0

n—00

Démonstration :

(i) Pour tout m € IN, par c-additivité :
(o)
P(limsup A,) =P ( N U Ak> <P < U Ak> <Y P(Ay) ——0
n—00 neN k>n k>m k=m mreo

car il s’agit du reste d'une série convergente.

(ii) Lesévénements (A,) étant indépendants, les (A¢,) le sont aussi, et par croissance monotone :

P(limsup A,) =1— ]P(lirgian;)
n—oo

n—oo

9
1 _ 1; : c
-1 Jﬂo;ﬂo?(kﬂﬁ)

=1- lim lim 11[ (1-P(Ag)) =1

n—o0 q—)OO i
=n

car par convexité de 'exponentielle, pour tout n € IN :
9 9
0< lim [T(Q—P(Ay)) < limexp | — )_ P(Af) | =0.
q—r00 =n q—0 —n

Exemple 12. Sik € N, A € {0,1}F et (X,)nen ~ B(1,p) indépendants, alors A apparait
presque slirement une infinité de fois dans la suite de chiffres (X,,).

En effet, si l'on pose A, = {A = (Xi4km/---» Xintkm) }, alors les événements {A,,} sont in-
dépendants et Vm € N, P(A,) = p" (1 — p)k2, avec k; (resp. k) le nombre de 1 (resp. de 0)

dans A. En particulier, ) P(A,) = oo donc par indépendance,
m=0

P(limsup A,) =1.

m—o0

Autrement dit, A, est réalisé pour une infinité de m.
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Proposition 8

Soient X;, X, variables aléatoires discrétes indépendantes a valeurs dans (E,£), ot E est
stable par addition.
La variable aléatoire X; + X» est discrete et sa loi est donnée par :

Vx€E, P(X1+Xo=x)= ) P(Xg=x)P(Xo=x—1x1).

x1€E

Proposition 9

Si X etY sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, alors :

Vs € [—1, 1], Gx+y(s) = Gx(S)Gy(S) .

Exemple 13.

@)
(if)
(iii)

La somme de n variables de BERNOULLI indépendantes de parametre p suit une B(n, p).
Si X ~ B(ny,p) etY ~ B(ny, p) sont indépendantes, alors X + Y ~ B(ny + np, p).
Si X ~ P(A) etY ~ P(u) sont indépendantes, alors X + Y ~ P (A + p).

Exemple 14. Il n’est pas possible de truquer deux dés a six faces indépendants de sorte que

leur somme suive une loi uniforme sur {2,...,12}.

Démonstration :

Notons X et Y les variables aléatoires correspondant aux résultats obtenus pour chacun des deux
dés,S=X+Y.SiS~U({2,...,12}), alors:

121

; 1
Vs €] —1,1], Gs(s) = Zﬁsl = ﬁsz (1+s+~~~+510)
=

_fl—s11
11 1—5

D’autre part, par indépendance, la proposition précédente s’applique. Donc avec les notations
(pi=P(X =1i))et(q=P(Y =1i)):

Vs €] = 1,1], Gs(s) = Gx(s)Gy(s) = (i Pi5i> (i qisi> :
i=1 i=1

En particulier, en simplifiant par s2, et en notant ¢x(s) =

1

I

) 6 .
pis' L, ¢y(s) = ¥ gis71, il vient
i=1
donc par égalité des polyndmes ci-dessous sur ]-1,1] :

s21—sll 1

\V/S E R, ¢X(S)¢Y(S) — ﬁﬁ — ﬁ

(1+s+---+s1°).

Or ¢x et ¢y sont des polynomes de degré 5 (impair), donc admmettent tous deux au moins une
racine réelle, alors que la seule racine onziéme réelle de I'unité est 1 (car 11 est impair).
Donc c’est absurde : S ne peut pas suivre la loi U/({2,...,12}).



Développement 1 (Processus de branchement de GALTON-WATSON)

Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans IN. Soit (X;;); jen une suite double
de variables aléatoires indépendantes de loi commune IPx. Posons :

Zy
Zo=1letZ,;1 = ZXi,n .
i=1

L’objectif est d’étudier la probabilité d’extinction peyy = P(3n € N, Z, = 0).

Démonstration :
Posons py = IP(X = k) pour tout k € IN.
Sipg =0, alors Z, > Zy = 1 presque stirement pour tout n € IN, donc pex; = 0.
Si pg =1, alors X = 0 presque stirement et donc Z,, = 0 pour tout n € IN*, donc pey; = 1.
On supposera donc py €]0,1].
Posons x, = P(Z, = 0), pour n € IN.

Proposition 10

La fonction génératrice G, de Z, vérifie : Vn € IN*, G, = G}

Démonstration : Raisonnons par récurrence. La loi de Z; est celle de X d’ott I'initialisation.
Par le théoréme de Fubini-Tonelli et par indépendance :

j ]
0 Z Xi,n 0 Z Xi,n
E (SZnJrl) = E Z ]]'Zn:j gi=1 — E ]lZn:j gi=1
j=0 j=0
[eS) j [eS) )
= Y P(Zy =) [TE (%) = L P(Zy = ) Gx(s)) = Ga(Gx(5)).
j=0 i=1 j=0
Ce calcul permet de conclure par récurrence : Vn € IN*, G, = G5/
Proposition 11
La série génératrice de X vérifie les propriétés suivantes :
(i) Gx est de classe C' sur[0,1] et C® sur [0, 1][.

(ii) GS{HO,l[ >0, G%\]O,l[ >0 et:G%HO,l[ >0 <= po+pri <1

Démonstration :

Le premier résultat découle des propriétés des séries entieres et du fait que X admet une
espérance. Puisque py < 1, la série G est a coefficients positifs, non tous nuls, d’ott le
résultat. G est aussi a termes positifs, donc positive sur [0, 1[.
Six €]0,1] et G (x) = 0, alors

(e}

Y n(n—1)p, "2 =0.

n=2

Puisque chacun des termes est positif et x # 0,
vn e N\ {0,1}, p» =0.

Donc pg +p1 = 1.
Réciproquement, si pg + p1 = 1, alors G est affine, donc G% = 0.

Proposition 12

La suite (x,)neN est convergente, de limite pey, le plus petit point fixe de Gx sur [0, 1].
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Démonstration :
La suite (x,,) est majorée par 1 et Z, =0 = Z, 1 = 0 donc (x,) est croissante : (x,)
est convergente et par continuité croissante de la probabilité :

JgoxnIP(U{Zn:O}) = Pext -

nelN

Par passage a la limite sur la relation

X1 = Gx(Gn(0)) = Gx(xn),

il vient pext = Gx(pext), autrement dit, peyt est un point fixe de Gy.
Soit u € [0,1] point fixe de Gx. Par récurrence, xyp = 0 < u et par croissance de Gy :

Xp+1 = Gx(xn) < Gx(u) = Uu.

Donc x; < u pour tout n € IN et a la limite, peyr < u. De 13, pext est le plus petit point
fixe de Gy.

Proposition 13

Sipo+p1 =1, alors pext = 1.5i pp + p1 < 1, alors :
— siE(X) <1, alors pext = 1.
— siE(X) > 1, alors 0 < pext < 1.
Démonstration : Si pg + p; = 1, alors Gy est affine et

Gx(x) =x <= po+pix=x < x=1.

Sinon :
— i Gx(1) = E(X) < 1, alors Gypp1[ > 0donc Vs < 1, Gx(s) < 1.Dela:

1
Vs <1, 1— Gx(s) :/ Gy(v)dvo <1—s.
S
Donc Gx(s) > s pour tout s < 1: le seul point fixe possible de Gx est 1.

— SiE(X) > 1,alorsnotons f : x — Gx(x) —x.Ona:
FO)=p—1<0et f(1)=E(X)—1>0

donc par théoreme des valeurs intermédiaires, il existe « €]0, 1] tel que f/(«) = 0.

X 0 Pext o 1

L’étude de f assure 'existence d"un point d’annulation de f, autrement dit I’existence
d’un point fixe de Gy, sur |0, a] puisque f(a) < 0. Ainsi, pext < 1.

Remarque 8. La population moyenne a la génération n est donnée par :
E(Zn) = Gy(1) = G,-1(Gx(1))Gx (1) = B(X)E(Zy1) = - - = E(X)".

Si E(X) < 1,il y a aussi convergence dans L! de (Z,) vers 0.
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Considérons le pile ou face pour une piece équilibrée. Apres un grand nombre de lancers,
le nombre de “piles” semble s’approcher de la moitié du nombre de lancers. Ce résultat intuitif
est formalisé par la loi des grands nombres, apparu pour la premieére fois a la fin du XVII-eme
siecle. C’est sur ce résultat que sont basés les sondages par exemple.

La vitesse de convergence, elle, est donnée par le théoreme central limite. Ces deux résultats
sont extrémement importants en théorie des probabilités et en statistiques.

3 Comportements asymptotiques

3.1 Approximation de lois

Définition 16

Une suite de variables aléatoires (X, ),en converge en loi vers une variable aléatoire X si
pour toute fonction f continue bornée sur R :

E(f(Xn)) —= B(f(X)).

n—o0

L
On note dans ce cas X,, —— X.
n—oo

Proposition 14

La suite (X,) de variables aléatoires réelles converge en loi vers X si et seulement si la suite
des fonctions de répartitions (F, : x — P(X, < t)) converge vers la fonction de répartition
de X en tout point de continuité de cette derniére.

Exemple 15. La suite de variables aléatoires (X,,) vérifiant

n+1 1
=P(X=0)==
) =P(x=0)=

]P(Xn -

converge en loi vers X ~ B(1,1).

Proposition 15 (Caractérisation de la convergence en loi pour les variables discrétes)

Soit (X, )nenN et X variables aléatoires a valeurs dans Z.

XH%X e VkeZ P(X,=k) — P(X =k).

n—o0

Théoreme 1 (Approximation de la loi de POISSON)

Supposons que X, ~ B(n, p,) pour toutn € IN* avec np, —A>0
n—oo

La suite (X,,) converge en loi vers P(A).

Démonstration : Appliquons la proposition précédente :

n

PO =) = () -

_ n(n—l)..].d(n—k—i—l) <2+0(i)>k<1—2+0<i>>n_k

~ ——et="-p
n—oo k! nk k!

Puisque IP(X = k) = LTE_A siX ~ P()\); X'rl nfwo X.
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Remarque 9. La loi de POISSON modélise ainsi des événements rares.

Proposition 16 (Approximation de la loi binomiale)

Considérons pour j € IN des variables X; ~ H(N;, M;,n) avec % — p.
]—00

La suite (X;) converge en loi vers B(n, p).

Démonstration : Soit j € N. Soit k € {0,..., M;} tel que n —k < N; — M.

Mj\ [Nj—M;
P(X, = k) = Lk )fN;;—k )

_ (n)’ﬁ (M]—l>nﬁl (N]—M]—l>
k)i \Ni—1) iz Nj—1
n _
j:oo <k>pk(1_p)n k'

Donc la limite en loi de (X;) suit une loi binomiale de parametres (1, p).
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Développement 2 (Développement dyadique pour une variable aléatoire)

Soit (&x)x>1 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {0,1}.

Ex 1
X=) =~U(01]) & VkeN" g ~B(1,5).
Démonstration : Si X ~ U/([0,1]), alors pour n € N*, (x1,...,x,) € {0,1}":
n n [ee]
Xk X 1 1
H)(Sl—xl,...,en—xn)—]P(szSXSsz—I— 2 2k>_27’l
k=1 k=1 k=n+1

Par indépendance, le premier terme se réécrit :

Par une récurrence immédiate, P(e; = x;) = % pour touti € {1,...,n}. De 13, ceci étant valable
pour toutn € N :

1
Vk € N, g ~ B(l’i)’
Réciproquement, posons pour n € IN* :
n
Ek i
S1= L 5b talt) =B (")

Si ¢x désigne la fonction caractéristique de X, puisque S, —< X, il vient ¢, — x D’autre
n—oo n—oo
part, pourt € R:

%), il vient par récurrence :

(
) Jsin(d)

2”sin( 4 ) n—oo t

on+1

Or, en exploitant la formule sin(t) = 2sin (§) cos

n
VneN, Vi ¢ 2"z, I[Ilcos <2k+1

En injectant cette formule dans 1'expression de ¢, a la limite n — oo :

. it\sin(3) et —1
Vte]R,gbn(t)H—OJZexp(z) o

Mais si U ~ U([0,1]), alors sa fonction caractéristique ¢y s’écrit :

. 1 . it_l
Pu(t) :IE(e”u) :/0 ety = —

Donc ¢x = ¢y, et puisque la fonction caractéristique caractérise la loi, X ~ ¢([0,1]).
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3.2 Loi des grands nombres - Théoreme central limite
Définition 17
Une suite de variables aléatoires (X,),eN converge en probabilité vers une variable aléa-

toire X si :
Ve >0, lim P(|X,—X|>¢)=0.

P
On note dans ce cas X,, — X.
n—oo

Théoreme 2 (Loi faible des grands nombres)

Soit (X, )neN une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi admettant un
n n

moment d’ordre 2. Si% Y E(X;) —— metY ¥ Var(X;) — 0, alors :
i—1 n—co ”3 n—co

e

g)rollaire 3

Si les (An)nen sont des événements indépendants de probabilité p, alors :

,2 Al—>P

i— n—oo

Remarque 10. Ainsi, la suite de fréquences empiriques d’apparition d’un caractére converge
vers la probabilité de I’événement correspondant.

Théoréeme 3 (Théoreme central limite)

Si (X;,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi admettant un
moment d’ordre 2, alors :

L
_— 2 X;—nE(Xy) | — ,1).
VnVar(Xq) ( ! ) n—o0 N(01)

n
Exemple 16. Si X3,..., X, ~ P(1),alors S, = ¥ X; ~ P(n) et
i=1

n nt B Sp—n 1
e Zk!—IP(Sngn)—IP( T go) — 5
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3.3 Chaines de MARKOV

Définition 18

] Une chaine de MARKOV est une suite de variables aléatoires (X,) a valeurs dans E espace
d’états vérifiant pour toutn € IN :

Vxl,...,an €E, ]P(Xn—H = Xn+1 | Xo = XQ,...,Xn = xn) = IP(Xn_H = Xp+1 ‘ X, = xn) .

La chaine est dite homogeéne si P(x,y) = P(X,+1 = y | X, = y) (probabilité de passer de
I’état x a I’état y) ne dépend pas de n. La loi initiale de la chaine (X,) est la loi de Xy, le
noyau de transition est P = (P(x,Y))xycE-

On considere dans la suite des chaines de MARKOV homogenes.
Définition 19
On définit les itérées de P par récurrence en posant P! = P et

vn e N*, P""(x,y) = Y P(x,z)P"(z,y).

z€E

Remarque 11. Passer de x a y en n + 1 étapes revient a passer de x a z € E en une étape, puis
de z a y en n étapes.

Théoréeme 4
Si (X,) est une chaine de MARKOV homogeéne de noyau de transition P et de loi initiale y,

alors :
P(Xo = x0,...,Xn = xn) = po(x0)P(x0,%1) ... P(xp_1%s) .

Pourn € N, la loi de X, est donnée par p, = poP" : y — ZE to(x)P"(x,y).
xXe

Proposition 17

La Ioi de la chaine est caractérisée par sa loi initiale et par le noyau de transition (P(x,y)),y-

Définition 20
Une chaine de MARKOV est dite irréductible si :

Vx,y € E, 3n € N, P"(x,y) > 0.

Exemple 17. Sur E = Z¢, la marche aléatoire équilibrée (X,,) donnée par Xy = 0 et :

0 sily—x£1
P(Xnﬂzy\xn:x):{l Hy =
2 sily—x| =1

définit une chaine de MARKOV homogeéne irréductible.

Proposition 18

Soit (U, ) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi a valeurs dans (F, F)
et indépendantes d’une variable aléatoire Xy. Soit f : E x F — E mesurable.
La suite (X,,) définie par X,,+1 = f(Xy, Uy+1) définit une chaine de MARKOV homogene.
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Définition 21

Soit x € E. Soit (X,) une chaine de MARKOV partant de Xo = x. La suite des temps de
retour (T}) en x est définie par récurrence pour n € IN* :

Tl =T, = inf{k > 0, X = x} et T'"! = inf{k > T?, X; = x}.

X

L’état x est dit récurrent si P(T, < o) = 1, transient sinon.
Dans le premier cas, on dira que x est récurrent nul si [E(Ty) = oo, récurrent positif sinon.

Proposition 19

Supposons P irréductible.
(i) Tous les états sont de méme nature.

(ii)) Dans le cas récurrent, tous les états sont visités une infinité de fois.

(iii) Dans le cas transient, tous les états ne sont visités qu’un nombre fini de fois.

Corollaire 4

Une chaine de MARKOV irréductible et finie est récurrente positive.

Définition 22

Une mesure 7t sur E est dite invariante pour la chaine si

vj € E, n(j) = Y m(i)PGi ).

i€cE

On parle de probabilité invariante lorsque 7t est une probabilité.

Exemple 18. La mesure uniforme sur Z est invariante pour la marche aléatoire sur Z, mais il
n’existe pas de probabilité invariante pour cette chaine.

Proposition 20

Si P est irréductible, alors P admet au plus une probabilité invariante. Une telle probabilité
7T vérifie
Vx € E, t(x) > 0.

Théoréme 5

Soit P irréductible. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe une (unique) probabilité invariante 7.

(ii) I'unique probabilité invariante est 7t : x — ﬁ.

(iii) tous les états de la chaine sont récurrents positifs.

(iv) il existe un état récurrent positif.

Théoréme 6 (Théoréme ergodique)

Soit P irréductible. Pour toute mesure initale v,

1 i 1 p-s. 1 o n(x)
= B e’ B(Ty) .

Si la chaine est de plus récurrente positive, alors pour toute fonction bornée f sur E,

LY f) 25 [ pan= ¥ (0 ().
k=1

n—oo
x€E
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