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Structure des groupes abéliens finis

Lemme 1. Soit G un groupe abélien fini. On définit exp G = ppem{o(g), g € G}.
D’une part, exp G = max{o(g), g € G} et d’autre part, si H < G, alors exp(H)| exp(G).

Démonstration. Soit x € G d’ordre maximal n. Soit y € G d’ordre m. On écrit ppcm(m,n) = pf* ... por.
Pour ¢ € {1,...,r}, on a p;* divise n ou m. Dans le premier cas, puisque (z) est cyclique, il existe z;
(explicitement x”/p?i) d’ordre p*“. Dans le second cas, on pose z; = y. Soit z = 21 ... z,. Puisque les p;
sont premiers entre eux, z est d’ordre ppcm(m,n), donc par maximalité, m divise n, donc exp G divise n.
Ce qui donne le premier point du lemme.

Pour le second point, si h € H est d’ordre exp H, alors o(h) divise exp G car h € G, ce qui conclut. [

Lemme 2. Si G est un groupe abélien fini, alors G et G ont méme exposant.

Démonstration. Soit x € G. Soit g € G.

X (g) = x (9P ) = x(e) = 1.

donc exp G divise exp G. Puisque G et son bidual sont isomorphes, ils ont méme exposant, et le raison-
nement précédent appliqué & G assure exp G = exp G. [

Théoréme 3. Soit G un groupe abélien fini. Il existe ni,...,n, entiers, avec n; = exp G, tels que :
G>Z/mZ x - XZL/n,Z et Yie{l,....,r =1}, nip1|n,.

Démonstration. Posons n = expG. Le lemme précédent assure que G est aussi d’exposant n. Par le
premier lemme, il existe x1 € G d’ordre n. Or, x1(G) est un sous-groupe de U,, puisque :

Par égalité des ordres, x1(G) = U,. En particulier, il existe g1 € G tel que x1(g1) = exp(2ir/n). Par
définition de I'exposant, l'ordre de g; divise exp G = n et d’autre part :

2rola)),

1= x1(97") = x1(91)°9") = exp ( n

Cela entraine que o(g1) = n. Ainsi, Hy = (g1) ~ Z/nZ.
Considérons « la bijection réciproque de x; : H;1 — U, (surjective, donc bijective par égalité des cardi-
naux). Pour g € G, si l'on pose a = a(x1(g)) et b=a"1g, alors :

x1(b) = x1(a™)x1(g) = x1(a) "xa(g) = 1.

Donc b € ker x1 = G, puis g = ab € H1G1, ce qui assure que G = H1G1 >~ H; x G car par injectivité de
X1, U'intersection de H; et G est triviale. En itérant le raisonnement sur G, d’exposant divisant exp G
par le premier lemme, on conclut. O



