Développement 8. La formule sommatoire de Poisson et application a la fonction théta de Jacobi

Pour une fonction F € L}(R), on définit sa transformée de Fourier
R — C,
B —2imat
x> [ e ZTTE(t)dt.
R
Pour un entier n € Z, on définit la fonction e,,: R — C par la relation e, (z) = ¢®

Théoréme 1. Soient F' € L'(R) N ¢°(R) une fonction intégrable et continue. On
suppose qu’il existe deux constantes M > 0 et o > 1 telles que

VeeR,  |F(z)| <M+ |z))" (1)
D

Y F(n)=> F(n). (3)

nez neZ

et que

| < 4o00. (2)

Alors

Gréace a I'hypothese (1), la fonction
R — C,
fole— Z F(z+n)
neZ

est bien définie et elle est 1-périodique. Montrons que la série la définissant converge
normalement sur tout compact de R. Soit K C R un compact. On pose

Preuve

A = sup |z| < +o0.
zeK
Pour tout réel x € K et tout entier n € Z tel que |n| > 24, on a
M M
< < <
(Lt fz+n)e = (L4 [nf = |z} = (L +n] = A)> = (14 [n]/2)*

On en déduit la convergence normale sur tout compact. Comme la fonction F' est

|F(x+n)| <

continue, la fonction f l’est donc aussi. Pour m € Z, grace a la convergence normale,

I'interversion somme-intégrale est licite et son m-ieme coefficient de Fourier vaut

- / ' f(tge

_ Z/ F t+ ’I’L 727.7rm(t+n) dt

neZ

—Z/

neZ

- /R F(s)e™2m™ ds = P(m).

—2immt dt

—2i7rms ds

D’apres hypothese (2), la suite (S (f))ven avec Sy(f) = ZnN:—N cn(f)en converge

alors normalement sur R et, pour tout réel x € R, on peut écrire

fz) = Z Cn(f)e%ﬂmx'
nez
Le cas # = 0 nous donne égalité (3). <

Pour tout ¢t > 0, on a

Z e 2/t

Proposition 2.

=VEY e (4)

nez neZ
Preuve Soit t > 0. Considérons la fonction continue et intégrable
R — C,
z— e T,

Elle vérifie clairement la condition (1). Par ailleurs, pour tout réel u € R, on a
B = [ etmne el
R
et le théoréme de convergence dominée et une intégration par parties donnent aisément

F'(u) = 72i7r/ ze~2imuT =T/t
R

t —nx?/t ) t —rax?/t )
= —xur —67672””“6 - / 672i7ru672“”“5 dz
27 R R 27

= —27rtu/ e [t 2imur gy —2rtuk (u).
R

En résolvant cette équation différentielle, il existe une constante C' € R telle que
Yu e R, F( ) = Ce ™t
Avec la changement de variables u = \/7/tz, on obtient

F(o):/ ”/tdx—\f/ e v dt =

Ainsi la condition (2) est satisfaite et la théoreme 1 conclut I’égalité (4). <
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