Développement 7. Optimisation dans un espace de Hilbert

Le lemme se trouve dans le livre de P. CIARLET [1] et la proposition dans le recueil
de développements [2].

Lemme 1. Soit H un espace de Hilbert réel. Alors toute suite bornée de H admet
une sous-suite convergente dans H.

Preuve Soit (x,)nen une suite bornée de H. Tout d’abord, on se place dans le
cas ou l'espace H est séparable. Soit {fx}xen C H une partie dense. L’inégalité de
Cauchy-Schwarz assure que la suite scalaire ({2, fo))nen est bornée. Par le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, on peut alors trouver une extraction ¢g: N — N telle que
la suite ((Zy,(n), fo))nen converge. De méme, la suite ({zy,(n), f1))neN étant bornée,
il existe une extraction ¢;: N — N telle que la suite ((Zyy04,(n), f1))neN converge.
Par récurrence, on peut alors trouver une suite (g )ren d’extractions telle que, pour
tout entier k € N, la suite ({(Zy0.-.00, (n) fk))nen converge. Ainsi I'application

N — N,
n— @po--0pn(n)
est une extraction telle que la suite ({(Z,(n), fx))nen converge pour tout entier k& € N.
Montrons que la sous-suite (2, (n))nen converge faiblement dans H ce qui conclura

le cas particulier. Soient f € H un élément et € > 0 un réel. Comme la suite (z,,)neN
est bornée, il existe un réel M > 0 tel que

Vn € N, lzn| < M.
Comme la partie {fx }ren est dense, il existe un entier k£ € N tel que
If = fell <e/M.
Pour tous entiers p, g € N, les inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwarz donnent
(Zo(p)> 1) = (@o(a), I = U@y, [ = [} + (Zom) = Te(q)s fo) + (Tp(q)s fr —
(Zo)s [ = fi)l + KZom) = Toa)s )| + (Z()s [ — fi)
2o L 1f = il + Kzo) = 2eta), )l + 2@l 1 = fil

<28+ (Tpp) — Ty(q): fr)l-
D’apres le précédent paragraphe, la suite ({2, (), fr))nen converge, donc elle est de
Cauchy, c’est-a-dire qu’il existe un entier N € N tel que

Vp,q > N, (T o(p)s fr) — (Tp(g)s fr)| < e

<
<

Ceci montre que

VPaQ>N7 |<xtp(p)7f>7<xgo(q)7f>|<3€'
Ainsi la suite scalaire ((x,(n), f))nen est de Cauchy, donc elle converge. On conclut

que la sous-suite (T4, (,))nen converge faiblement dans H grace au théoreme de Riesz.

Maintenant, on ne suppose plus que 'espace H est séparable. On va se ramener au
cas séparable. L’espace Hy := Vectq{xn }nen est fermé et séparable. La suite (2, )nen
étant de Hy, le cas particulier nous donne une extraction ¢: N — N telle que,
pour tout élément fo € Ho, la suite ((xy(n), fo))nen converge. Or le théoreme du
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supplémentaire orthogonal donne H = H, @ Hy-. Ainsi pour tout élément f € F qu’on
berit f = fo+ f1 avec fo € Hp et f1 € Hy, on a

Vn e N, (Tp(n), [) = (@pm)s fo)s
donc la suite ((Zy(n), f))nen converge. <

Proposition 2. Soit C' C H une partie convexe fermée non vide. Soit J: C — R
une fonction convexe continue. On suppose qu’elle est coercive si la partie C' n’est pas
bornée. Alors la fonction J atteint son minimum sur C.

Preuve Soit (zp)nen une suite minimisante de la fonction J sur H, c’est-a-dire
vérifiant

J(zy) — I = iréfJ

Montrons qu’elle est bornée. Dans le cas ou le convexe C' est borné, c’est évident.
On suppose donc que le convexe C' n’est pas borné. Raisonnons par ’absurde et
supposons que la suite (2, )nen n'est pas bornée. Dans ce cas, on peut trouver un
extraction 1: N — N telle que ||z || — +00. La coercivité de la fonction J
implique J(2y(n)) — 400, contredisant I’hypothese J(x,) — I < +o0. Dans les
deux cas, la suite (z,)nen est bornée. Par conséquent, le lemme nous fournit une
sous-suite (Zy(n))nen qui converge faiblement dans H vers un élément z* € H.

Montrons que J(x*) = I ce qui conclura. Soit o > I un réel. Comme la fonction .J
est convexe et continue, 1’ensemble C,, = {z € C | J(z) < a} est convexe, fermé et
non vide. Montrons que z* € C,. Notons p,: H — C, 'application donnée par le
théoreme de projection. Comme J(x,(,)) — I, il existe un entier N € N tel que

Vn > N,
et la caractérisation par les angles obtus donne alors
Vn > N, (2" = pa(2”), yn) — Pal(r™)) < 0.

Comme la suite (2,(n))nen converge faiblement vers I’élément z*, en laissant tendre
I'entier n vers P'infini dans la précédente inégalité, on obtient ||z* — p, (2*)]|*> < 0 ce
qui donne z* = p,(z*) € C,, c’est-a-dire J(z*) < a. Finalement, ceci étant vrai pour

Tyn) € Co

tout réel o > I, on obtient J(z*) < I et on conclut J(z*) = I. <
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