Lecon 229. Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

1. Les fonctions monotones

1.1. Croissance et décroissance

1. DEFINITION. Soit I C R un intervalle. Une fonction f: I — R est croissante si

Ve,yel, x<y = f(z)<f(y).
Elle est strictement croissante si
Ve,yel, x<y = f(z)<f(y).

Elle est décroissante (respectivement strictement décroissante) si la fonction — f est
croissante (respectivement strictement croissante).

2. EXEMPLE. La fonction + € R +—— z est strictement croissante. La fonc-
tion x > 0 — 1/x est strictement décroissante. La fonction de répartition d’un
variable aléatoire réelle est croissante.

3. THEOREME. Une fonction strictement monotone I — R est injective.

4. EXEMPLE. La fonction cos: [0,7] — [—1,1] est une bijection ce qui permet de
définir son inverse Arccos: [—1,1] — [0, 7].

5. PROPOSITION. Soient @ > 0 un réel et f,g: I — R deux fonctions croissantes.
Alors la fonction f 4 ag est croissante. De plus, si la fonction f est strictement
croissante et o > 0, alors la fonction af est strictement croissante.

6. PROPOSITION. La composée de deux fonctions croissantes (respectivement stricte-
ment croissante) est strictement croissante. Le produit de deux fonctions croissantes
positives.

7. PROPOSITION (comparaison série-intégrale). Soit f: R4 — R une fonction conti-
nue par morceaux et décroissante. Alors la série ) f(n) et I'intégrale 0+Oo f(t)de
sont de méme nature.

8. APPLICATION. Soit @ € R un réel. Alors la série ) n~* converge si et seulement
sia>1.

9. THEOREME. Soit f: ]a,b] — R une fonction croissante et majorée. Alors elle
admet une limite au point b~ .

1.2. Suites de fonctions monotones, points fixes et suite récurrente

10. THEOREME. La limite simple d’une suite de fonctions croissantes qui converge
simplement est croissantes.

11. CONTRE-EXEMPLE. La version du théoréeme avec la stricte décroissance est fausse :
la suite de fonctions strictement croissantes x € [0, 1] — 2™ converge simplement
vers la fonction nulle.

12. THEOREME (Dini). Soit (f)nen une suite de fonctions croissantes et continues
sur un segment [a, b] qui converge simplement vers une fonction continue f. Alors la
convergence est uniforme.

13. THEOREME. Une fonction croissante d’un segment dans lui-méme admet au moins
un point fixe.

14. PROPOSITION. Soit f: I — I une fonction croissante. Soit (z,)nen une suite de
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Iintervalle I vérifiant
Tpt1 = f(xn), n € N. (%)
— La suite (2, )nen est croissante si f(xg) > z¢ et décroissante si f(xg) < xo.
— On suppose que 'intervalle I est borné. Alors la suite (x,)nen converge. Si la
fonction f est continue, alors sa limite est un point fixe de la fonction f.
15. EXEMPLE. La suite (2,,)nen de Uintervalle [0, [ définie par 2,11 = sin z,, converge
vers zéro.

16. THEOREME. Soit f: I — I une fonction décroissante. Soit (z,)neN une suite de
I'intervalle I vérifiant la relation (k).

— La fonction f admet au plus un point fixe.

— On suppose que lintervalle I est borné et la fonction f est continue. Alors la
suite (T2n)neN €t (Tant+1)nen convergent vers des points fixe de la fonction fo f.
Si cette derniére admet un unique point fixe, alors la suite (x,),en converge
vers cet unique point fixe.

1.3. Régularité et dérivabilité des fonctions monotones

17. THEOREME. Soient I := [a,b] C R un intervalle ouvert et f: I — R une fonction
croissante. Alors pour tout réel x € I, la fonction f admet une limite f(z™) a gauche
du point 2T et une limite f(x~) & droite du point 2. De plus, on a

fla™)= sup f(t) et  fla")= inf f(t)

a<t<z r<t<b
ainsi que, pour tous réels x,y € I, I'implication

r<y = f@@)<fly)
18. EXEMPLE. La fonction indicatrice f := 1j_ o R — R est croissante et ces
limites en zéro sont f(07) =0et f(0T) = 1.
19. COROLLAIRE. L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction monotone sur
un intervalle ouvert I est au plus dénombrable.

20. THEOREME. Soient I C R un intervalle ouvert et f: I — R une fonction
monotone dont I'image est un intervalle. Alors la fonction f est continue.

21. CONTRE-EXEMPLE. L’hypothése disant que I'image est un intervalle est nécessaire :
la fonction f: [0,1] — R définie par 1’égalité

0
f(fl?) - {I_J:_lJ_l

est croissante et admet une infinité de points de discontinuité.

six =0,

sinon

22. THEOREME. Soient I C R un intervalle ouvert et f: I — R une fonction déri-
vable. Alors elle est croissante (respectivement strictement croissante) si et seulement
si sa dérivée est positive (respectivement strictement positive).

23. DEFINITION. Soient a,b,c,d > 0 quatre réels strictement positifs. Le systéme
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proie-prédateur de Lotka-Volterra est le systéme différentiel
' = ax — bxy,
y' = —cy+dry
associée & une condition initiale (2(0),y(0)) = (zo,yo) avec g, yo > 0.
24. PROPOSITION. La solution maximale X: ¢t € I — (z(t),y(t)) € R? du sys-
téme (LV) est & valeurs dans le quadrant (R%)?. De plus, la fonction
R’ xR’ — R,
(z,y) — de+by—clnx —alny

(LV)

est une intégrale premiére du systéme (LV).
25. THEOREME. La solution maximale du systéme (LV) est globale et périodique.

2. Les fonctions convexes

2.1. Fonctions convexes sur un espace vectoriel

26. DEFINITION. Soit C' C E une partie convexe. Une fonction f: C — R est conveze
si, pour tous vecteurs x,y € C et tout réel A € [0,1], on a

Sz + (1= Nz) < Af(z) + (1= A)f(y). (%)
Elle est strictement conveze si 'inégalité (x) est stricte et tient avec x # y et A €]0,1].
27. EXEMPLE. Si l’espace E est muni d’une norme, la fonction & — ||z|| est convexe.
Si lespace E est euclidien, la fonction z — ||z||? = (z, ) est strictement convexe.
Les fonctions constantes sont convexes.
28. REMARQUE. Une fonction f: C — R est convexe si et seulement si son épigraphe

épi(f) =A{(z,r) e O xR | f(z) <7}

est convexe.
29. EXEMPLE. Une fonction affine est convexe.

2.2. Le cas de la variable réelle

30. PROPOSITION (inégalité des pentes). Soient I C R un intervalle et f: I — R
une fonction convexe. Soient a, b, ¢ € I trois réels vérifiant a < b < c. Alors

fla) = F() _ F(e)— fla) _ f(b) — f(e)

a—b ~ c¢c—a  b—c

31. PROPOSITION. Une fonction f: I — R sur un intervalle I est convexe si et
seulement si, pour tous points a,b € I, sa courbe est en-dessous du segment dans R?
reliant les points (a, f(a)) et (b, f(D)).
32. THEOREME. Une fonction convexe sur un intervalle I posséde, en tout point de
Iintervalle I, une dérivée a droite et & gauche. En particulier, elle est continue sur
I'intervalle .

33. CONTRE-EXEMPLE. Le continuité sur l'intervalle I tout entier n’est pas nécessaire :
la fonction 1y} est convexe sur l'intervalle [0, 1] bien qu’elle n’y soit pas continue.
34. REMARQUE. Le résultat se généralise a une fonction convexe f: C CR" — R :
elle est continue sur Pouvert C. Mais le résultat est faux en dimension infinie : il suffit
de prendre une forme linéaire qui n’est pas continue.
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35. THEOREME. Une fonction dérivable sur un intervalle I est convexe (respectivement
strictement convexe)> si et seulement si sa dérivée est croissante (respectivement
strictement croissante) sur I'intervalle 1.

36. COROLLAIRE. Une fonction deux dérivable sur un intervalle I est convexe (res-
pectivement strictement convexe) si et seulement si sa dérivée seconde est positive
(respectivement strictement positive) sur Uintervalle I.

37. EXEMPLE. Les fonctions exponentielles et logarithmes sont respectivement convexe
et concave.

38. PROPOSITION. Une fonction convexe sur un intervalle ouvert est la borne supé-
rieure d’une famille de fonctions affines.

2.3. Le cas général et la caractérisation avec le calcul différentiel

39. THEOREME. Soient @ C R™ un ouvert convexe et f: Q@ — R une fonction
différentiable. Alors les points suivants sont équivalents :

— la fonction f est convexe;

— pour tous points z,y € Q, on a f(y) = f(x) + (Vf(z),y — z);

— pour tous points z,y € Q, on a (Vf(y) — Vf(zx),y —z) > 0.
De plus, si la fonction f est deux fois différentiables, alors on rajoute le point suivant :

— pour tout point z € €2, la hessienne Hf(x) est positive.
40. CONTRE-EXEMPLE. Le convexe () nécessite d’étre ouvert sans quoi le théoreme
est faux. Par exemple, la fonction (z,y) — 22 — 32 est convexe sur la partie R x {0},
mais sa hessienne en tout point, a savoir la matrice diag(1, —1), n’est pas positive
41. APPLICATION. Soit A € .%,(R) une matrice symétrique. Alors elle est positive si
et seulement si la fonction « — (Ax, x) est convexe.
42. EXEMPLE. Soient A € .77 (R) une matrice symétrique définie positive et b € R"™
un vecteur. Alors la fonction z — 1(Az,z) — (b, z) est convexe et elle est méme
strictement convexe.

3. Utilisation des fonctions convexes

3.1. Inégalités de convexité

43. THEOREME (inégalité arithmético-géométrique). Soient x1,...,z, = 0 des réels
positifs. Alors
x4
n
44. PROPOSITION. Soient p,q > 0 deux réels positifs vérifiant 1/p + 1/¢ = 1.
Soient x,y > 0 deux réels strictement positifs. Alors
Pyl
Y < — + =—.
p q
45. PROPOSITION. Soit € R un réel. Alors ¢ > 1+ z et In(1+ z) < z.
46. REMARQUE. Cette premiere inégalité permet de trouver la domination nécessaire

au théoreme de convergence dominée et d’obtenir la limite

n t n
(1 — 7) ==t dt, Rez > 0.
O n

(wlxn)l/ng +xn

I'(z) = lim

n—+4o0o
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47. PROPOSITION. Soit x € ]0,7/2[ un réel. Alors Fx < sinz < .
48. THEOREME (inégalité de Holder). Soit (X, .o/, u) un espace mesuré. Soient p,q > 1
deux réels positifs vérifiant 1/p 4+ 1/q = 1. Soient f € LP(X) et g € LI(X). Alors la

fonction fg est intégrable et

1£glly < 1 fllpllgllq-

49. THEOREME (inégalité de Minkowski). Soit p > 1 un réel. Alors pour toutes
fonctions f,g € LP(X), on a

1+ gllp < Ifllp + llgllp-
En particulier, application || ||, est une norme sur ’espace vectoriel L?(X).
50. THEOREME (inégalité de Jensen). On considére un espace probabilisé (Q, .7, P).
Soit ¢: R — R, une fonction bornée convexe. Soit X une variable aléatoire réelle
intégrable. Alors

P(E[X]) < E[p(X)].

51. REMARQUE. On retrouve l'inégalité E[X]? < E[X?].
3.2. Fonctions convexes et optimisation

52. THEOREME. Une fonction strictement convexe admet au plus un minimum.

53. THEOREME (inégalité d’Euler). Soient  C R™ un ouvert et C' C  un convexe.
Soient f: {2 — R une fonction différentiable. On suppose que la fonction f|o admet
un minimum en un point z* € C et qua la fonction f est différentiable en ce point.
Alors

df (2*)(y — 2%) 2 0.

54. PROPOSITION. Soient 2 C R™ un ouvert convexe. Alors tout point critique d’une
fonction différentiable 2 — R™ est un minimum global pour cette derniere.
55. CONTRE-EXEMPLE. L’hypothése de convexité est nécessaire : la fonction  +— 23
admet l'origine comme point critique, mais ce n’en est pas un minimum.
56. APPLICATION (point de Fermat). Soient A, B et C trois points non alignés du
plan euclidien R2. On suppose que les trois angles du triangle ABC sont strictement
inférieurs & 27/3. Alors la fonction

R? — R,

M— MA+MB+ MC

admet un unique point minimum qui est dans l'intérieur stricte du triangle ABC.
57. APPLICATION. La fonction de 'exemple 42 admet un unique minimum qui est la
solution z* € R™ du systéme Ax = b.
58. THEOREME. Soit H un espace de Hilbert. Alors toute suite bornée (z,)nen
de H admet une sous-suite convergeant faiblement, c’est-a-dire qu’il existe une extrac-
tion ¢: N — N et un vecteur x € H tels que

Vy € Hv <map(n)ay> — <5E7y>
59. PROPOSITION. Soient H un espace de Hilbert et C' C H une partie convexe
non bornée. Soit J: C' — R une fonction convexe, continue et coercive. Alors cette
derniére atteint sa borne inférieure.
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