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THEOREME 1 CHEVALLEY-WARNING Soit p premier et g = p". Soit f; € Fg[X1,..., Xp] tel que
Sodeg(f;) < m. Alors
[{x,Vi, fi(x) =0} =0 mod p

THEOREME 2 ERDOS-GINZBURG-ZIV Pour tout n > 2, pour tout ai,...,as,—1 € Z*"71, il
existe i1, ...,in € [1,2n — 1]™ tel que

n
Zaij =0 modn

j=1
Démonstration. Soit EGZ ’ensemble des n vérifiant le théoréme.
e Soit p premier, ay,...,as—1 € Z*~1. On définit les polyndmes de Fp[X1, ..., Xop_1] :
2p—1 2p—1
=Y XIlet =Y a; X!
k=1 k=1

Soit V' = {z, Pi(z) = Py(x) = 0}. 0 € V donc |V| > 1. De plus, deg(P;) + deg(P,) =
2p—2 < 2p—1 donc par le théoréeme de Chevalley-Warning, |V| =0 mod p. Donc il existe
(1‘1, ... ,.’L'Qp_l) eV \ {O}

0=Pi(21,...,22p-1) = [{i,2; # 0} modp

Donc |{i,z; # 0}| € pNN[1,2p — 1] = {p} donc exactement p composantes de x sont non
nulles. Notons-les i1, ... ,%,. Alors

P . P

_ o p—1 A

0= E Qi = E i,
j=1 j=1

Donc p appartient a EGZ.

e Soient m,n dans EGZ et a1, ..., aamn_1 € 21
m
De ai,...,a2m—1, on extrait i1 1,...,%m,,1 tel que m Zaij,1 =:97.
J=1
m
Des 2mn — m — 1 entiers restants, on extrait i1 2,...,%y,,2 tel que m Zaiﬂ =:55.

j=1
On réitere le procédé jusqu’a ce qu’il reste moins de 2m — 1 entiers. Comme 2mn — 1 =
(2n —1)m +m — 1, on 'a réitéré 2n — 1 fois.

Alors %, ceey % forment une famille de 2n — 1 entiers, donc il existe k1,...,k, tel que
nS
k; N
Z—] =0 mod n. D’ou
=

n n - m
nm|d Sk, = Zzaikakj
=1

j=1k=1

Donc nm appartient a EGZ.



e Ainsi, EGZ contient les nombres premiers et il est stable par multiplication donc c’est
N\ {0,1}. |
Remarque 1 2n — 1 est optimal. En effet, soit x le (2n — 2)-uplet constitué de n — 1 fois O et

n — 1 fois 1. Alors tout sous-n-uplet de x a une somme comprise entre 1 et n — 1 donc ne peut
pas étre multiple de n.



