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THEOREME Soit I un intervalle, to € I, x € R™ et f : I x R™ — R"™ continue telle que
Vtg € K C I compact,3k > 0,Y(t,y,2z) € K x R" x R", || f(t,y) — f(t,2)]| < k|ly — =]

Alors il existe un unique y : I — R™ dérivable vérifiant

w%{yw — F(t.y(t)

y(to) ==

Démonstration. Soit E = C°(I,R™).
e Supposons d’abord I compact et notons [ son diametre. On définit pour y € E et t € I,

ﬂwm=w+4}@M@m8

Siy: I — R"™ est dérivable et vérifie S alors en intégrant,

ywzum+4}@mmm=F@@

Doncy = F(y) ety € E.
Réciproquement si y € E vérifie y = F(y) alors t — f(¢,y(t)) est continue donc y = F(y)
est dérivable donc

y'(t) = F(y)'(t) = f(t,y(t))

De plus y(to) = F(y)(to) = = donc y est solution de (.5).
e [ est compact donc il existe une constante de lipschitz k£ > 0 globale sur I. Définissons
alors sur E D’application

Iyl = masx(e™=0! (o))

qui est bien définie sur E car t — e =% ||y(¢)|| est continue sur le compact I. Cette
application est clairement une norme sur F.
On a de plus pour tout y € F,
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Donc |||, et |||/, sont équivalentes et comme I est compact, E est complet pour la
topologie définie par chacune de ces deux normes.
e Soit maintenant y,z € E. On a si t > ty,

IFG)O = FEOI < [ 1606 = 526D ds <k [ yls) = )] ds

<hlly =2l | T ds < (@0 1)y = 2
0



Donc e *t=10) || F(y)(t) — F(2)(t)|| < (1—e #t10)) ||y — z||,.. De méme si t < to, on a avec
des intégrales de t a tg :

e M) | P(y) () = F(2)(1)]| < (1= e M) Iy — 2]
Donc finalement, on a l'inégalité pour tout ¢ et en passant au sup,
IF(y) = F)lp < (L —e ™)y =],

1—e " < 1 donc F est une application contractante dans 'espace (E, ||-||,;) qui est complet.

Elle admet donc un unique point fixe noté y (qui est donc solution de (.5)).

Supposons maintenant I intervalle quelconque. Il existe (K, ), une suite croissante de
oo

compacts contenant ty tels que I = U K,.

Notons y,, I'unique solution de (5) sﬁerKn.

Alors si y est solution de S sur I, alors pour tout n, y|k, = y, par unicité de la solution
sur K,,.

Réciproquement, la fonction y : t +— y,(t) si t € K, est bien définie sur I car par unicité
Yn+1|K, = Yn et constitue bien une solution de (S). On a donc trouvé 'unique solution de
(S) sur 1. ]



