Formule de Poisson et application
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THEOREME 1 Soit f € S(R). Alors pour tout x € R,
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Remarque Les hypothéses sur f sont violentes, on peut se restreindre a f C1, f(x) = O(z~%)
et f'(x) = O(x~*) avec a > 1 en +oo.

Démonstration. f € S(R) donc il existe M > 0 tel que pour tout |z| > 1, |f(z)] <
Pour tout K > 0, pour tout x € [-K, K] et [n| > K +1, on a
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Donc la somme de gauche cvn sur tout compact vers une fonction F' qui en devient continue.
On a de méme la cvnl de Zf’(x +n), donc F est en fait C'!. De plus,
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En passant a la limite en N, on a F(z+ 1) = F(x) autrement dit F' est 1-périodique et on peut
fouriétiser. Calculons donc les coefficients de Fourier ¢, (F) :
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ou on reconnait f(n).
La permutation somme intégrale est licite car la série cvnl et que le domaine d’intégration
est compact. La derniére égalité est aussi raisonnable car t — f(t)e” 2™ est intégrable.
Comme F est C!, sa série de Fourier cvu vers F' donc pour tout z,
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Définition On définit la fonction © par O(z) = 22"2.
neZ
Proposition © est une série entiere de rayon de convergence 1.



Démonstration. © est bien une série entiere car pour tout z ou elle est bien définie, O(z) =

232" 1.
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On a de plus divergence en 1 et pour tout z tel que |z| < 1, on a

<D < e < 0
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Donc on a bien un rayon de convergence égal a 1. [ |

THEOREME 2 Pour x — 17 réel, on a ©(z) ~ /7.

Démonstration. Soit f : x n—>Ae*°”32 avec w > 0. f € S(R) donc on peut appliquer la formule de
Poisson. On calcule d’abord f(n) :
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On procéde maintenant & une déformation de contour pour calculer cette intégrale. Soit ~ le

contour orienté dans le sens trigonométrique formant la frontiere de {a + ib,a € [-R, R],b €
2 . . 7

[0, m”]} Comme z — e~ “* est une brave fonction holomorphe, son intégrale sur 7y est nulle.

Ainsi,
/ —wx dr = /_ R-Ht) dt +/ w $+ 7~‘n'n dx I /_ R-l—lt dt
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et quand R — o0, ces intégrales convergent vers 0. Finalement, en faisant tendre R vers +o0,

on a
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Finalement, on obtient

Par la formule de Poisson en z = 0, on a
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O(e ou(z) ). Et alors :

Ce qui se réécrit en

Prenons maintenant w = —logz. On a O(z) = | /=7

lim /—log(z)O(z) = V7O(0) = V7
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