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THEOREME Soit f : U — R" de classe C' sur un voisinage U de 0 dans R

telle que f(0) = 0 et Df(0) inversible. Alors il existe des voisinages ouverts
U etV de 0 dans R" tels que f soit un C'-difféomorphisme de V' sur W.

On note A =Df(0) et pourz e U, ye R" :
Fy(z) =+ A7y - f(2))

Remarque 0.1 On a f(z) =y < Fy(x) = z, on a donc transformé notre
équation en équation de point fixe. De plus, DF,(z) = I — A~ o Df(z),
donc DF,(0) = 0 et |DF,(x)| est petite au voisinage de 0, donc les itérés
Tnt1 = Fy(xn) convergent vite vers la solution. On peut avoir une idée
de la construction géométrique en dimension 1 a partir du graphe de f en
observant que 41—, = A" (y— f(x,)) donc y— f(z,) = A(zny1—x,) Ol
A = f'(0) en dimension 1, donc (zp, f(z5)) et (Xn+1,Yyn) sont sur une méme
droite de coefficient directeur f’(0), autrement dit pour construire z,,1 on
trace la parallele a la tangente au graphe de f en 0 passant par (z,, f(zy)),
et x,41 est abscisse du point d’intersection de cette droite avec la droite
horizontale d’ordonnée .

Démonstration. On fixe € €]0,1[. Pour y € R", comme DF,(0) = 0 et par
continuité de DF, (qui provient du caractere C Lde f) il existe r > 0 tel que
si |z| <7, |DF,(x)| < e. On choisit r assez petit pour que B, < U ou B,
désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon r. Comme DF), ne dépend
pas de y, r non plus.

On pose W = {y € R", |A~ly| < (1 — &)r}, voisinage ouvert de 0. Pour

ye W, Fy(B,) c B,, en effet si |z| <7 :

[y (@) < [ (0)] + || £y (x) = E, (0)]
|

<
< |A7Yy| + er par accroissements finis
<

(I—e)yr+er=r



Alors, comme |DFy(z)| < e < 1 pour x € B,, F, est e-contractante de
B, sur elle-méme si y € W, et B, étant compléte, par théoréme de point
fixe, F, admet un unique point fixe z € B,, limite de la suite récurrente
ZTn+1 = Fy(xy,) avec par exemple 29 = 0. On a méme = € B, car Fy(z) =
et F,(B,) € B,. En posant V = B, n f~1(W), V est un voisinage ouvert
de 0 et f induit une bijection de V et W. Il reste & montrer que f~' est C!
sur W.

Remarquons tout d’abord que si x € V, Df(x) est inversible, en effet
comme |DF,(z)| < e <1 la série de Neumann > ;. 0(DF (z))* converge et
est 'inverse de I — DFy(z) = A~' o Df(x) donc A1 o Df(z) est inversible
donc D f(z) aussi.

Montrons maintenant que f~! est continue, elle est en fait lipschitzienne
car si y,yp € W, et z,z9 € V sont tels que f(z) =y et f(xo) = yo :

x —xo = Fy(z) — Fy,(z0)
= (Fy(z) — Fy(z0)) + (Fy(zo) — Fyy(w0))
y(

= (Fy(z) — Fy(20)) + A~ (y — 0)
2 = woll < el — woll + [AT -y — w0l

done |f~1(y) — f~ ()| < Clly — yol, o € = L.

De plus, comme f est différentiable en xy on peut écrire :

y—yo = f(x) — f(x0) = Df(z0)(x —20) + R

ou R = o(|z —xol|), ie sin > 0 est fixé, il existe a > 0 tel que si |z —zp| < «
alors |R| < n|z — zol|, donc comme ||z — x| < Clly — yo/, on a aussi :

ly = woll < 5 = |R| <z = 2o < nClly = yol
donc R = o(|ly — yol), d’ott :

D f(zo)(x —x0) =y — yo + o(|y — vol)

or Df(xg) est inversible donc :

F7 W) = FH (o) =2 — 20 = Df(x0) " (y — o) + o(ly — woll)

donc f~! est différentiable en yg et Df 1 (yo) = Df(x0) ™t = Df(f ' (yo)) L.
Enfin, comme f~!, Df et I'inverse sont continues, D f~! est continue par

composée donc f~1 est O sur W.
O



