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Théorème Soit f : U Ñ R
n de classe C1 sur un voisinage U de 0 dans R

n

telle que fp0q � 0 et Dfp0q inversible. Alors il existe des voisinages ouverts

U et V de 0 dans R
n tels que f soit un C1-difféomorphisme de V sur W .

On note A � Dfp0q et pour x P U , y P R
n :

Fypxq � x�A�1py � fpxqq
Remarque 0.1 On a fpxq � y Ø Fypxq � x, on a donc transformé notre
équation en équation de point fixe. De plus, DFypxq � I � A�1 � Dfpxq,
donc DFyp0q � 0 et }DFypxq} est petite au voisinage de 0, donc les itérés
xn�1 � Fypxnq convergent vite vers la solution. On peut avoir une idée
de la construction géométrique en dimension 1 à partir du graphe de f en
observant que xn�1�xn � A�1py�fpxnqq donc y�fpxnq � Apxn�1�xnq où
A � f 1p0q en dimension 1, donc pxn, fpxnqq et pxn�1, ynq sont sur une même
droite de coefficient directeur f 1p0q, autrement dit pour construire xn�1 on
trace la parallèle à la tangente au graphe de f en 0 passant par pxn, fpxnqq,
et xn�1 est l’abscisse du point d’intersection de cette droite avec la droite
horizontale d’ordonnée y.

Démonstration. On fixe ε Ps0, 1r. Pour y P R
n, comme DFyp0q � 0 et par

continuité de DFy (qui provient du caractère C1 de f) il existe r ¡ 0 tel que
si }x} ¤ r, }DFypxq} ¤ ε. On choisit r assez petit pour que Br � U où Br

désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon r. Comme DFy ne dépend
pas de y, r non plus.

On pose W � ty P R
n, }A�1y}   p1 � εqru, voisinage ouvert de 0. Pour

y P W , FypBrq � Br, en effet si }x} ¤ r :}Fypxq} ¤ }Fyp0q} � }Fypxq � Fyp0q}¤ }A�1y} � εr par accroissements finis  p1� εqr � εr � r
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Alors, comme }DFypxq} ¤ ε   1 pour x P Br, Fy est ε-contractante de
Br sur elle-même si y P W , et Br étant complète, par théorème de point
fixe, Fy admet un unique point fixe x P Br, limite de la suite récurrente
xn�1 � Fypxnq avec par exemple x0 � 0. On a même x P Br car Fypxq � x

et FypBrq � Br. En posant V � Br X f�1pW q, V est un voisinage ouvert
de 0 et f induit une bijection de V et W . Il reste à montrer que f�1 est C1

sur W .
Remarquons tout d’abord que si x P V , Dfpxq est inversible, en effet

comme }DFypxq} ¤ ε   1 la série de Neumann
°8

k�0
pDFypxqqk converge et

est l’inverse de I �DFypxq � A�1 � Dfpxq donc A�1 �Dfpxq est inversible
donc Dfpxq aussi.

Montrons maintenant que f�1 est continue, elle est en fait lipschitzienne
car si y, y0 P W , et x, x0 P V sont tels que fpxq � y et fpx0q � y0 :

x� x0 � Fypxq � Fy0
px0q� pFypxq � Fypx0qq � pFypx0q � Fy0

px0qq� pFypxq � Fypx0qq �A�1py � y0q}x� x0} ¤ ε}x � x0} � }A�1}.}y � y0}
donc }f�1pyq � f�1py0q} ¤ C}y � y0}, où C � }A�1}

1�ε
.

De plus, comme f est différentiable en x0 on peut écrire :

y � y0 � fpxq � fpx0q � Dfpx0qpx � x0q �R

où R � op}x�x0}q, ie si η ¡ 0 est fixé, il existe α ¡ 0 tel que si }x�x0} ¤ α,
alors }R} ¤ η}x � x0}, donc comme }x� x0} ¤ C}y � y0}, on a aussi :}y � y0} ¤ α

C
Ñ }R} ¤ η}x� x0} ¤ ηC}y � y0}

donc R � op}y � y0}q, d’où :

Dfpx0qpx � x0q � y � y0 � op}y � y0}q
or Dfpx0q est inversible donc :

f�1pyq � f�1py0q � x� x0 � Dfpx0q�1py � y0q � op}y � y0}q
donc f�1 est différentiable en y0 et Df�1py0q � Dfpx0q�1 � Dfpf�1py0qq�1.

Enfin, comme f�1, Df et l’inverse sont continues, Df�1 est continue par
composée donc f�1 est C1 sur W .
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