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Introduction

La géométrie algébrique est un domaine des mathématiques qui, histo-
riquement, s’est d’abord intéressé a des objets géométriques (courbes, sur-
faces...) composés des points dont les coordonnées vérifiaient des équations
ne faisant intervenir que des sommes et des produits. La simplicité de cette
définition fait qu’elle embrasse un grand nombre d’objets et qu’elle permet
de développer une théorie riche.

Les premiers travaux de cette nature remontent aux mathématiques arabes
avec Omar Khayyam.

La Géométrie de Descartes, inaugurant ’étude des courbes algébriques par
les méthodes de la géométrie analytique, marque la deuxiéme grande étape
dans la genése de cette discipline.

A proprement parler, il faut attendre le début du vingtiéme siécle pour
que la géométrie algébrique devienne un domaine a part entiére. Cela fut ini-
tié, d’une part, par les travaux de David Hilbert, puis fut développé, d’autre
part, par I’école italienne de la fin du XIX®"¢ siécle. Ce fut principalement
André Weil qui introduisit, vers la fin des années 1930, un formalisme per-
mettant de démontrer rigoureusement leurs résultats.

Aprés 1930, les écoles américaine (Zariski, Mumford. .. ), allemande (Noe-
ther, Brauer), russe (Kolmogorov...) et francaise (Weil, Chevalley. .. ) déve-
loppérent sous une forme plus algébrique 1’étude des variétés sur un corps
commutatif quelconque en utilisant essentiellement la théorie des anneaux.

Dans les années 1950, elle fut totalement transformée par les travaux de
I’école frangaise sous 'impulsion de Pierre Samuel, d’Henri Cartan, de Jean-
Pierre Serre et d’Alexandre Grothendieck.

Ce document a pour but d’expliquer le lien entre la géométrie et 1’al-
gébre a travers la correspondance des ensembles algébriques de K™ et les
idéaux de K[Xq, ..., X,).

Tous nos anneaux sont supposés commutatifs.

Ce rapport se décompose en plusieurs parties. Nous devons tout d’abords
introduire du vocabulaire algébriste dont nous allons avoir besoin tout au
long de ce sujet, et ainsi se remémorer/découvrir quelques propriétés impor-
tantes.

Nous entamons ensuite un des théorémes fondamental en algébre commuta-
tive, le Nullstellensatz, qui nous permettra de créer un véritable dictionnaire
algébre <— géométrie.

Nous verrons ensuite le sujet d’'une maniére topologique, mais avec une to-
pologie particuliére, propre & ce domaine d’algébre commutative, et allons
étudier quelques propriétés intéressantes de cette topologie.

Pour terminer, nous allons parler de la dimension d’un ensemble algébrique.



1 Deéfinitions, premiéres propriétés

1.1 Un peu d’algébre

Définition 1.1.1. Soit A un anneau commutatif. A est dit noethérien si
tous ses tdéaux sont de type fini.

Lemme 1.1.1. Soit A un anneau. Soit Iy C I, C ... C I, CI,.1 C ... une
suite croissante d’idéaux. Alors, I=U,enl, est un idéal.

Démonstration. 0 € [ trivial.

Soient a,b € I. 35,7 € N tels que a € I; et b € I;. Supposons j > 7. On a
donca € I et donca—bel; C1.

Soient a € Aet b € I. 375 € N tel que b € I;. Comme I; idéal, on a
abe I; C 1. m

Théoréme 1.1.1. Un anneau A est noethérien si et seulement si, dans A,
toute suite croissante d’idéauz est stationnaire.

Démonstration. "=" Soit A un anneau tel que tous ses idéaux sont de type
fini. Soit (I,,)nen une suite croissante d’idéaux de A. i.e :

L CLC...CI,C I, C.. Soit I=J I,. Comme A est noethérien, I est
neN
de type fini. 1l existe donc (ay, ..., a,) € A™ tel que I =< a4, ...,a, >. D’ou :

Vie{l,..,n},a, € U L,.Vie{l,..,n}3jeN:q; €I
neN
Comme la suite (I,,)nen est croissante, In; € N tel que ay, ..., a, € I,; . Dot

<Ay ey Ay >C [nj

Donc I,,, = I = UJ I,.. La suite est donc stationnaire.
neN
"=" Soit I C A un idéal de A. Montrons que I est de type fini.

Si I = (0), on a fini.
Sinon, Jag € A tel que ag € I. On obtient donc :

(O) C<ag>C 1.

Si I =< ag >, on a terminé. Sinon Ja; € I tel que a; # ag. On obtient donc :
(0) C<ag>C<ag,a; >C 1.

Ce processus doit s’arréter car sinon, on aurait une suite croissante d’idéaux
non stationnaire. O

Théoréme 1.1.2 (De base de Hilbert). Soit A un anneau noethérien. Alors
A[X] est noethérien.

Démonstration. Soit A un anneau noethérien. Soit I un idéal de A[X]. Mon-
trons que I est de type fini.
Vi > 0, on pose :



L={ceA|3fel:f=cX"+g}

(on g est un polynéme de degré < i).

Montrons que les I; sont des idéaux.

0 € I; trivial.

Soient a,b € I;. 3f,g,91,92 € I tels que f = aX’+ g, et g = bX’ + go. Soit

h=ft+g. h € I carlidéal et h = (a+b) X'+ g1+ go et g+ go est un polynome

de degré < i. Donc a+ b € I.

Soit a € I et b€ A. If, g € I tel que f = aX®+ g. On sait que bf € I car

I idéal de A[X] et b € A[X]. On a bf = baX"' + bg avec bg de degré < i car

deg(b) = 0. Donc Vi > 0, I; est un idéal de A.

Soit c€ I;. 3f € [ tel que f =cX"+¢g.On a Xf € I par la propriété d’ab-

sorption. Donc, 3h € I tel que h = cX"™! + Xg. Donc ¢ € I;41. Donc,(I,,)nen

est une suite croissante d’idéaux de A, elle est donc stationnaire. Donc, 3d > 0

tel que I; = Iz sii > d.

Soit n; € N. Vi < d, soit ¢;;,1 < j < n; les générateurs des I;, ie :

Iz' =< Cily -y Cimy >

Vi, j, soit fi; = ¢;; X"+ gi; € I, les polynomes correspondants aux ¢; .

Alors, I =< f;; >.

En effet, sinon : 3f € I'\ Y A[X]f;; de degré minimal. Soit n = deg(f). On
ij

af=cX"+g.
— Sin >d, alors ¢ € I,, = I; (suite stationnaire). Donc, 3();); € A™
tel que ¢ =) \jca-

J
Alors, f— X" 45" N;ifa; € I\ D A[X]fi; (car sinon f serait dans
J Y]

I'idéal engendré par les f; ;) est de degré strictement inférieur a n, ce
qui est absurde.

— Sin <d, alors ¢ € I, et donc 3(\;); € A™ tel que ¢ =) A\jcp .
J
Ainsi f — > Njfu; € I'\ Y. A[X]f;; est également de degré inférieur
J .3

strictement a n, ce qui est impossible.
O]

Corollaire 1.1.1. K[X;, ..., X, est noethérien.

Démonstration. Les idéaux de K sont 0 = (0) et K = (1). Donc K est
noethérien, on obtient donc par récurrence que, Vn € N, K[Xq,..., X,,] est
noethérien. ]

1.2 Lien avec les ensembles algébriques

Définition 1.2.1. (Ensemble algébrique)
Soit K un corps. Soitn >1 un entier. Soit (P,);c; une collection d’éléments de
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K[Xy,...,X,]. On définit V((P;)icr) un ensemble algébrique de la maniére
sutvante :
V((P)icr) ={X = (21, ....,x,) € K" Vi € I, Pi(xy,...,x,) =0}

Exemple 1.2.1. 1. Siles P; sont de degré 1, on retrouve les sous-variétés
linéaires affines de K™. C’est-a-dire les droites, les plans,... Si P est
de degré 2, c’est une conique : (Intersection d’un plan avec un cone
de révolution : cercle, ellipse, parabole, hyperbole).

2.n=2 et K=R. V(P)= {(z,y) € R? P(z,y) = 0}. Ce sont les

courbes planes.
3. Dans l'espace K3, une équation P(x,y,z) = 0 définit une surface.
4. SL,(K)={A¢e Mn(K)n| det(A) = 1} : En effet
det([Mi;]) = Y _e(o) [[ Mo
i=1

oeGp
5. Ou(K) = {A € My(K) | 'AA = I,}

6. Un point de K" est un ensemble algébrique :
{ai,..;a,} =V (X1 — a1, ..., Xn — ay).

Définition 1.2.2. On appelle hypersurface de K" tout ensemble algébrique
défini par un polyndme non constant.

Proposition 1.2.1. V((P))icr) = V(< P >ic1)

Démonstration. Soit x € K™ tel que x € V((P,)ier). Vi € I, P(x) = 0. Soit
Q) €< Pi >;cr . On peut écrire () = ZQiPZ- avec les Q; presque tous nuls.
iel

Qx) = ZQl(a:)PZ(x) = 0. Donc, z € V(< P, >¢cy).
iel
Soit © € V(< P; >ier). VQ €< P, >, Q(x) = 0.
Comme (P)ier € < P, >icr, on a x € V((P)ier)- O

Proposition 1.2.2. V(< P, >,c1) = V(< Pj >1<j<m) pour un certain

m € N.
Démonstration. Comme K[X7, ..., X,] est noethérien, < P, >;c; := {idéal
engendré par les P}, est de type fini. Donc < P, >;c1=< Pj >1<j<n. O
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2 Théoréme des zéros de Hilbert (Nullstellen-
satz)

2.1 Correspondance des ensembles algébriques avec les
idéaux de K[Xy, ..., X,]

A tout idéal T de K[X7, ..., X,,], on associe un ensemble algébrique :
[ V() =X
A toute partie de K™, on associe :
X #(X)={P e K[X,...X,] | Vo € X, P(z) = 0}.

Proposition 2.1.1. Soit X C K".
FJ(X)={P e K[Xq,..,X,] |Vz € X, P(x) = 0} est unidéal de K[Xq,..., X,].

Démonstration. Soit X C K". Vx € X,0(z) (polyndome nul) = 0. Donc

0e 7(X).

Soient P,QQ € #(X). Soit v € X (P — Q)(z) = P(z) — Q(z) = 0. Donc
P—-Qe s (X).

Soit P € K[Xy,....X,],Q € #(X). Soit x € X. PQ(z) = P(z)Q(z) = 0.
Donc, PQ € 7 (X). O

Proposition 2.1.2. Soit S une partie de K[X1, ..., X,]. On a S C Z(V(9)).

Démonstration. Soit P € S. Soit x € V(S). On a P(z) = 0.
Donc P € Z(V(9)). O

Proposition 2.1.3. Soit X une partie de K". On a X CV(#(X)).

Démonstration. Soit x € X. Soit P € Z(X). P(z) =0. Donc x € V(& (X)).
[

A\ Ces inclusions peuvent étre strictes!

2.2 Lien avec les radicaux

Définition 2.2.1. Soit I un idéal de K[Xy, ..., X,]. On définit le radical de
I de la maniére suiante :

VI={P e K[Xy,..,X,] | Im € N*, P ¢ I}.

Proposition 2.2.1. \/T est un idéal de K[X1, ..., X,].
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Démonstration. 0 € /T car 0" € I.
Soient P,Q € v/I. 3m,n € N tels que P* € [ et Q™ € 1.

— n+m k yn+m—k n+m—~k
(P =55 (M) ppin sy,

k=0
Si k >n, P¥ = Prth—n = (Pr)k=n ¢ [ (Car P" € I).

n+m
Donc Z (n —; m) prQmtmk(—1)ymtmh e [,
k=n

Sik < n, QUE = (QM)"k € T (car Q™ € ).

Donc Z (n;m) prQmMtmR(—1)mtmh e T
k=0

On obtient donc (P—-Q)"™ el
Soit P € K[X1,...,X,] et Q@ € [.3n € N tel que Q" € I.
Alors (PQ)" = P"Q" € 1. 0

Exemple 2.2.1. /< X2V >=< XY >

Démonstration. "C" Soit P €< XY >. 3Q1, Qs € K[X,Y] tels que

P =01 X +Q.Y.

P? = (1 X +QoY)?

P? = Q1X?*+ Q3Y? +2Q:1Q: XY

P? = QIX? +Y(Q3Y +2XQ1Q2)

P2e< X2Y > .

Donc, P € /< X2 Y >.

"D" Soit P € /< X2, Y >.3n € Ntelque P €< X2, Y > . Donc, 3Q;, Q> €
K[X,Y] tels que

P = Q1 X%+ QyY

X est un polynéme non nul de K[X,Y], on peut donc effectuer la division
euclidienne de P par X dans K[X,Y]. On obtient l'existence et l'unicité de
deux polynémes P; et R; tels que :

P = P X + Ry avec degy(Ry) < 1ie: Ry € K[Y]. De méme, Y est un
polynéme non nul de K[Y], on peut donc effectuer la division euclidienne de
Ry par Y dans K[Y]. On obtient l'existence et 'unicité de deux polynomes
P, et Ry tels que :

P=P X+ R =PX+BRY + Ry avec dng(Rg) <lieRy€eK.

Mais on a P" = Q,X? + Q,Y donc P"(0,0) = 0. Comme K est intégre, on
obtient P(0,0) = Ry = 0. Donc, P €< XY > . ]

Définition 2.2.2. Soit I un idéal d’un anneau A. On dit que I est radical

si I =+/1.
Proposition 2.2.2. 1 C /I C .#(V(I))

Démonstration. Soit P € I. On a P! € I. Donc I C /1.
Soit P € v/I. 3n € N tel que P" € 1. Soit = € V(I). On a P™(z) = 0. Donc
P(z) = 0 car K est un corps, il est donc intégre. Donc P € .#(V (I)). O
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Proposition 2.2.3. Si [ est un idéal premier, on a VI = 1.

Démonstration. On a déja I C V/I. Montrons I'inclusion inverse.
Soit P € v/I. 3n € N tel que P" € I. Comme I est premier, on a
Pr=pP'xPel=PeclouP" el SiP¢glI P!el. Enréitérant

ce procédé, on obtient P € I. O
Question : Si I =+/I, a-t’on S (V(I)) =17
— NON

Exemple 2.2.2. K =R, [ =< X?+1>. V() ={zeR2*+1=0} =0
F(0) = R[X] mais I # R[X].

Et on a bien I =1 car :

R[X]/I = C, qui est un corps, donc intégre, donc I est premier, il est donc
radical.

La correspondance ensemble algébrique <+ idéal n’est donc pas bijective.
D’ailleurs, des idéaux différents peuvent donner le méme ensemble algébrique,
comme par exemple dans K[X],
<z >#<2?>mais V(<z >)=V(<2?>)={0}.

Nous allons maintenant introduire un théoréme fondamentale en algébre
commutative : le Nullstellensatz.
Si K = K. On se place dans K[X]. Comme K est un corps, K[X] est prin-
cipal et donc tout idéal I s’écrit sous la forme I =< f > pour un certain f
dans K[X]. Comme K est algébriquement clos, tout polynéme non nul non
constant admet au moins une racine. Donc, si V/(I) = (), on a forcément f

1
constant non nul. On a donc — € K donc — x f =1 € I donc I = K[X].
Réciproquement, si [ = K[X|, V(I) ={z € K | P(x) =0VP € K[X]}. On

voit trivialement que, sous ces conditions, on a forcément V' (I) = ) car par
exemple il n’y a pas de racine commune au polynéme X et X-1.

Le Nullstellensatz version faible nous dit que cette propriété reste vraie avec
les polynémes de plusieurs variables! Le Nullstellensatz version forte va nous
donner des hypothéses nécessaires et suffisantes pour que ’on ai une bijection
ensemble algébrique < idéal.

2.3 Le Nullstellensatz, version faible

Théoréme 2.3.1. (Nullstellensatz, version faible) Si K = K un corps non
dénombrable, soit I C K[X7, ..., X,,] un idéal propre. Alors V(I) # ().

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de quelques résultats pré-
liminaires.
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Théoréme 2.3.2. Les idéaux mazimaux de K[X1, ..., X,] sont les idéauz de

la forme :
]al,..‘,an - (Xl — 01,y ..y Xn - an)-

Pour un certain (o, ..., o) € K.

Démonstration. "<" Montrons que les idéaux I,, . ,, sont bien maximaux.
Pour cela, nous allons montrer que I, ., est le noyau de cette application :

¢X1i—>a1,...,Xn>—>o¢n . K[Xh ceey Xn] — K

X1P—>Oél

X, — ay

OX1san,...Xnan €St le prolongement de I'application id : K — K, par pro-
priété universelle des polynomes. Elle est donc surjective car i¢d l'est. Effec-
tuons le raisonnement par récurrence sur n :

(Initialisation) : Si n—1. Montrons que (X; — a1) est le noyau de 'appli-
cation :

Oxyay - K[X1] = K

X1P—>CY1

Soit P € (X; — ;). 3Q € K[X;] tel que P = Q(X; — ;). On a donc
SOXP—)al(P) = PXi—ar (Q)SDXl'—wq (Xl - al) = 0. Donc, P € KeT(QDXl'—)Oq)'
Soit P € Ker(¢x,sa,). Comme X; — «; est non nul dans K[X;], on peut ef-
fectuer la division euclidienne de P par X;—a;. On obtient donc I'existence et
I'unicité de deux polynomes P; et P, € K[X;] tels que P = P(X; —aq) + Py
avec degy (P2) < 1,ie P, € K.

On applique @x,.q, & cette égalité pour obtenir :

Vx50, (P) =0 = 0x,050, (P) = Py car P, € K. On obtient bien

P e (X1 —a1). Donc Ker(vx,ma,) = (X1 — ay).

(Hérédité) : Supposons pour n fixé que I,, . 4, est le noyau de 'application
DX1san, Xnsan - S0t Ox,sany, @ K[Xq, ..., Xny1] — K le prolongement
de l'application ¢x,sa,,. X, a, Par propriété universelle des polynomes.
L’application ¢x,, . a,,, est surjective car ¢x,sa;,....X,—a, 1 est. Cherchons
Ker(¢x, imsans,)- S0it P € Ker(px, 1sans,)- Comme X, 11 — apqq est non
nul dans K[X7, ..., X,,11], on peut effectuer la division euclidienne de P par
X,11— apyq- On obtient existence et 'unicité de deux polynémes, P; et P,
dans K[X7, ..., X,,11] tels que

P=P(Xpy1—onp1) + 2

12



avec deanH(Pg) < 1,donc P, € K[Xy,..., X,,]. On a ainsi :
PXny1-rant1 (P> = PXnt1ran41 (Pl (Xn+1 - an+1) + P2) =

¢Xn+1»—>an+1 (P2) = ¢X1b—>a1,.‘.,Xn>—>an<P2) =0

(Car P € Ker(¢x,1,a,,,))- D’aprés I'hypothése de récurrence, on a
Pyel,, ., Donc, P€l,  q,., Llinclusion réciproque est triviale.
Donc, Vn € N, 1, o, = Ker(dx,sa1... Xnsan)-

D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme de Noether, on obtient :

KX1 0 Xo] o

Comme K est un corps, on en déduit que I,, ,, est maximal.

"=": Montrons que tout idéal maximal de K[X7, ..., X,,] est de cette forme.
Soit T un idéal maximal de K[X7,..., X,,]. Montrons que J(ay,...,a,) € K™
tel que I = 1, -

Vj € {1,...,n}, on considére 'application :

; - K[Xy, ..., X,
0 K[X;] = K[X1,..,X,] 5 %

K[X;] est principal car K est un corps, donc Ker(yp;) = (P) pour un cer-
tain P € K[X,|. Montrons que P est irréductible dans K[X;]. Comme I est

K[X1, ..., X,

maximal, est un corps, il est donc intégre. Ainsi, im(p;) est

K[X1, ..., X,)]
I

un sous-anneau intégre de . Donc Ker(yp;) est premier. Donc

P est premier.

Donc, (Si P # 0)*P est irréductible.

Comme K est algébriquement clos, P est donc de la forme :

(X; — a;) avec o € K.

Donc, si I est maximal dans K[X3,...,X,], Vj € 1,...,n,3a; € K tel que
X; —a; € I. Donc Vj € 1,...,n,3a; € K tel que (X; — ;) C I. Donc si I
maximal, I(ay, ..., ) € K™ tel que (X7 — ay,..., X, — ) C I. Ces deux
idéaux étant maximaux, on a I’égalité.

* . Montrons que P # 0. Supposons par I’absurde qu’il existe un morphisme
injectif ¢ : K[X;] = k := K[X;, ..., X,)]/I. C’est donc un morphisme injectif,
de 'anneau intégre K[X] vers le corps k. Par propriété universelle du corps
des fraction, ¢ se prolonge en un morphisme qui reste injectif ¢ : K(X) — k

P
(la définition est donnée par ¢(P/Q) = (P dés que cela fait sens). Mon-
2
trons que c’est impossible.
Tout d’abord, K est un sous anneau de K(X) et k, comme on peut le voir
en remarquant que I N K est réduit & 0. Ces deux anneaux sont donc muni
d’une structure de K espace vectoriel, la multiplication scalaire provenant
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de la multiplication dans chacun de ces anneaux. De plus, si z € K C K(X),
alors p(z) = p(x) =z €k

Ceci permet de voir que ¢ est une application K-linéaire, qui est injective
par propriété universelle.

Ainsi, 'image d’une famille libre de K(X) par ¢ est libre dans k (toujours
pour les structures de K-espace vectoriel). On va montrer que la famille F

des ( ! ) , est libre dans K(X). On considére donc une expression
X —c ceK

Z)\Cﬁ =0, \. € K et on veut montrer que chaque \. est nul. Ceci est
finie
vrai par unicité du développement en éléments simple de 0 (par exemple, on
peut aussi considérer la dérivabilité pour un argument plus élémentaire).
La famille image ¢(F) est donc une famille libre de k, de cardinal indénom-
brable (car K n’est pas dénombrable). Or, en tant que K espace vectoriel,
k est engendré par les classes (modulo I) de la forme X{"...X" en nombre
dénombrable. La dimension de k comme K espace vectoriel est donc au plus
dénombrable. La théorie de la dimension (qui marche, en dimension infinie,
grace a I'axiome du choix) fournit une contradiction, car alors toute famille
libre de k est de cardinal au plus dénombrable.

O

On a donc montré que les idéaux maximaux de K[X1, ..., X,] sont les idéaux
de la forme :
an — (Xl — 7, ..., Xn — Oén>.

,,,,,

Prouvons maintenant le Nullstellensatz version faible.

Démonstration. (Nullstellensatz, version faible)

Soit I C K[Xj, ..., X;;] un idéal propre.

V(I)=4{X=(q,....,000) € K" VYP € I, P(ay, ..., ;) = 0}
)

V(I = {X - (ala ---van) € Knavp € [7 ¢X1»—>o¢1 ..... Xn»—mn(P) = O}
V() ={X = (aq,...,a) € K" | I C Ker(¢x,a1,..Xnsan)}
V(I) = {X = (Oél, ...,Oén) c K" ‘ I g (Xl - Oél,...,Xn — Oén)}

D’aprés le théoréme de Krull, il existe I, un idéal maximal de K[X7, ..., X,,]

tel que I C 1,40
Comme tous les 1,4, sont de la forme (X; — aq, ..., X,, — ), on a V(I) # 0.
]

2.4 Le Nullstellensatz, version forte

Théoréme 2.4.1. (Nullstellensatz, version forte) Si K est algébriquement
clos et I C K[Xy, ..., X,] est un idéal, alors :

JVI)=VI
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Pour montrer ce résultat, nous allons avoir besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.1. Soit K un corps et [ =< f1,..., fs >C K[Xq, ..., X,,]. Alors
f eI si et seulement si 1 € J:=< fi,....fs,1 =Y f>C K[Xy,.., Xp,,Y].

Démonstration. "=" On suppose f € V1. Im € N tel que f™ € I.
Ona:1=Y"fm4+(1-Y™f™).

L=Y"fm 4 (1—Y )1+ Yf+...+Ymlpml)

Or,comme I C J,ona f™ € J,dou Y™ f™ € J car Jidéal de K[ X}, ..., X,,, Y.
Donc, 1 € J.

<" Soit f € K[X1, -+, X,]. On suppose 1 € J

On peut donc écrire : 1 = sz‘fi +q(1 =Y f) avec les (pi)icq,...s) €t
i=1

g€ K[X1,..., X, Y].

En évaluant en Y = =, on a :

1:Zpi(X17'“7Xna )fz
i=1

On multiplie par J™ pour m assez grand (m=max(degy, (dnominateurs)) et
on obtient :

fm:ZﬁifiEIcar les p; € K[ Xy, ..., X,)]. n
i=1

Démonstration du Nullstellensatz. Soit I C K[Xj, ..., X,,] un idéal. Montrons

que . (V(I)) = V1.

|

\l}_n

On a déja vu .#(V (1)) D V1. Montrons que .#(V(I)) € V1.

Soient fi, ..., fs tels que I =< fi,..., fs > et soit f € Z(V(I)).
On considére, via 'injection canonique, que les f; sont dans K[Xy, ..., X,,,Y].
Soit J =< f1,..., fs,1 =Y f > . Montrons que V(J) = ().
Raisonnons par absurde. Si (xq, ..., z,,y) € V(J), on a:
filz1, ..oy xn,y) = 0car (xq,...,x,,y) € V(J). On aalors (x1, ..., z,,y) € V(I).
Donc f(z1,...,xn,y) =0 car f € F(V(I)).
= (1-=Y[f)(x1,....,zn,y) =1 # 0 ce qui est absurde par hypothése.

Donc V(J) = 0.
Donc, d’aprés le Nullstellenstz version faible, J = K[X1, ..., X;,]. Donc 1 € J.
Donc, d’aprés le lemme, f € /1. ]

Ce théoréme trés puissant nous permet donc de créer un nouveau diction-
naire algébre-géomeétrie.

2.5 Conséquences et applications du Nullstellensatz

Proposition 2.5.1. Soit V un ensemble algébrique de K™. Alors, I (V) est
un tdéal radical.
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Démonstration. On a déja montré que # (V') est un idéal. Montrons qu’il est
radical. Il suffit de montrer que /.# (V) C # (V).

Soit P € \/#(V). 3n € N tel que P* € (V). Soit z € V. On a P"(z) = 0.
Comme K est intégre, on a P(z) = 0. Donc P € Z (V). O

Corollaire 2.5.1. (Du Nullstelensatz) Soit K un corps algébriquement clos.

On a une bijection décroissante

S . {Ensembles algébriques de K™ } — {Idéauz radicauz de K[Xy, -+, X,|}
X — J(X)

V : {ldéavzx radicauzr de K[X,,--- , X,|} — {Ensembles algébriques de K™}

I— V()

Démonstration.

Montrons que si X; C X», alors . (X5) C 7(X7).
Soient X; C Xy C K™ deux ensembles algébriques de K™. Soit P € ¥ (X5).
Soit z € X;. On a x € X, donc P(z) =0 donc P € #(X;).

Montrons que si I; C I, alors V(Iy) C V(I3). Soient I; C I, deux idéaux
radicaux de K[X1,..., X,]. Soit x € V(I3). Soit P € I,. Alors, P € I, donc
P(z) =0. Ainsi, z € V(I;).

Soit I un idéal radical. Grace au Nullstellensatz, on sait que
V) =VI=1I.
Montrons maintenant que, pour tout ensemble algébrique X, on a
V(Z(X)) = X.

Soit x € X. Soit P € .#(X). Par définition, P(z) = 0 donc = € V(& (X)).
Réciproquement, comme X est un ensemble algébrique de K", il se définit
de la maniére suivante : X = V(< fi,..., fs >) pour des certains fi, ..., fs €
K[Xj, ..., X,]. Par définition de #(X),on a f1, ..., fs € Z(X). Comme .#(X)
est un idéal, on a < fi,..., f >C #(X). Maintenant, comme I — V' (I) est
décroissante, on a V(Z (X)) C V(< fi,.... fs >) = X. O

3 Notion d’irréductibilité, topologie

3.1 Irréductibilité

Définition 3.1.1. Un espace topologique X est dit irréductible s’il est non
vide et s’il n'est pas la réunion de deuz fermés stricts (i.e # X ).
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Exemple 3.1.1. Les espaces séparés irréductibles sont réduits ¢ un point.

Démonstration. Soit (X, Jx ) un espace topologique séparé irréductible. Sup-
posons que X ne soit pas réduit a un point. Donc, Ja, b € X tels que a # b.
Comme a # b et que X est séparé, U,V deux ouverts de Tx tels que
acUbeVetUNV =0. Alors,

Uruve=X

et X est I'union de deux fermés. Donc U¢ = X ou V¢ = X. ie U = () ou
V = (). Ceci est impossible car a € U et b € V. Donc X est réduit & un point.
Réciproquement, soit {x} un singleton d’un espace topologique séparé X. On
suppose {x} = U UV avec U,V fermés. On a donc x € U ou x € V ie
{z} =U ou {z} = V. Donc {z} est bien irréductible. O

Proposition 3.1.1. Soit X un espace topologique non vide. On a équiva-
lence :

1. X est irréductible.
2. 81 U,V sont deuz ouverts de X avec UNV =0, onaU =0 ouV = (.

3. Tout ouvert non vide de X est dense.

Démonstration. 1. < 2. Supposons U,V deux ouverts de X tels que
UNV =0.O0n adonc (UNV)® =
UcuVe=X Comme U° et V¢ sont fermés, on a U =X ou V=X
ieU=0ouV =40.
L’autre sens se fait par passage au complémentaire.

2. = 3. Soit U un ouvert non vide de X. Montrons que U = X. i.e Mon-
trons que U = ().
Comme U est fermé, U est ouvert. Ona UNU =P carsiz € U,z ¢
U donc x ¢ U. On obtient donc, grace a hypothése 2), que U = () ou
U° = (. U étant supposé non vide, on obtient bien U = 0.

3. = 2. Soient U,V deux ouverts de X tels que U NV = (). Supposons
par Uabsurde U # (et V #0. Onadonc U = X et V =X
Soit # € U. Comme V = X, on a ¢ € V. Donc, pour tout ouvert
W dans le voisinage de x, on a W NV # (). Or, U est un ouvert qui
contient x, donc U NV # (), ce qui est impossible par hypothése.

]

Proposition 3.1.2. Soit X un espace topologique irréductible et U C X un
ouvert non vide de X. Alors, U est irréductible.
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Démonstration. Soient F, GG fermés de U tels que U = FUG. On a

U = FUG ie X = FUG est une décomposition en deux fermés de X,
on a donc X = F ou X = . Cela nous donne donc X NU = FNU ou
XNU=GNU.ieU = FoulU =G car F et G sont des fermés de U. Donc
U est irréductible. O

Dans le cas des ensembles algébriques affines, on a une caractérisation tres
simple des irréductibles en terme de 'idéal . (V). (cf suite du cours).

Exemple 3.1.2. Dans R[X,Y], V(< XY >) = {(x,y) € R* | xzy = 0} n’est
pas irréductible car il se décompose en ces deuz fermés : {(x,y) € R* | x = 0}
et {(z,y) e R? | y =0}.

3.2 La topologie de Zariski

Définition 3.2.1. Soit K un corps algébriguement clos. On définit la to-
pologie de Zariski sur K™ comme étant la topologie dont les fermés sont les
ensembles algébriques de K™.

Proposition 3.2.1. La topologie de Zariski est une topologie sur K™.
Démonstration. — K"=V({0}); 0 =V(K[Xy,..., X,])

— Montrons qu’une union finie de ensembles algébriques est un ensemble
algébrique. Montrons pour cela que I'union de deux ensembles algé-
briques est un ensemble algébrique.

Soient Iy, Iy deux idéaux de K[X7, ..., X,,].

Montrons que V(I,) UV (Iy) = V(1115).

Soit x € V/([1I3). On suppose © ¢ V(I;). Soit P € I,. Comme
x ¢ V(I), 3Q € I tel que Q(z) # 0. On a PQ(x) = P(x)Q(x) =0
car PQ) € I11,. Comme K est intégre, on en déduit P(x) = 0. Donc
T e ‘/(]é).

Réciproquement, on a [11, C Iy, donc V(I;) C V(I[113). De méme
V(Iy) CV(I113). On a donc V(1) UV (ly) C V(I1,), d’ou 'égalité.

— Montrons qu’une intersection quelconque de ensembles algébriques est
un ensemble algébrique. Soit V(I;);c; une famille de ensembles algé-
briques. Montrons que (| V(I;) = V(U L)

i€l el

Soit z € V(). Le Vi€ I, VP € I;, P(x) = 0.Soit P € J I;. i € ]
tel que Pieé I;. On a donc P(z) = 0. Donc = € V(U ). “
Soit z € V(U I;). VP € U I;, P(z) = 0. Soit i EZ? Soit P € I;. On
aPel Ifg)onc P(X)f()l. Donc x € V(P;). Comme l'indice i est
quelconaelie, onazre ﬂIV(Ii), d’ou légalité.

1€
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Exemple 3.2.1. Sur K, les fermés sont : K et les sous-ensembles finis de
K, car ce sont les ensembles constitués des racines d’un polynéme ou des
racines communes de plusieurs polyndmes en une indéterminée. Ainsi, si un
ensemble algébrique est infini, il correspond forcément au polynéme nul, qui
nous donne finalement tout K.

Par exemple, {x1,...,x,} = V(H(X —x;)).

i=1
Définition 3.2.2. Pour X C K", on introduit la topologie induite : les
fermés sont les ensembles algébriques inclus dans X.

/A Cette toplogie est trés différente des topologies usuelles. Nous allons donc
voir quelques propriétés de cette topologie pour pouvoir mieux la visualiser.

Définition 3.2.3. Soit (X, Tx) un espace topologique. On dit que (O;);cr est
une base de la topologie T si tout ouvert de Tx est réunion d’éléments

de (Oi)ier-

Proposition 3.2.2. Soit P € K[Xy,...,X,] et V(P) Uhypersurface définie
par P. L’ensemble D(P)=K"\ V(P) est un ouvert de Zariski. L’ensemble de
ces ouverts forme une base de la topologie de Zariski.

Définition 3.2.4. Les ouverts de cette forme sont appelés les ouverts stan-
dards.

Démonstration. Soit U un ouvert de Zariski. U¢ est un fermé de Zariski.
C’est donc un ensemble algébrique. Comme K|[Xy, ..., X,| est noethérien,
tout idéal est de type fini. On peut donc considérer un idéal de K[Xj, ..., X,)]
tel que U =V (I) = V((Py,..., Ps)) =V (P1) N...NV(P;) Pour des certains

Pi,.... P, € K[X1,.... X,]. Donc U = (J V(P)". O
=1

7

Proposition 3.2.3. Si K est infini, la topologie de Zariski n’est pas séparée.

Démonstration. Pour montrer que cette topologie n’est pas séparée, il suffit
de montrer que deux ouverts non vide s’interceptent toujours.

Supposons qu'il existe deux ouverts U, W non vides tels que U N W = (.
On a alors U°U W¢ = K" U° et W° sont des fermés de Zariski, ce sont
donc des ensembles algébriques. On a donc U® = V((Pj)i<j<n) €t W =
V((P)1<k<m)- Mais, grace a ce que 'on a vu précédemment, on peut écrire :
U = V((Pjigj<n) = {z € K™ | Vj € {1,..,n}Pj(x) = 0} et W¢ =
V((P)i<kem) = {z € K™ |Vk € {1,...,m}P(x) = 0}.

Ainsi, U°UW® = K™ est juste 'ensemble des points de K™ vérifiant P;(z) =
Pl(z) =0Vje{l,...,n} et Vk € {1,...,m}. Pour que cet ensemble de solu-
tions soit égal a K™ tout entier, comme K est infini, il faut donc que

< Pj >1<j<n=< P} >1<p<m= {0}. i.e il faut que U® = W = K". Ceci est
impossible car on a supposé U et W non vides. O
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Définition 3.2.5. Un espace topologique est dit noethérien lorsque toute
suite décroissante de fermés est stationnaire.

Proposition 3.2.4. K", (ot K = K ) muni de la topologie de Zariski, est un
espace topologique noethérien.

Démonstration. On a déja vu que si X; C Xo, alors Z(X,) C Z(X7).
Donc, soit X7 2 Xy DO --- D X,, O X,,41 2O --- une suite décroissante de

ensembles algébriques de K™.
On obtient : #(X;) C #(X3) C--- C F(X,) C H(X,y1) C -+ qui est une

suite croissante d’idéaux de K[Xy, -, X,,] : elle est donc stationnaire. Il en
est de méme pour (X,,),en car :
VneN, V(£(X,)) =X, O

3.3 Lien entre irréductibilité et idéaux premier

Théoréme 3.3.1. Soit X C K" un ensemble algébrique. Alors :
X irréductible < 7 (X) est un idéal premier.

Démonstration. "=" On suppose que X est irréductible. Soit PQ € ¥ (X).
Soient X7 = X NV(P) et Xo = X NV(Q). X; et Xs sont des fermés de X
avec la topologie induite.

On a V(P)uV(Q) = V(PQ). Soit z € X. Comme PQ € #(X), on a
PQ(z) =0. Donc z € V(PQ). Donc X C V(PQ). Or,

X,UX, = (XOV(P)UXNV(Q) = X N(V(P)UV(Q) = XV(PQ) =
X. Comme X irréductible, on a X; = X ou Xy = X. i.e X C V(P) ou
X CV(Q). Donc P € #(X) ou @ € #(X).

"<" On suppose que .# (X) est premier. Supposons X = X;UXs avec X7, X
deux fermés de X. On suppose X; # X. Montrons que .#(X,) = Z(X).
Comme X5 C X, on a .#(X) C .#(X;,). Montrons 'inclusion inverse.
Comme X; # X, on a Z(X) C Z(X;) (Car la fonction .# est injective).
Donc, soit P € J(X1)\ s (x). Soit Q € Z(X3). Soit € X. Comme X =
X7 U X5, on a PQ(x)=P(x)Q(x)=0. Donc PQ € .#(X). Comme .#(X) est
premier, on a P € J(X) ou @ € Z(X). Comme P ¢ .#(X), on obtient
Q € J(X). Dou J(X) = #(X3). On obtient donc X = X, et X est
irréductible. L
Corollaire 3.3.1. Soit K un corps algébriquement clos.

Les fonctions X — F(X) et I — V(I) induisent une bijection entre les en-

sembles algébriques irréductibles de K™ et les idéaux premier (donc radicauz)
de K[Xy, ..., X,,].

Exemple 3.3.1. St K est infini, K™ est trréductible.

Démonstration. Comme K™ est infini, tout polynéme nul sur K™ est nul.

KXy, X
—r = K[X1, ..., X,

qui est intégre car K lest. O]

Donc .#(K™) = {0}, qui est un idéal premier car
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Remarque 3.3.1. 5@ K est fini, la proposition est fausse car K™ est fini, il
est donc réunion finie de ses points qui sont des fermés.

Corollaire 3.3.2. (Principe de prolongement des identités algébriques) On
suppose K infini. Soit V un ensemble algébrique différent de K™, et

P e K[Xy,...,X,]. On suppose que P est nul en dehors de V. Alors P est le
polynome nul.

Démonstration. Pour montrer ceci, il suffit de montrer que V(P) = K". Soit
z € Ve On aP(x)=0. D’ou :

Ve C V(P) C K" donc

VeuvV CV(P)UV C K™ ie

K" CV(P)UV C K™ donc V(P)UV = K™ Comme K" est irréductible
et que V(P) et V sont des fermés, on a que V(P) = K" ou V = K". Par
hypothése, V' # K™ donc V(P) = K" et ainsi P est le polynéme nul. O

Théoréme 3.3.2. V et 7 réalisent une bijection entre les points de K™ et
les idéaux mazimauz de K[Xq, ..., X,].

Démonstration. Soit a = (ay,...,a,) un point de K™. On peut écrire a =
V(X) —ay,..., X, — a,) et on a vu auparavant que (X; — aq, ..., X;, — a,) est
un idéal maximal de K[Xj, ..., X,,]. Réciproquement soit m un idéal maximal
de K[X3, ..., X,,], on avu que 3(aq, ...,a,) € K" tel quem = (X;—ay, ..., X,,—
a,) = S ((ay,...,an)). O

3.4 Décomposition en irréductibles

Théoréme 3.4.1. Soit V un ensemble algébrique non vide. V se décompose
de facon unique (& permutation prés) en une réunion finie d’ensembles algé-
briques irréductibles, non contenues l'un dans 'autre. i.e :

V =ViUW,U...UV, avec les V; ensembles algébriques irréductibles et V; SZ 1%

quand i # j.

Démonstration. — Existence : supposons qu’il existe un ensemble algé-
brique V non vide qui ne se décompose pas en une réunion finie d’ir-
réductibles. Alors, V' n’est pas irréductible sinon V' = V serait une dé-
composition. Donc, V7, V' des fermés de Zariski tels que V =V, UV’
avec Vi1 C Vet V! C V. SiVj et V' possédaient une décomposition
finie en irréductibles, on en déduirait une décomposition pour V, ce
qui est impossible par hypothése. Donc V; ou V' ne posséde pas de dé-
composition en irréductible. Sans perte de généralité, supposons que
V1 ne posséde pas de décomposition. Alors, pour la méme raison que
précédemment, V; ne peut pas étre irréductible, et donc V5 et V"
tels que Vo C Vi, V'"C Vet Vi = VoU V", Pour les mémes raison, V5
ou V" ne posséde pas de décomposition en irréductible, car par hypo-
thése Vi n’en posséde pas. Sans perte de généralité, supposons que ce
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soit V5. Comme précédemment, V5 ne peut pas étre irréductible donc
nous avons donc I'existence de V3, V" des fermés de Zariski tels que
Vs C Vo, et V" C Vs tels que Vo = V3 U V. En réitérant ce procédé,
nous obtenons une suite décroissante de ensembles algébriques

V2Vi2h . 2Va2.

Ce qui contredit le caractére noethérien de la topologie de Zariski.
— Unicité : supposons qu’il existe un ensemble algébrique V possédant
deux décompositions en irréductibles. i.e :
V=Viu..uV,=W;U..UW, avec les V; et les W; irréductibles.
Soit i € {1,....,s}. On écrit V; = VNV, = Wu..uW,)NnVy =
(WinV)u..uW,nV,). Comme V; est irréductible, 35 € {1,...r}
tel que W; NV, = V; ie 35 € {1,...,r} tel que V; C W;. De méme,
dk € {1,...,s} tel que W; C Vj. Donc V; C Vj, et donc par hypothese,
on a i=k et donc V; = W.
m

Définition 3.4.1. Les V; sont appelées les composantes irréductibles de
V.

Remarque 3.4.1. 57 W est un fermé irréductible de V, on a

W CV=VU..UV,. Donc 3i € {1,...,s} tel que W CV;. Ainsi, les com-
posantes irréductibles d’un ensemble algébrique sont exactement les fermés
irréductibles mazimaux pour linclusion.

Exemple 3.4.1. Soit K un corps algébriquement clos. On a :

— V(X?-X)={reK|2*—x2=0}
={reK|z=0U{reK |z—-1=0}
= V(X)UV (X —1) est la décomposition en irréductible de V (X? — X)
car < X > et < X — 1> sont des idéaux premiers de K[X].

— V(XZ,YZ)={(x,y,2) e K3 |z =y=0}U{(z,y,2) e K3 | 2=0} =
{(z,y,2) e K? |z =0ety=0}UV(Z).

Rappel 3.4.1. Soit A un anneau :

A factoriel = A[X] factoriel

A principal = A factoriel. Ici, K est un corps donc ¢’est un anneau principal.
Il est donc factoriel. Donc K[Xq,..., X,] est factoriel.

Théoréme 3.4.2. Soit P € K[Xy,...,X,|, P = P{""...P® sa décomposition
en trréductibles. On a alors :

1) I(V(P)) = (Py...Ps). En particulier si P est irréductible, on a

F(V(P) = (P)

2) La décomposition de V(P) en irréductibles est données par

V(P)=V(P)) U ..U V(Ps). En particulier si P est irréductible, V(P) lest
aussi.
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Démonstration. 1) D’aprés le Nullstellensatz version forte, on a que

I (V(< P >))=+/< P >. Montrons que VP =< P,...P, >.

Soit Q €< Py...P; >. 3Q; € K[X7, ..., X,;] tel que

Q — QlPl...P%aX o

On a alors Q== €< P >. Donc Q € /< P >.

Soit @ € V< P >. 3m € N tel que Q™ €< P > . Donc 3Q € K[X1, ..., X,]
tel que Q™ = Q. P/"..PY. Vi € {1,...,s}, P, | Q™. Les P, sont irré-
ductible dans K[Xj, ..., X,], qui est factoriel. Ils sont donc premiers. Donc
Vi € {1,...,s}, P | Q. Toujours grace a leur primalité, on en déduit que le
produit P;...Ps | Q. On a dont I'inclusion réciproque.

2) Provient directement du 1). O

4 Dimension d’un ensemble algébrique

Dans cette section, nous allons définir une notion de dimension sur nos
ensembles algébriques. Cette notion n’échappe pas a la correspondance géo-
métrie <> algeébre. Elle sera dans un premier temps trés intuitive, et nous
allons ensuite donner des définitions équivalentes.

4.1 Définition utilisant les chaines de fermés irréduc-
tibles

Le but de cette section est de donner une définition topologique de la di-
mension, qui s’identifie bien & notre intuition.
On travaille sur un corps K algébriquement clos.

Définition 4.1.1. Soit X un ensemble. Une chaine de parties de X est une
suite
XoCX;C...CX,

avec les X; C X. Une telle chaine est dite de longueur n.

Définition 4.1.2. Soit X un espace topologique. La dimension de X est la
borne supérieur des longueurs des chaines de parties fermées irréductibles
de X. Si X est non vide, sa dimension est un entier positif, ou est égal a
+00. On le note dim(X).

Remarque 4.1.1. i) Cette notion n’a pas d’intérét si X est séparé. En effet :
Si X est séparé, dim(X) = 0.

Démonstration. Les seuls fermés irréductibles d'un espace séparé sont ses
points. On ne peut donc pas trouver une chaine d’irréductibles distincts. [

ii) Par convention, on a dim(()) = —oc.
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Exemple 4.1.1. X={(z,y) € R? |z = 0}, muni de la topologie de Zariski
induite, est de dimension 1.

Proposition 4.1.1. Soit X un espace topologique et soit Y un sous-espace
de X. Alors

1) Si Y est irréductible, Y lest aussi.

2) Si U est un ouvert de X, on a des bijections réciproques :

0: Y=Y

etp: Z—ZNU

entre les parties fermées irréductibles Y de U et les parties fermées irréduc-
tibles Z de X qui rencontrent U.

Démonstration. 1) On suppose Y = FUG avec F, G deux fermés. On a alors
Y CY =FUGdoncY = (YNF)J(Y NG) est une décomposition en deux
fermés de Y. Comme Y est irréductible, ona Y NF =Y ouY NG =Y. ie
Y C FouY C G. Comme Y est le plus petit fermé contenant Y et que F et
G sont des fermés, on obtient que Y C F ou Y C G i.e Y est irréductible.
2) Soit U un ouvert de X. Soit Y un fermé irréductible de U. Montrons que
SloV) =Y.

oY) =0(Y)=YNU =Y car Y est un fermé de U.

Soit Z une partie irréductible de X telle que Z N U # (. Montrons que
o(P(2) =Z. p(d(Z)) =p(ZNU)=2ZNU = Z car ZNU est un ouvert
non vide de Z, et Z est irréductible. Cet ouvert est donc dense dans Z. [

Proposition 4.1.2. Soit X un espace topologique. Si Y est un sous-espace
topologique de X, on a :

1) dim(Y) < dim(X).

2) Soit (X;)ier une famille finie de parties fermées irréductibles de X telle
que X = |J X;. On a alors dim(X) = sup(dim(X;)).

el i€l

Démonstration. 1) S_oit Fo_g F C o G F,, une chaine de fermés irréductibles
de Y. On en déduit Fy C F; C ... € F,, une chaine de fermés, irréductible par
la proposition précédente dans X. De plus, ils sont distincts car on a Vi € 1,
F, = F,NY. Donc, dim(Y) < dim(X).
3) D’aprés 1), on a que Vi € I, dim(X;) < dim(X), donc
sup(dim(X;)) < dim(X).
iel
Réciproquement, soit p = sup(dim(X;)).
iel
Supposons par ’absurde que I'on ait une chaine de X de longueur p+1. :
F() g F1 g g Fp+1' On a:
Fpin=XNFppy
Fya = (U X) N P
ic
Fp = UK N )

iel

24



Comme F,y; est irréductible et que la ligne précédente est une décompo-
sition de Fj;; en fermés, F . est contenu dans I'un des X;. Toute la chaine
écrite précédemment serait donc contenu dans cet X;. Ceci est impossible car
Vi e I, dim(X;) < p. O

Définition 4.1.3. Un ensemble algébrique X est dit équidimensionnel si
toutes ses composantes irréductibles ont méme dimension.

Définition 4.1.4. Soit X un espace topologique. Soit Y un sous-espace to-
pologique de X. Si X est de dimension finie, on définie la codimention de
Y par : dim(X) — dim(Y).

4.2 Lien avec la dimension de Krull

Définition 4.2.1. Soit A un anneau. La dimension de Krull de A est la
borne supérieure de la longueur des chaines

d’idéaur premiers de A.
On la note dimg (A).

Exemple 4.2.1. 1) Si A est intégre, alors dim A = 0 si et seulement si A
est un corps.
2) Par convention, dim(0) = —oo.

Démonstration. 1) Soit A un anneau intégre. Si A est un corps, alors il ne
posséde que deux idéaux : (0) et A. L’idéal A n’est pas propre donc non
premier, et I'idéal (0) est premier car A est intégre. La seule chaine possible
est donc (0) € A. Donc dim(A) = 0.

Si dim(A) = 0, soit I un idéal de A, différent de A. D’aprés le théoréme de
Krull, il existe un idéal J maximal de A tel que I C J. Mais J est aussi
premier, donc comme la dimension de A vaut 0, on a que J = (0). D’ou
I = (0) et donc A ne posséde que deux idéaux, donc A est un corps. O

Définition 4.2.2. Soit V un ensemble algébrique. Nous avons vu que nous
pouvions lui associer un idéal :
I(V)={P e k[Xy,..,X,] | Vr €V, P(x) =0}.
Nous pouvons également lui associer un anneau :
k[ X1, ..., Xp) o
V)= I (V) est appelée l’algébre affine de V.
Définition 4.2.3. Soit k un corps commutatif. On dit que A est une k algebre
St :
1) A est un k-ev
2) 1l existe une troisiéme loi, interne sur A, notée X, telle que :

a)(A,+,%x) est un anneau i.e X est distributive sur +
b) VA €k Y(a,b) € A2, A~ (ax b) = (A-a) x b.
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Exemple 4.2.2. 1) R est une R-algébre.
2) 81V est un ensemble algébrique, T'(V') est une k-algébre.

Proposition 4.2.1. Soit V un ensemble algébrique. V est fini < T'(V) est
un k-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. "=" Supposons V fini. V' = {uy, ..., u,} pour un certain en-
tier r. Considérons le morphisme d’anneau :

6 k[X1, . X] — K
P = (P(uy), -, P(u,))

On a Ker(¢) = I(V). ¢ induit donc (d’aprés le théoréme de Noether) une
injection de I'(V') dans k". I'(V') est donc de dimension finie.
"<=" Supposons que I'(V) soit de dimension finie. On note X; I'image de X;
dans T'(V)) par le morphisme canonique. La famille 1,X;, ..., X7, ... est donc
lice Vi € {1,--- ,n}. Il existe donc une relation de la forme :

GST{?+...+GOZO

Soit u = (x1,-+- ,2,) €V.Ona:axi+ - +a =0

Les coordonnées de u sont donc les racines du polynéme

P=qaX]+- -+ a1X;+ a,. Il y a donc un nombre fini de valeurs possibles
pour u. V est ainsi fini. O

Lemme 4.2.1. 1) Soient A un anneau et I C J C A des idéauz de A. Alors,
J est un idéal premier de A si et seulement si J/I est un idéal premier de
A/l

2) Soit V un ensemble algébrique. Soit 7 : k[ X1, ..., Xy)] — k[ X4, ..., X,,]/1(V)
le morphisme canonique. m induit une bijection entre les idéaur premiers de
k[X1,..., X, qui contiennent I(V) et les idéauz premiers de T'(V).

Démonstration. 1) D’apreés le troisiéme théoréme d’isomorphisme, J/T est un
idéal de A/I, et ona (A/I)/(J/I) = A/J . Donc J est premier si et seulement
si A/J est intégre si et seulement si (A/I)/(J/I) est intégre si et seulement
si J/I est premier dans A/I.

2) Comme 7 est surjective, on conclue avec le théoréme de correspondance
des idéaux et le 1) du lemme. O

Théoréme 4.2.1. Soit V un ensemble algébrique. On a
dim(V) = dimg (I'(V)).

Démonstration. Soit Fy C --- C F, une chaine maximale de fermés irréduc-
tibles de V. On en déduit

I(F,) € --- C I(F,) une chaine d’idéaux premiers de k[X7,...,X,] (car
V +— I(V) est une bijection décroissante). Comme Vi € {1,--- ;n}, F; CV,
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onaVie{l,--- ,n}, I(V)CI(F;). D’aprés le lemme, on en déduit
7(I(F,)) S - C w(I(Fp)) une suite d’idéaux premiers de I'(V').

Done, dim(V') < dim(I'(V)).

Soit Fy € --- € F,, une chaine d’idéaux premiers de I'(V'). On en déduit
7Y Fy) € -+ € 7 (F),,) une chaine d’idéaux premiers de k[X1, ..., X,,], qui
contiennent I(V). On en déduit

V(r=Y(F,)) € --- € V(7 '(F,)) une chaine de ensembles fermés irréduc-
tibles, tels que : Vi € {1,--- ,m} I(V) C « Y(F};) ie Vi € {1,--- ,m},
V(7~1(F;)) € V. Ces ensembles algébriques sont bien des ensembles algé-
brique irréductibles de V .

D’ou I'égalité.

4.3 Lien avec la transcendance
Notions importantes d’algébre

Définition 4.3.1. Soit k un corps commutatif. Soit A une k-algébre. On dit
que A est de type fini si elle est engendrée par un nombre fini d’éléments
f1, -y [ (c’est-a-dire que tout élément de A s’écrit comme P(f1,..., fn), 00
P(Xy,...,X,) € k[Xy, ..., X,,] est un polynome). On écrit alors A = k[f1, ..., fa]-

Proposition 4.3.1. Une k-algébre est de type fini si et seulement si elle est
isomorphe & un quotient d’un k[Xy, ..., X,] par un idéal si et seulement s’il
existe un morphisme surjectif de k[ Xy, ..., X,| — A.

Démonstration. "=" Supposons que A soit une k-algébre de type fini, en-
gendrée par f1,..., fn. Alors le morphisme suivant :

0 k[Xq, .., X, = A
Xi— fi
est surjectif. Donc, d’aprés I'isomorphisme de Noether, A est isomorphe &
k[le SET) Xn]/ker(sp)

"«<" Supposons que A soit isomorphe a un quotient k[X7, ..., X;;]/I. On note
x; 'image de X; dans A. Alors les x; engendrent A comme k-algébre. O

Exemple 4.3.1. I'(V) est une k-algébre de type fini.

Définition 4.3.2. (Extension) Soit A un anneau. Une extension de A est
un anneau B muni d’un morphisme injectif 1 : A — B.

Exemple 4.3.2. (R,7) est une extension du corps Q.

Définition 4.3.3. Soit B une extension de A et x € B. On dit que x est
entier (ou algébrique) sur A si 3 P € A[X] non nul unitaire, tel que

P(z) = 0. Dans le cas contraire, on dit que = est transcendant.

On dit que B est une extenstion entiére (ou algébrique) de A si tous les
éléments de B sont entiers sur A.
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Exemple 4.3.3. R est une Q-algebre et \/2 est entier sur Q car il est annulé
par le polynome X2 — 1.

Par contre, R n’est pas une extension entiére de Q car m n’est annulé par
aucun polynome unitaire de Q[X].

Définition 4.3.4. Soit K C L une extension de corps. Une partie B de L
est dite algébriquement libre sur K si pour toute partie finie {xq,..., s}
d’éléments de B, VP € K[X, ..., X4, P(xy,....,zs) = 0= P =0.

Définition 4.3.5. Soit K C L une extension de corps. Une partie B de
L est une base de transcendance de L sur K si elle est algébriquement
libre el mazrimale : i.e si on lui rajoute un élément, cette partie n’est plus
algébriquement libre.

Théoréme 4.3.1. Soit K C L une extension de corps. Alors, il existe une
base de transcendance de L sur K, et toutes les bases de transcendance ont
méme cardinal.

Démonstration. Lemme de Zorn. OJ

Définition 4.3.6. Soit K C L une extension de corps. Le cardinal d’une
base de transcendance de L est appelé le degré de transcendance de L et
est noté Ok (L).

Définition 4.3.7. Soit k C K une extension de corps, et S une partie de K.
On note k[S] le sous-anneau de K engendré par k et S, et k(S) le sous-corps
de K engendré par k et S.

Remarque 4.3.1. Il est clair que k[S] est l'ensemble des éléments de K

qui s’écrivent sous la forme P(xq,...,x,) avecn € N et x1,...,z, € S, el
P(xq,...,z,

P € k[Xy, ..., X,]. De méme, k(S) est l’ensemble des éléments Pl )

Q1 ..., Tp)
de K, avecn € N, xq,....,x, € S et P,Q € k[X1,...,X,,] et Q # 0. D’ou k(5)

est le corps des fractions de k[S].

Proposition 4.3.2. Soit K C L une extension de corps. Une partie B de L
est une base de transcendance de L si elle est algébriguement libre et st L
est une extension entiére de K(B).

Démonstration. Soit B une partie de L telle que B soit algébriquement libre
et que L soit une extension entiére de K(B). Montrons que B est une base de
transcendance de L sur K : i.e montrons qu’elle est maximale.

Soit z € L'\ B. On a x € L donc 3P € K(B)[X] tel que P(z) = 0.

On peut écrire : P(z) = 2" + ap,_ 12" + -+ + ayx + ap = 0 avec les
a; dans K(B). Donc, il existe un entier m € N*| by,...,b,, € B deux a
deux distincts, et Q, Fy,..., P, € K[Xq,..., X tels que Q(by,...,b,,) # 0
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et a; = Pi(by,....,b,)/Q (on met tout au méme dénominateur). On définit
Pe K[Xy,..., X, Y] par

P(X1, ., X, Y) =Y Pi(Xy, 0 X )Y
=0

P est non nul mais P(by, ..., b, ) = 0 donc B est maximale. Ainsi, B est une
base de transcendance de L sur K. O]

Remarque 4.3.2. Soit k C K une extension de corps. Alors K est un k-
espace vectoriel. En effet, si on muni K de sa loi de groupe et de la loi de
composition externe suivante :

kx K — K
(A, a) — Aa
1l est clair que K devient ainsi un k-espace vectoriel, et méme une k-algébre.

Lemme 4.3.1. Soit A un anneau et B un anneau intégre tel que A C B soit
une extension entiére. Alors
A corps < B corps.

Démonstration. "=" Supposons que A soit un corps. Soit b € B non nul.
Soit P(X) = X" 4+ --- 4+ a1 X + ag le polynéme minimal dans A[X] tel que
P()=0.0na:

b" + -+ ab+ay=0

ap n’est pas nul, car s’il I'était, on aurait b(b" ' + --- 4+ ay) = 0 et comme b
est non nul et que B est intégre, on aurait un autre polynéome qui annulerait
b, avec un degré plus bas. Donc ag est non nul et comme A est un corps, ag
est inversible. On a donc :

b+ +ab+ay=0
b+ 4 ar) = —ag
b+t ar)ay =1

donc b est inversible.

"<" Supposons que B est un corps. Soit a € A non nul. Comme A C B et
que B est un corps, 3b € B tel que ab = 1. Montrons que b € A. Soit P(X)
le polynéme minimal de b dans A[X]. On a :

b"+ -+ cib+¢cp=0
En multipliant par a"~!, on obtient :
b4cp 1+ +ca" 2 +ca” =0

b=—(ch1+-+ca"? +cpa" ")

Donc, b € A. ]
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Lemme 4.3.2. Soient A, B deux anneaux tels que A C B soit une extension
entiere. Soit J un idéal de B et soit I = JNA. Alors A/l est un sous-anneau
de B/J et B/J est entiére sur A/l.

Démonstration. Soit A< B -+ B/J

Ker(moi)={rx € A|moi(x) =0}

Ker(moi)={x € A| n(x) =0}

Ker(roi)={x € A|x e J}

Ker(moi)=ANJ

Donc A/(ANJ) =im(moi), qui est un sous-anneau de B/.J.

Montrons que B/.J est entiére sur A/I. Soit b € B/J.3b € B tel que b = b+.J.
Soit P(X) = X"+---+a; X +ap un polynéme de A[X], annulateur de b. Soit
P(X) = X"4---+ag ol @ est la classe d’équivalence de a; dans A/I (donc
dans B/J). P(b) =b" +--- 4@y = b" + --- + ag = 0 = 0. Donc l'extension
est entiere. [

Définition 4.3.8. Un anneau local est un anneau possédant un unique idéal
maximal.

Lemme 4.3.3. Soient A, B deux anneaux tels que A C B soit une extension
entiere. On suppose que A est local, d’idéal mazimal m. Les idéauz premiers
de B au-dessus de m (i.e les q tels que gqNA = m) sont exactement les idéaux
mazimaur de B.

Démonstration. "=" Soit q un idéal premier de B tel que ¢ A = m. Mon-
trons que q est maximal. D’aprés un lemme précédent, on a A/m C B/q est
une extension entiére. q est premier donc B/q est intégre. D’aprés un autre
lemme, on a A/m corps = B/q corps. Donc q est maximal.

"<" Soit q un idéal maximal de B. Montrons qu’il est de la forme : gNA = m.
On a toujours A/(¢ N A) C B/q est une extension entiére. Comme B/q est
un corps, on a A/(qg N A)est un corps et donc ¢ N A est maximal. Comme A
est local, on obtient ¢ N A = m. ]

Théoréme 4.3.2. Soit A un anneau. Soit S une partie multiplicative de A.

Les applications suivantes :

¢ : {Idéauz premiers de A, disjoint de S} — {Idéaux premiers de STt A}
Pr—— PS'A

¢ : { Idéauz premiers de S™'A} — {Idéauz premiers de A disjoints de S }
RQ—QNA

induisent des bijections réciproques, croissantes.
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Démonstration. — Soit P un idéal premier de A, disjoint de S. Montrons
que P.S7'A est un idéal premier de S~1A.
Pour commencer, on voit bien que 0/1 € P.S71A.
Soient a,b € P.S7'A. On peut considérer p;,ps € P et 51,5, € S tels
que a = p1/s; et b = py/sy. On obtient a — b = ’% e PS4
car P idéal et S partie multiplicative.
Soit a = py/s; € P.S7*Aet b e S71A donc I(ay, s2) € A X S tels que
b= ai/ss. On a alors ab = pya;/s182 € P.S7'A car P idéal et S partie
multiplicative. Donc P.S7!A est un idéal de S~1A.
Montrons qu’il est premier. Soit ab =p/s € P.S'AOna: 3t € S tel
que t(abs — p) = 0. On obtient : abst = pt. Donc abst € P. Comme P
est premier, on a ab € P ou st € P. Si st € P, on a de méme s € P ou
t € P. Ceci est impossible car s et ¢ sont dans S et P NS = (). Donc
ab € Pieae Poube P,doua/l € PS'Aoub/l € PSA.
Donc P.S7!'A est premier.

— Soit Q un idéal premier de S™'A. Montrons que Q N A est :

1) Un idéal de A
2) Premier

3) Disjoint de S

1) Soient a,b € QNA. Onaa—be A a—be Q car Q idéal donc
a—beQQNA Soientac QNAetbe A Onaabe Aet ab e @ car
A C S7!'A. 1’élément neutre est trivialement dans Q N A.

2) Soit ab € QN A, avec a,b € A. Ainsi, ab € Q) et comme () premier,
onaaé€@oubée. Donc QN A premier de A.

3) Supposons QNANS #£. Soit xr e QNANS.Onal=ux/z€Q.
Ceci est impossible car () est premier donc propre.

— Montrons maintenant que ce sont bien des bijections réciproques. Soit
P un idéal premier de A, disjoint de S. Montrons que P.S~'ANA = P.
Soit a € P.On aa € Aeta=a/l e P.S A Montrons I'inclusion
réciproque. Soit a € P.ST'ANA Onaa=p/savecp € PetseS.
Mais comme p/s € A, on a forcément que s = 1. Donca = pet a € P.
Soit Q un idéal premier de S~'A. Montrons que (Q N A).S71A = Q.
Soit a € (QNA).S~1A. On peut écrire a = ¢/s avec g € QNAet s € S.
Onaqe QetQidéal de S7'A donc g+ 1/s € Q car 1/s € STLA.
Montrons Iinclusion réciproque. Soit ¢ € ). On peut écrire ¢ = p/s
avecp € Aet s € S. Comme s € S C AC S™1A et que Q est un
idéal de S71A, ona p/s*xs=pe Q. Doncp € QN A. D’ou I'inclusion
réciproque.

0

Lemme 4.3.4. Soient A et B des anneauz tels que A C B soit une extension
entiére. Soit p un idéal premier de A. Soit S = A\ p. On note A, et B, les
localisés S™'A et ST'B. Alors, A, est local, contenu dans By, qui lui méme
est entier sur A,.
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Démonstration. D’apres le théoréme précédent, les idéaux premiers de A,
sont les idéaux de la forme gA,, pour q idéal premier de A ne rencontrant
pas 3, i.e, contenu dans p. Donc, tout idéal premier de A, est contenu dans
pA,; celui-ci est donc 'unique idéal maximal de A, (car un idéal maximal
est nécessairement premier).

A, C B, clair car A C B. Montrons que A, C B, est entiére.

Soit b/s € B,. Comme B est entier sur A, 3P(X) = X" + --- + a9 € A[X]
tel que P(b) = 0. Soit

P(X)=X"+X"Ya,_1/s+ -+ Xa1/s" " +ag/s"

P(b/s) =b"/s" + b1 /s" Va1 /s + -+ ao/s"

P(b/s) =1/s"(b" 4+ """ % ap_y + - - - + ag)

15(19/ s)=10

Donc B, est entier sur A,. O

Théoréme 4.3.3. (Going-up de Cohen-Seidenberg) Soient A, B deuz an-
neaux tels que A C B et B entier sur A. On a :

1) L’application q — qN A de Spec(B) dans Spec(A) est surjective.

2)Np,p € Spec(A) avec p C p' et pour tout g€ Spec(B) tel que qN A =p, il
existe ¢° € Spec(B) avec ¢NA=p’ et ¢ Cq’.

3) Si on a q,q'€ Spec(B) avec q Cq’ et siqNA=q NA=p, alors ¢=q’.

Démonstration. 1) Soit p € Spec(A). Soit S = A\p. Soit A, et B, les localisés
de A et B en p. On a d’aprés un lemme précédent A, C B, extension entiére.
A, est un anneau local. Donc, 3! idéal maximal : [ = pA,,.

Soit ¢; un idéal maximal de B,,. D’aprés un lemme précédent, on a ¢;NA, = 1.
Soit q=q1 N B

gNA=qgNBNA

gNA=qgnA,NA
gNA=1INA

gNA=pA,NA=np.

Donc 'application est surjective.

2) Soient p, p’ € Spec(A) tels que p C p'.

Soit ¢ € Spec(B) tel que ¢ N A = p. D’apreés le 1), 3¢’ € Spec(B) tel que
¢ N A=y et linclusion est triviale.

3) Soient ¢, q € Spec(B) avec ¢ C ¢’ et tels que gNA=¢ NA=np.

Comme p est un idéal premier de A, on peut localiser A et Ben S = A\ p.
D’aprés un lemme précédent, A, C B, est entiére, et les idéaux maximaux
de B, sont exactement les idéaux I premiers de B, tels que I N A, = pA,,.
Soit ¢(q) = ¢B,. On a ¢B, N A, = pA,. En effet ¢B,N A, D pA, trivial.
Soit € ¢B, N A,. On a x € ¢B, donc © = b/s avec b € g et s € S. Or,
x € A, également, donc b € A. Finalement, x = b/s avec b € ¢N A = p et
s € S. Donc z € pA,.
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Donc ¢.B, est un idéal maximal de B,. Il en est de méme pour ¢'B,. Or,
q C ¢ donc ¢B, C ¢'B,. Ils sont donc égaux. On peut donc appliquer la
fonction ¢ qui nous donne g = ¢'.

4) Soit p1 € -+ € p, une chaine d’idéaux premiers de A. D’aprés le 1) et
le 2), on en déduit une chaine ¢; C --- C ¢, d’idéaux premiers de B. Donc
dim(A) < dim(B)

Soit ¢1 € -+ € ¢, une chaine d’idéaux premiers de B. Alors d’aprés le 1) et
le 3) on en déduit une chaine d’idéaux g1 N A C --- C ¢, N A premiers de A.
En effet, si deux d’entre eux sont égaux, disons WLOG sigs N A =¢gNA
alors d’aprés le 3), comme on avait ¢; C ¢, on obtient ¢; = g2 ce qui est
impossible. On a donc bien ’égalité demandée. ]

Lemme 4.3.5. (De normalisation de Noether) Soit k un corps, A une k-
algébre de type fini, intégre. 1l existe des éléments 1, ...,x, € A, algébrique-
ment indépendants sur k tels que A soit entier sur klxy, -, z,)].

Démonstration. Admise. O

Application a la dimension
Théoréme 4.3.4. Soit A une k-algébre de type fini intégre. On a :
dim(A) = Ok(Frac(A))

Démonstration. — Tout d’abords, montrons que Ok (k(Xy,..., X)) = n.
Soit B={X1, -+, X,,}. Montrons que B est algébriquement libre. Soit
(sans perte de généralité) {Xy, -, X, } C B. Soit P € K[X}, ..., X;]
tel que P(Xy,...,X,) =0. P(X3,...,X,) = P =0. Donc B est algébri-
quement libre.
Montrons que B est maximale. Soit a € K[X,..., X,]\ B.
Montrons que B U {a} n’est plus libre. On a a = > a; X{" - - X,

Soit P =S a; T - Toni—Z € K[Ty,--- ,T,, Z]. P est trivialement
non nul. P(Xy, -+, X,,a) = 0. Donc, BU {a} n’est pas algébrique-

ment libre.
B est donc une base de transcendance de k(Xy,---, X,,) sur k.
— Ensuite, montrons que dimg (k[X,- -+, X,]) > n. La chaine

(0) € (X1) € (Xy,Xo) © -+ C (X100, Xp)

=

nous donne la réponse.
— Nous allons utiliser ce lemme : Soit A une k-algébre de type fini in-

tégre. Soit p un idéal premier, non nul, minimal pour 'inclusion.

Alors Oy (Frac(A/p)) = Ok(Frac(A)) — 1.
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— Prouvons maintenant le théoréme.
Soit A une k-algébre de type fini intégre. D’aprés le lemme de nor-
malisation de Noether, il existe {z1,--- ,z,} tels que A soit une ex-
tension entiére de k[xy, -+, x,]. Donc A est une extension entiére de
K[Xy,...,X,)], donc dimg(A) = dimg (k[ X1, -+, X,]) > n (d’aprés le
going-up). On a alors :

klxy, - 2z, — A — Frac(A)

Donc, par propriété universelle du corps des fractions, on obtient
k(xy,+- ,z,) <= Frac(A).

Montrons que cette extension est entiére.

Pour cela, nous allons montrer cette affirmation :

Soit R C S une extension entiére. Alors Frac(S) = (R \ 0)7'S.
Une inclusion est triviale. Pour l'autre, soit a/b € Frac(S). On a
a € Sethbe S\0. Comme S est entiére sur R, Ja; € R tels que
b”—l—---+a1b+a0:0

e —ag =b(b" '+ -+ a). Soit ¥’ = ("' +---+a).Onalt €S
et bb' = —ag € R. Donc § = ‘;—;)’,l avec ab' € S et bb' € R\ {0}. D’ou
I'inclusion inverse.

Donc ici, soit x un élément de Frac(A). Il s’écrit de a forme a/b avec
a€ Aetbeklry,..,x,]. Comme A entier sur k[xy, ..., z,],

Jda; € k[zq,...,x,] tels que a” + -+ - + aja + ag = 0

Soit P(X) = X"+ +a;/b" ' X 4+ ao/b". On a P € k(xy, ..., x,)[X]
d’aprés ce qui a été dit précédemment. Et P(a/b)=0. Donc {z1, ..., z,,}
est une base de transcendance de Frac(A) sur k et donc

Ok(Frac(A)) =n.

Montrons maintenant par récurrence sur n que :

Si A est une k-algebre de type fini intégre telle que Oy (Frac(A)) = n,
alors on a dimg(A) = Ox(Frac(A)).

(I) n = 0. On a alors Jx(Frac(A)) = 0 A ne posséde donc pas d’élé-
ments transcendants sur k. Donc & C A est une extension entiére.
Comme A est intégre, on a que A est un corps et donc

dimg(A) = 0 = 0k (Frac(A)).

(H) On suppose 'hypothése vraie au rang n — 1. Soit m = dimg(A).
On a déja que m > n. Soit

0)Cp S Cpm

une chaine maximale d’idéaux premiers de A. Alors, p; est un idéal
premier, minimal pour l'inclusion. D’aprés le lemme, on a que
deg,(A/p1) = deg,(Frac(A)) —1=n—1.

On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence pour obtenir :
dimg(A/p1) =n — 1. Or,



ou les p; sont les images des p; par la surjection canonique est une
chaine d’idéaux premiers de A/p;, de taille m — 1. D’ou
dimg(A/p1)=n—1>m—1.

Donc n > m et on a I’égalité voulue.
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5 Résumé

Nous allons ici résumer ce que nous venons de faire par le dictionnaire
Algébre <+— géométrie que nous avons crée.

Algébre Géométrie
Idéal radical Ensemble algébrique
I V()
F(V) V
Addition d’idéaux Intersection de ensembles algébrique
I4+J V() nV(J)
Produit d’idéaux Union de ensembles algébriques
J V(I uV(J)
Idéal premier Ensemble irréductible
Idéal maximal Point

Chaine croissante

Chaine décroissante

Décomposition de polynémes en
polynomes irréductibles

Décomposition d’ensemble algébrique
en ensembles algébriques irréductibles

Dimension de Krull,
degrés de transcendance

Dimension d’un ensemble
algébrique
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6 Applications

6.1 Définitions

Définition 6.1.1. Soit X un ensemble algébrique affine irréductible de k™.
On dit que X est ensemblistement intersection compléte (EIC) si X est

le lieu des zéros de codim(X) élements de k[xy, ..., x,], i.e si on a
X =V(f1,.., fe) ot c=codim(X) et Vi € {1,....;c}, fi € k[x1, .., 2.

Définition 6.1.2. Soit X un ensemble algébrique affine irréductible de k™.
On dit que X est schématiquement intersection compléte (SIC) sil’idéal
de X, I(X), est engendré par codim(X) éléments.

Remarque 6.1.1. 57 X est SIC, alors X est EIC. En effet supposons que X
soit SIC. On a alors I(X) =< f1, ..., fs > pour des certains f; € k[X1, -, X,]
et avec s=codim(X). Alors V(I(X)) = V(< fi,.., fs >) e X =V (f1, ..., [5)-
Mais la réciproque est fausse. En effet si X =V (f1,..., fs), on a

1(X) = IV(froon f) = IV(< frrofo >)) = V2 Frini o> diapres le

Nullstellensalz.

6.2 Contre-exemple

Soit Y C R? la courbe définie paramétriquement par
x=1 y=1t 2 =1 Alors, Y n’est pas SIC, mais il est EIC.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que codim(Y)=2, i.e mon-
trons que dim(Y) = 1.
Soit
¢ : R[X,Y, Z] — R[T]
X —T°
Y T
Z—T°

ker(¢) = {P € R[X,Y, Z||P(T3,T%,T°) = 0}

ker(¢) = 7 (Y)

D’aprés le théoréme d’isomorphisme de Noether, I'(Y') s’identifie a
une sous-R-algébre A de R[T]. D’aprés de précédents théorémes, on a
dim(Y) = dimg(A) = Or(Frac(A)).

On a A =im(¢)

DouT* € Aet T? € A. Donc T*/T? =T € Frac(A).

Or on a A — R[T] — R(T) donc d’aprés la propriété universelle
du corps des fractions, Frac(A)— R(T). Comme T € Frac(A) et que
Frac(A) est un corps, on a K(7T) C Frac(A) donc Frac(A)=R(T).
Donc dim(Y') = Or(Frac(A)) = 1.
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— Cherchons des générateurs de .Z(Y). On voit trivialement que les
polynémes P = XZ—-Y? Q = X®*-Y Z, R = Y X% 7? appartiennent
a Z(Y). Maintenant, soit f € #(Y). On peut écrire :
FXLY,Z) = Y Caranas XY™ 2 avec ay, a, a3 € N. On a alors :
a1,a2,a3
f(]ﬁ7 1"147 T5) — Z Cal,a27a3T3a1+4a2+5a3
a1,a2,a3
Ce polynome est un polyndéme en une variable, on peut donc indexer
la somme de cette maniere :
FTTHT) = > () Capanas)T° =0car f € I(Y).

3a1+4az+5a3=s ai,a2,a3

On voit alors que, Vs, > Cay.ap.as = 0.
3a1+4az2+5a3=s
Prenons s = 5. On voit clairement que la seule combinaison possible

est ap = ag = 0 et a3 = 1. D’ou, ¢pp1=0. De la méme fagon, pour
s = 10, on voit que les seules combinaisons possible sont a; = 2,a9 = 1
et as = 0 et a; = ap = 0 et as — 2. D’ou C2,1,0 — €0,0,2 = 0.

En faisant des calculs similaires, on se rend compte que f ne posséde
pas de termes constants, ni de termes en x, y, z, 22, xy et que les termes
en xz et y2, 2 et yz, 22y et 22 ont des coefficients opposés.

Les polynémes P, Q) et R engendrent donc .#(Y).

— Avec un calcul, on remarque que P, () et R sont linéairement indépen-
dants modulo M3 =< XYIZF >, h_s.

— On conclue donc que #(Y) ne peut pas étre engendré par moins de 3
éléments car : Soit S € I. On suppose que I =< f, g >. Alors, comme
on I'a vu précédemment, f et g sont forcément engendrés par P, () et
R. On a donc :

S = Q1f + Q29 avec Q1,Q2 € R[X,Y, Z]. Cela nous donne S =
Q1(fiP+ f2Q+ f3R) + (91 P + g2Q + g3 R) avec f;, g; € R[X,Y, Z]. En
regardant cette relation modulo M3, on se rend compte que pour des
raisons de degrés, on a forcément que ()1 et (oR.

On se place alors dans le R-espace vectoriel /(1N M?). On considére
la surjection canonique de I dans /(I N M3). J’appelle P’ 'image de
P par ce morphisme, ' I'image de Q et R’ I'image de R. On a alors
que P, Q" et R’ sont linéairement indépendants. Or, si I est engendré
par deux éléments f et g, alors I/(I N M?) est engendré par [ et ¢
en tant que R-espace vectoriel. On voit donc trivialement que c’est
impossible de trouver 3 éléments linéairement indépendants dans cet
espace.

— Par contre on vérifie que Y = V(XZ — Y% X° + Z3 — 2X?Y Z). En
effet, on a #(Y) =< P,Q,R > donc Y =V < P,@Q, R >. Montrons
que V(XZ —-Y?2 XP+ 73 -2X*YZ)=V < P,Q,R >.

Soit (x,9,2) € V(< P,Q,R>). Onaxy —y*>=0
et 5 + 23 — 20%yz = 232? + 23 — 2222 = yza? — 23 = 0.
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Donc (z,y,2) € V(XZ —Y? X° + Z3 - 2X?Y 7).

Soit (x,y,2) € V(XZ - Y% X° + 73 - 2X?Y 7).

On a déja P(z,y,z) = 0.

Qz,y,z) =23 —yz don

Q*(x,y, 2) = 25=223y2+y?2? = 2b—x(2°+23)+y?2? = —a3+y?2% =
—xz3 4223 =0

Et enfin soit (z,y,2) € V(XZ — Y2 X° 4+ 73 - 2X?*YZ). Si x = 0,
alors 23 = 0 et donc z = 0 d’ott R(z,y,2) = yz? — 22 = 0. On suppose
alorsz #0. OnazR(x,y, 2) = 23y —22%? = y*2—22* = 22 —22? = 0.
Donc R(z,y,z) = 0.

]
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