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INTRODUCTION

• L’accessibilité pour un graphe orienté est un problème NL-complet
• Qu’en est-il pour un graphe non orienté (USTCON) ?
• D’après le théorème de Savitch, on dispose d’un algo en espace log2 |G|
• En 2004, Reingold montre que ce problème est dans L
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APERÇU DE L’ALGORITHME

Algorithme

1. transformer G en un graphe expanseur GE par itérations successives
2. énumérer les chemins de taille logarithmique dans GE

3. chercher si l’un de ces chemins relie s à t
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LES GRAPHES EXPANSEURS, C’EST QUOI ?



GRAPHE EXPANSEUR

Graphe expanseur
G est un graphe (D,K,A)-expanseur si :

1. G est D-régulier : tout sommet est de degré D
2. G est (K,A)-connecté :
pour S ⊂ V de taille au plus K,
il y a au moins A · |S| arêtes reliant S à V \ S

D = 3,K = 2,A = 2
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PROPRIÉTÉS SYMPATHIQUES

Connexité

Si G est
(
|V|
2 , ε

)
-connecté (avec ε > 0),

alors G est un graphe connexe.

Chemins de taille logarithmique

Si G est un
(

D, |V|
2 , 1 + ε

)
-expanseur (ε > 0),

alors toute paire de sommets est reliée par un
chemin de taille O(log |V|).
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CARACTÉRISATION À L’AIDE DES VALEURS PROPRES

On suppose ici que G est D-régulier.
Soit M la matrice d’adjacence de G divisée par D.

Lien entre valeur propre et expanseur

Si λ2(M) < 1, alors G est
(
|V|
2 , 1 + ε

)
-connecté.
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TRANSFORMATION EN EXPANSEUR



PUISSANCES D’UN GRAPHE

Pour chaque sommet s de G, on relie s à tous les
sommets de distance au plus p.
⊕ on améliore la connectivité du graphe
	 on augmente beaucoup le nombre d’arêtes
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PRODUIT ZIG-ZAG

Si


{g1, g2} ∈ EG

{h1, h2} ∈ EH

{h2, h3} ∈ EH

alors
{[

g1
h1

]
,

[
g2
h3

]}
∈ EG⃝zH

z
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TRANSFORMATION EN GRAPHE EXPANSEUR

Transformation principale
Entrée : G un graphe D16-régulier et H un graphe D-régulier de D16 sommets
Sortie : Gl où :

• l = O(log |V|) suffisamment grand (en fonction de D et |V|)
• G0 = G
• Pour 1 ⩽ i ⩽ l,Gi = (Gi−1©z H)8
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POURQUOI C’EST DANS LOGSPACE ?



REPRÉSENTATION PAR ROTATION MAP

Pour représenter G = (V,E), un graphe D-régulier, on numérote les arêtes de
chaque sommet :

V× JDK −→ V× JDK
(v, i) 7−→ (w, j)

si l’arête (v,w) est la i-ème du sommet v
et la j-ème du sommet w
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TRANSFORMATION PRINCIPALE

Transformation principale
Entrée : G un graphe D16-régulier et H un graphe D-régulier de D16 sommets
(donnés par leur rotation map)
Sortie : (La rotation map de) Gl

Il faut ”écrire” les ((v, a),RotGl(v, a)) où (v, a) ∈ V× JD16Kl.
La taille de (v, a) est en O(log |V|).
Quant à RotGl(v, a)...
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TRANSFORMATION PRINCIPALE

v ∈ V (taille O(log |V|)), a0, a1, ..., al ∈ JD16K, ∀i, ai = k1
i k2

i ...k16
i , (taille O(1) pour

chaque ai) On va évaluer Gi. Si i = 0, il suffit de lire sur l’entrée. Sinon, on met à
jour les variables pour suivre la définition de la transformation : Pour j = 1
jusqu’à 16 faire :
• ai−1, kj

i ← RotH(ai−1, kj
i)

• Si j est impair: (v, a0...ai−1)← RotGi−1((v, a0...ai−2), ai−1)

• Si j = 16 : k1
i ...k16

i ← k16
i ...k1

i

Profondeur de l’arbre de récursion en l + 1 = O(log |V|). Les opérations faites
sont en espace O(log |V|). Donc cette transformation se fait en espace O(log |V|)
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OPÉRATIONS PRÉLIMINAIRES

Écrire la rotation map de H, un (D, D16

2 , 1 + ε)-expanseur (où D est une constante,
et ε assez grand).
Ce graphe est déterminé à l’avance, donc cela utilise une quantité constante de
mémoire.
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OPÉRATIONS PRÉLIMINAIRES

Créer la rotation map de Greg, un graphe D16-régulier :
On remplace chaque sommet par un cycle de taille |V|.

• Rot(v,w, 1) = Rot(v,w + 1[|V|], 2), Rot(v,w, 2) = Rot(v,w− 1[|V|], 1)
• Rot(v,w, 3) = Rot(w, v, 3) s’il existe une arête entre v et w dans G

Rot(v,w, 3) = Rot(v,w, 3) sinon
• ∀i ∈ J3, |V|K,Rot(v,w, i) = Rot(v,w, i)
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OPÉRATIONS PRÉLIMINAIRES

• Rot(v,w, 1) = Rot(v,w + 1[|V|], 2), Rot(v,w, 2) = Rot(v,w− 1[|V|], 1)
• Rot(v,w, 3) = Rot(w, v, 3) s’il existe une arête entre v et w dans G

Rot(v,w, 3) = Rot(v,w, 3) sinon
• ∀i ∈ J3, |V|K,Rot(v,w, i) = Rot(v,w, i)

Pour chaque sommet (u, v) l’arête 3 est dans la matrice d’adjacence de G, et pas
besoin d’écrire les autres arêtes
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CONCLUSION



CONCLUSION

Algorithme
1. transformer G en un graphe expanseur GE

2. énumérer les chemins (de taille
logarithmique) dans GE

3. chercher si l’un de ces chemins relie s à t

USTCON est dans LOGSPACE
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