Annexe du chapitre 2 - Encodage des entiers

1 Pré-requis
1.1 Division euclidienne

Définition/Propriété 1 (division euclidienne pour les entiers naturels)
Soit (a,b) e NxN*.
I existe un unique couple (q,7) €Nx[0..b] tel que a =bq + .

On appelle alors q le quotient et r le reste dans la division euclidienne de a par b.
On dit aussi que r est le reste de a modulo b.

Preuve: e Montrons 'existence d'un tel couple (gq,r) de maniére constructive.
Si b > a, alors le couple (0, a) convient. En effet on a bien a = 0xb+ a et a€[0..0][.
Sinon, b < a, et on considere la suite uw définie par u,, = a — nb pour tout n € N. Cette suite a valeurs
entiéres est initialement positive (ug = a > 0), et strictement décroissante puisque b > 0, elle est donc
strictement négative a partir d’un certain rang. On note ng le rang du premier terme strictement négatif
de cette suite.
On aalors 0 > up, =a—bnpet 0 <up,—1 =a—b(ng—1)=a—bnog+0.
On pose g =ng — 1 et » = a — bq, ainsi on a bien a = bq + r (par construction).
Deplusr=a—b(ng—1),s0it 7 = upy—1 =0 et 7 —b=1up,—1 —b = up, <0 donc r <b.
Ainsi (g,r) est bien un couple de Nx[0..b] tel que a = bg + r., d’ou l'existence.

e Montrons 'unicité du couple reste.

On suppose qu'il existe (¢,7) eNx[0..b[ et (¢/,7") ENx[0..b] tels que a = bg +r = bqg’ + r'.
Onaalorsb(q—¢)=r"—r.

Puisque r > 0, on en déduit b(q — ¢’) < r/, et puisque r’ < b, on en déduit b(q — ¢') < b.

En divisant par b > 0, on obtient ¢ — ¢’ < 1.

Comme g — ¢’ est entier (en tant que différence entre deux entiers) on en déduit que g — ¢’ < 0.
Symétriquement, ¢’ — ¢ < 0, donc ¢ — ¢’ = 0 soit ¢ = ¢'.

Par suite r = a — bg = a — bq’ = ', et finalement on a bien (¢,7) = (¢/,7’), d’ott I'unicité. O

1.2 Logarithme en base beN\{0, 1}

Soit be N\ {0, 1}.
Définition 2 (Logarithme en base b)

Pour neN, log,(n) = 1n(n)7 ainsi bos () = (eln(b))bg”(n) = el®)logy(n) — en(n) — p

In(b)

Remarque 3

Si b e N\{0, 1}, alors VneN, logy(n) * logy, (b) = logy (n).
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2 Codage des entiers naturels

2.1 Ecriture en base be N\ {0,1}

Soit b€ N\ {0,1}. On considere I'alphabet ¥ =[0..b[. Les éléments de ¥ seront appelés chiffres, et
les mots sur X seront appelés nombres.

Définition 4
Soit a = a;_1a;_o ...ayag un mot sur ¥ de longueur | €N.

-1
On dira que le mot a est une écriture en base b (al chiffres) de I'entier n = Y a; b'.
i=0

Notation 5
>* — N
val, = -1 ,
Q—1Qj—2 ...Q1 Ay +> 'Zo a; b
1=

NB : Le mot vide, usuellement noté ¢ représente alors 0,
et ceci vaut pour n’importe quelle base be N\ {0, 1}.

Lemme 6

Soit [€N.
Le plus grand entier que I'on peut écrire en base b a [ chiffres est b' — 1. Conséquemment, un
entier n €N ne peut pas s’écrire en base b avec strictement moins de [log,(n+1)] chiffres.

Preuve: Notons V; le plus grand entier qu’on peut écrire en base b a [ chiffres.
Par définition de I’écriture en base b, on remarque que ce nombre s’écrit avec [ fois le plus grand chiffre
disponible, c¢’est-a-dire qu’il s’écrit b—1 b—1 ... b—1. On a donc

1 fois

-1 -1

-1 l -1
Ny = -1 = >0 =" =0 - v = = b1
=0 i=1 =0

1=0 i=0

Cela montre le premier point.

Soit n€N. On note | = [logy(n+1)]. On considere I’ €N tel que I’ < [. Par définition de la partie entiére
supérieure comme étant le plus petit majorant entier, on en déduit que I’ < log;(n+1)).

Si n pouvait s’écrire avec I chiffres, on aurait n < Ny, soit n < b"'—1 < plos(™) _1 = (n41)—1 = n,
ce qui est absurde. D’ou I'impossibilité annoncée. O

Remarque 7

Soit neN. Soit k€N.
nepF L & ntl e Lvh] o logy(n+1) €lk—1.k] < [log,(n+1)] =k

Propriété 8 (existence de l’écriture en base b)

Pour tout n €N, il existe un nombre a = a;._1 a;_o ...a1 ag qui est I'écriture de n en base b.
Plus précisément, tout entier n € N admet une écriture en base b a [log,(n+1)]| chiffres.

Preuve: Montrons par récurrence sur [ €N la propriété suivante.

H; : Yne[0..b'—1],n admet une écriture en base b & [ chiffres.

e Pour 1=0, l'intervalle [0..b' —1] est réduit & 0, et 0 admet bien une écriture en base b & 0 chiffres : le
mot vide. Ainsi Hg est vraie.

Informatique - MP2I Lycée Fermat - 2021/2022 2/7



e Soit [ €N tel que H; est vraie. Montrons que H;41 aussi.
Soit n€[0..b! 1 —1].
Par définition de la division euclidienne, il existe (g, 7) €N? tel que n = b g+r et r < ', i.e. r€[0..b!—1].
Par H; on en déduit que r admet une écriture en base b a [ chiffres qu’on note (a;);c[o..[-

-1 -1
Onaalors r = 3 a; b%, et donc n = qbl + 3 a; b'.

i=0 i=0
Puisque n < b**1, on a nécessairement ¢ < b (sinon on aurait n > gbt > bxb = bl+1).

-1 .

Ainsi en posant a;=gq, on a (ai)ie[OJH[EElH etn=aqb + 3 a; .

=0
Donc n admet bien une écriture en base b & [+1 chiffres.

D’ou H;y est vraie. O

Propriété 9 (quasi-unicité de l’écriture en base b)

Soit ne€N.
Sia=a._1a,_o ...a1a9 est une écriture de n en base b,
alors pour tout k€[0..1—1], a; est le reste modulo b du quotient de n par b*.

Preuve: Soit k€[0..1—1].

-1 k=1 11 , it S e .
Onan= 3 a;bl=3 a;b+ 3 a; (FvF) = Zaibz—i— Zaibl_ bk,
i=0 i=0 i=k =0 —

——
=Ty =k

k=1
On note rp, = Y a;b'. On a rp €N et puisque Vi€ [0..l—1],a; €[0..b], on a aussi
i=0

k ) k-1 k-1
re < Y (b=1)bt = > T =N p = 0F -1 < bF
) 1=0 =0

I
—

@
Il
=)

-1 .
On note g, = 3. a; b F.
i=k

1=

Pour tout i € [k..1—1], i—k > 0 donc b*"* € N, ainsi ¢ est une somme d’entiers positifs et donc gz €N.

On déduit alors de la premiere égalité que g est le quotient et 7y le reste dans la division euclidienne
de n par b*. On cherche donc & montrer que ay, est le reste modulo b de gj.
On a

-1 -1 -1

k=) a N > a (b 1xb) = ap +bx ( > a bz_k_l)
i=k =1  i=k+1 i=k+1

D’une part on sait que a; < b car a; € X. D’autre part, comme i—k—1 > 0 pour tout i € [k+1..1—1],

-1 .
S a; b F1eN. On déduit donc de 1’égalité précédente que ay, est bien le reste de ¢, modulo b. g
i=k+1

Corollaire 10

Soit ne€N.

Sia=a 10,9 ...a1a9 et ' =ay_jay,_, ...a}a; sont deux écritures de n en base b avec | < I,
alors pour tout k€ [0..r| on a a,, = aj,, et pour tout k €]l..I'[ on a aj,=0.

En particulier on a I'unicité de I’écriture en base b a longueur fixée.

Notation 11

Pour tout [ €N on peut maintenant définir I’écriture en base b a [ chiffres :

k !
ealb:<[0..b[—> )
n o —aq_1...010a9

) ot Vk€0..1[, ay, est le reste modulo b du quotient de n par b.
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3 Encodage des entiers relatifs

On s’intéresse ici a 'encodage des entiers relatifs tel qu’il est fait sur les ordinateurs. On s’appuie
donc sur le codage des entiers naturels en binaire, 7.e. en base 2. Ainsi dans cette section ¥ = {0, 1}.
De plus on utilisera un chiffre du nombre pour donner le signe de ’entier encodé : 0 pour positif, 1
pour négatif. Ce chiffre a donc une signification particuliere et ne représente pas la méme chose que
les autres 0 ou 1. De plus pour des raisons pratiques qui apparaitront plus bas, ce chiffre de signe
est le chiffre le plus a gauche du nombre, soit a 'opposé du chiffre des unités. On a donc besoin de
travailler a longueur fixée pour pouvoir identifier ce chiffre au statut particulier, et cela limite bien
stir les entiers que 'on peut encoder.

Soit I€N. On note I' = [—21*1.. 2l=1 [ On remarque que card(I') = 2%,
Notation 12

I' — {0,1}
- {0,1}}  — I
o= Oecr, " (2) siz>0 | etyl=
Z = -1 -1 . ar—1...0109 > —Qj—1 2071 4 V&]Q(al_g .. ao)
1 ecr, (z +2 ) sinon

Propriété 13

Ces fonctions sont bien définies et sont réciproques.

Preuve: ¢! est bien définie car ecré*1 est bien définie et & valeur dans {0, 1}/, en ajoutant un 0 ou un 1

a gauche on obtient bien un mot de {0, 1}.

! est bien définie car valy est bien définie, et qu’a un mot de {0,1}~! (ici a;_5...aq) elle associe une
valeur comprise dans [0.. 2/ 71, en ajoutant 0 ou —2/~!, on obtient bien une valeur dans [0.. 2! =1 [U[-2!=1..0]
soit dans [ — 271 271 = I,

Soit ze I'.

- Siz >0, 0na¢l(z) =0ecr/, (2) donc P! (p!(2)) = —0x 271 4 valy(ecr)(2)).

Or par définition de I’écriture en base 2, valg(ecrbl_l(z)) =z, donc ¥!(¢'(2)) = 2.

- Si 2 <0, 0na ¢l(z) = Leer; (2 +271) done ¢!(p!(2)) = =1x 2!~ 4 valy (ecry (2 +2'71)).

Or par définition de vals, Valg(ecrblfl(z + 271 = 2+ 2171 done P (H(2) = =28 + (2 + 20 = 2.

Donc 1! o ! = Id .

Soit a€{0,1}. On note a;_1 ...aq ag les lettres de a, et @ son suffixe a;_s...a; ag. Ainsi ae X1

On a ¥!(a) = —a;_1 271 + valy(a). Par définition de valy, on sait que valy(a) € [0..271[.

- Sia;_1=0, on a ¢¥!(a) = vala(a), donc 9!(a) €[0..2'71[, en particulier ¥'(a) > 0.

On a alors ¢! (¢!(a)) = Oecr, ™! (valy(a)), or par définition de écriture en base 2, ecr, ! (vala(a)) = @, et
puisque 0 = a;_1, on en déduit ¢ ('(a)) = a;_1 a = a.

-Sia;_1=1, 0n a ¢!(a) = —2!71 + valy(a), donc 9! (a) € [-2!71..0[, en particulier ¥'(a) < 0.

On a alors ¢! (¢!(a)) = 1ecr/ ! (vala(a)), or par définition de ’écriture en base 2, ecr} ! (valy(@)) = a, et
puisque 1 = a;_1, on en déduit ¢'(¥'(a)) = a;_1 @ = a.

Donc ¢! o 1)t = Idgy. O

Notation 14

On appelle complément a 2 d’un nombre écrit sur {0, 1} le nombre obtenu en remplagant les
0 par des 1 et vice-versa.

Y - O )

comp, = - O _
P2 (ak_l...alag = Qg_1...0100 ou Vie€[0..k[, @; = 1—a;
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Propriété 15 (complément a 2 et opposé)

VzeZ, @Z)l(comp2 ((pl(z)» =—z-—1

Autrement dit, le complément a 2 de I'écriture d’un entier relatif encode son opposé moins 1.

Preuve: Soit z€I'. On note a;_j a;_...a1 a9 = ¢'(2), et @ = aj_o ... a1 ap.
Ainsi, puisque z = 1! (¢!(2)), on a z = —2!"1q;_1 + valy(a) ().
On note aussi @;—1 ;2 ... a1 Gy = compy (cpl(z)) et a =a;_o...a1ap.
Par définition de comp,, on remarque que Vi€[0..l—1], a; = 1—a;).

On peut alors écrire ¢! (compy (¢!(2))) = ¥ (@_1a@—2 ... a1 a) = —2"1 a1 + valy(a).
Or on a

Valz(&) = valy (al_g ...an 50)

Donc on obtient

P! (compy (0!(2))) = =27 a_y + ((2l_1—1) - Valg(d))
= 2 (@ —1) —1 — valy(a)
=27 (1 —ap1) —1) =1 — valy(a)
=27 (( — aj_1)~1) — 1 — valy(a)
= 27 (—ay_y) — valy(a) — 1
=— (—21_1 aj—1 + valg(*)> -1
=—z —1 par (%)

Notation 16
Vie [0 l—l], C;, = (CLri‘bZ—FTz)%Q et CIL=Ty,

Sxnl s nH o
add, = ouq ro=0etVie[l..l],r; = I 51 Q-1 +bi+7iog 2 2
(a,b) — ca_q1...¢o 0 sinon

a=a_1Q_9...a0 et b="b_1b_a...by

Remarque 17

Il s’agit seulement d’une écriture formelle de ’algorithme d’addition réalisé par la machine présentée en
cours, algorithme qui est lui méme 1’équivalent en base 2 de l'algorithme d’addition des nombres en base
10 que vous connaissez. En particulier, r; est la retenue a prendre en compte a 1’étape .

Propriété 18 (addition des entiers naturels)
Y(a,b) € St x X valy(addi(a, b)) = valy(a) 4 valy(b).

Autrement dit add. réalise I'addition sur les écritures binaires des entiers naturels.
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Preuve: On montre en fait que cette propriété est vraie pour tout [ € N, par récurrence sur [. Pour tout
€N on définit la propriété P; comme suit.

Py :Y(a,b) € B x X! valy(addi(a, b)) = valy(a) + vala(b)

e Pour /=0, on a ¥ = X% = {e}. Or pour a=¢ et b=¢, on a d’une part valy(a) =0 et valy(h) =0,
donc valy(a) + valy(b) = 0, et d’autre part addi(a,b) = addi(e,e) = ¢y = 79 = 0. Donc on a bien
valy(addl(a, b)) = vala(a) + vala(b), et Py est vraie.

e Soit [ €N, on suppose P; vraie.

Soit (a,b) X! x X, On note a = ajaj_1...ag et b="byb_y...by, et G=a;_1...ag et b=b_; ...by.
On note aussi addé“(a, b) =cr1¢¢-1...Co.

On veut montrer que vala(cj41 ¢ ¢j—1 ... co) = vala(a) + vala(b).

Ainsi, par définition de add2l+1, on a Vi€ [0..], ¢; = (aj—1 + bi—1 + 1i—1)%2 et ¢;41 =741 avec ro=0 et

Vie[l.l+1], r; = (aj—1+bi—1+1i-1)/2 (%) En effet, puisque (a;—1 +b;j—1 +7r;—1) < 3 < 2x2, le quotient
de (aj—1 +bi—1 +7i—1) par 2 est 0 ou 1, c’est 0 si (a; + b; + r;) < 2, auquel cas r; = 0, et c’est 1 sinon,
auquel cas r; = 1.

On remarque que les chiffres les plus a droite de add4(a@,b) sont les mémes pour add!™(a,b). En fait

par définition de addé, on a addé('d, b) =¢ ¢ ...co, OU G = 17.

D’apres P, on a donc vala(¢; ¢ - .. co) = vala(a) + vala(b).
Ainsi on peut réécrire la somme vals(a) + valy(b) comme suit.

vala(a) 4 vala(b) = vala(a; a) + vala(by b)
= 2la; 4 valy(@) + 20y + valy(b)
= 2Ma; + b)) + (Valg('d) + valy (5))
= 2(a; + by) +vala(G ¢y - .. o)
= 2ay + by) + 2'¢; + vala(¢i_1 . . . co)
=2 ay + by + &) + vala(ci_1 - . . co)

D’autre part on a valy(cip1 i1 ... co) = 2 e 1 + 2hey + vala(¢—1 - . . o).

Il reste donc & montrer que 21(al+bl+51) = 2l+lcl+1 +2l¢;, soit en divisant par 2! que aj+b;+¢; = 2 clr1+c.
Or on a déja ¢y1 = ryy1 et ripr = (ap + by + 1) /2 d’apres (), et ¢; = (a; + by + r;)%2 par définition
directe de addQZ'H.Par définition de la division euclidienne, on a donc bien (a; + by +177) = 2 * ¢;41 + ¢.

Ainsi Py est vraie.

Par récurrence on en déduit que VI €N, P, est vraie. O

Propriété 19 (addition des entiers relatifs)

Soit (y,z)eI'xI'.
Si y+z€ ', alors en notant ¢;c;_q ...co = addé (cpl(y), gpl(z)), onailc_y...co0) =y+ 2.

Autrement dit addzl réalise aussi I'addition sur les écritures des entiers relatifs pourvu que la
somme soit dans l'intervalle I'.

Preuve: On note a = a;_1 aj_3 ...ap = @' (y), et @ = a;_y ...ap, ainsi on a y = —2"1a;_; + valy(a) .
De méme, on note b= bj_1 bj_o ...bg = ¢'(2), et b =by_y ...bg, ainsi on a z = —2!"1b;_; + valy(b) .
Enfin en notant ¢ = ¢;¢;_1¢_9 ...coet €=cj_o ...co, onap(c_1¢ 9 ...co) = =21 + vala(©).
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valy(a) = 2 a1 + valy(a)
De plus, par définition de valy, on a | valy(b) = 2/~ 1b;_1 + vala(b)
vala(c) = 2l¢; + 2711 + vala(©)
D’aprés la propriété 18, comme valy(c) = valg(adds(a, b)), on a vala(c) = vala(a) + vala(b) (k).

On peut donc réécrire ’égalité qu’on cherche a démontrer comme suit.

Paiag...co) =y+z

& =27l valy(e) = (—2171(11_1 + valg(6)> + (—21711)1_1 + Valg(g))

& =27y fvaly(@) = —27 (a1 +bi_1) + valy(@) + valy(b)

s —2lg  + (Valg(c)—2lcl—2l_1cl_1) = 2"y ) + (Valg(a)—Zl_lal_l) + (Valg(b)—2l_1bl_1>
e —27Ye 1+ 2q4¢-1) + vala(c) = =2 Y ag_1+b_1+ai_1+bi_1) + valy(a) 4 valy(b)
& =2 q_1+¢) +yabfey = —2(aj_1+b_1) + val 2(b) par (%)
& 21+ a) =2 (a1 +bi1)
& qatag=a-1+b1

Pour montrer cette égalité on utilise le fait que ¢ est obtenu par addition bit a bit des nombres a et b.
On note ro=0 et Vi [1..1], r; = (aj—1 + bi—1 +1-1)/2, ot 'on désigne par "/2" le quotient par 2.

Par définition de addl, on a alors Vi€ [0..1—1], ¢; = (a;+b;+7;)%2 ot "%2" désigne le reste modulo 2.
En particulier, on a ¢; =7 = (a1 + b1 +r1-1)/2 et ¢;—1 = (aj—1 + b1 + r1-1)%2.

On lrelmarque aussi qu’avec ces notations, addé_l(ﬁ,g) = r_1¢_9...co () (cest la définition de
addy ).

e Si(aj—1,b1-1) = (0,0), alors aj—1 + bj—1 + 11 =1-1 < 2, donc ¢; =0 et ¢;_1 = 1;_1.

Ainsi ¢g_1 +¢ =aj_1 + bj_1 & r_1 = 0.

Comme a; 1 =0, y=valy(a), et comme b;_1 =0, z=valy (E), donc y + z = vala(a) + valy (E), ce qui d’apres
la propriété 18 donne y + z = valy(addi (@, b)) Or y + z < 2/~ puisque par hypothése y + z € I', donc

le chiffre de poids 2:-1 de add!™!(a, b) est nécessairement nul, soit r;_; = 0 d’aprés (é).

e Si(aj_1,b1-1) = (0,1) ou (1,0), alors aj_1 + b1 + -1 =1+ 7_1.
Sirj_1=1,alors 1 +r_1 =2 donc ¢g=1 et ¢_1=0.

Sirj_1 =0,alors14+r_1=1donc ¢g=0et ¢g_1=1.

Ainsi dans les deux cason a ¢ +¢_1 =1 =a;_1 + bj_1.

e Si(aj_1,b1—1) = (1,1),alors qj_1 + b1 +1r-1=2+r_1>2,donce=1et ;1 =71_1.
Ainsig1+eg=aq_ 1+ 1< 1+rn_1=2&r_1=1.

Comme a;_; =1, y=—2"1 4 valy(a), et comme b;_; =1, z=—2"1 4+ valy(b).
Donc y+z = —2! 4 valy(@) + valy(b), soit y+2z = —2! + valy(add. (@, b)) d’apreés la propriété 18.
Or y+z€el', ce qui implique y+2 > —271, soit y+2 > —2! + 2=, donc valy (addl (@, b)) > 2.

Donc le chiffre de poids 21 de add!™!(@, b) est nécessairement 1, soit 7_; = 1. d’apres ().
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