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Préface

Ce document tend & présenter en une vingtaine de pages le stage de 5 mois que j’ai effectué au
LIP6 (Laboratoire d’informatique de Paris 6), sous la direction de Safia Kedad-Sidhoum et Pierre
Fouilhoux. Il s’agit d'un stage de master 2, qui entre dans le cadre du master mathématiques de la
modélisation de 'UPMC que j’ai suivi cette année.

Le but de ce stage était d’étudier les résultats d’ordonnancement sur les problémes juste-a-temps
d’une part, et les résultats sur les polyédres d’ordonnancement d’autre part, afin de pouvoir étudier
puis résoudre les problémes juste-a-temps par une approche polyédrale. Dans ’espoir d’obtenir une
caractérisation compléte du polyedre des solutions pour un probléme polynomial, on s’est intéressé
en particulier aux problémes juste-a-temps & une machine, dont plusieurs sont réputés polynomiaux.
On s’est finalement focalisé sur le probléme & une machine avec date d’échéance commune non
restrictive, dont on sait qu’il est polynomial ou NP-difficile selon les hypothéses que I'on met sur les
colits d’avance et de retard.
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1 Introduction aux problémes d’ordonnancement a une
machine avec coiits d’avance et de retard

Il s’agit d’un probléme d’ordonnancement & une machine, c’est-a-dire qu’on veut exécuter un
ensemble de taches J sur une machine qui ne peut réaliser qu’'une seule tache a la fois. De plus les
taches ne peuvent étre interrompues en cours exécution, il faut les faire d’une traite : on dit qu’on
est en mode non préemptif. Le temps d’exécution dépend de la tache, mais pas de I'instant ou
elle est exécutée, ni de I'ordre dans lequel sont effectuées les taches. Autrement dit notre machine
est infatigable, imperturbable, une vraie machine quoi! On note p; cette durée d’exécution pour
chaque tache 7 € J. On supposera cette durée positive, et méme strictement positive car une tache
instantanée pourrait étre intercalée n’importe ou.

Le but est donc de caler ces taches dans le temps et formellement un ordonnancement est la
donnée des périodes d’exécution de chacune des taches. Puisqu’on connait les durées des taches, on
peut se contenter de donner les dates de fin de chaque tache, qu’on notera usuellement (C});es ( C
pour "completion time" en anglais). Ce sera notre premier codage, notre premiére fagon de décrire
un ordonnancement réel de maniére non ambigué, mais on utilisera aussi d’autres codages par la
suite.

Exemple: il pi
nE s ey
2 2 ‘ T T I T T | T T T ‘ T
3|15 0 Cy=3 C1=6 Cs3=9.5

NB : une hypothése implicite mais importante est que I’on ne peut remonter dans le temps avant 0.
Si je fais un planning maintenant je ne peux dire que le mieux c’est d’avoir déja fait mes devoirs hier!

Plus précisément le probléme est de trouver un ordonnancement qui minimise une certaine fonc-
tion cott, comme par exemple » ieJ C;. Ce probléme, qui a notamment été étudié avec une approche
polyédrale par Queyranne [12]| (Cf section 5), a le bon goiit d’étre régulier, c’est-a-dire que les so-
lutions ot les téches sont faites au plus tot sont toujours meilleures (au sens large).

On va s’intéresser quant a nous a des cotits d’avance-retard, c’est-a-dire qu’on doit finir chaque
tache j € J a une date d; dite date d’échéance ou due-date. Ce n’est pas une deadline : on peut
néanmoins finir la tache j aprés d;, mais il faudra alors payer une pénalité de retard, proportion-
nelle au retard. La ou c¢’est un peu plus surprenant, c¢’est que si on finit avant la due-date on devra
aussi payer une pénalité, proportionnelle & I'avance. D’un point de vue pratique cela peut modéliser
les cotits de stockage qu’engendrent les produits finis avant leur date de livraison. On parle alors
de probléme juste-a-temps, car en dehors du cas ot on finit pile & '’heure, on a une pénalité. La
pénalisation de ’avance est une hypothése importante car elle casse la régularité du probléme,
on perd la dominance des ordonnancements tassés a gauche c’est-a-dire qu’on ne peut plus caler les
taches le plus tot possible au risque de fournir une solution non optimale.

On commence par 1’état de 'art que 'on a séparé en deux parties tant les points de vue différent.
En effet, dans la premiére partie on fait un tour d’horizon des problémes d’ordonnancement juste-
a-temps a une machine, puis on se concentre sur deux articles ot la due-date est commune et non
restrictive, tandis que dans la deuxiéme partie on détaille 'article de Queyranne [12] qui traite un
probléme régulier par une approche polyédrale. Dans la troisiéme partie on présente notre travail
qui fait en quelque sorte la synthése puisqu’on a étudié le probléme juste-a-temps avec due-date
commune non-restrictive par une approche polyédrale similaire & celle de Queyranne. On joint en
annexes quelques définitions utiles, un catalogue de contre-exemples ainsi qu'un résumé des notations
utilisées.



Etat de I’art des problémes d’ordonnancement
juste-a-temps a une machine

2 Cartographie des problémes

2.1 Expression du cofit et codage des ordonnancements

On introduit considere chaque tache j € J, o et 35, les colits unitaires d’avance et de retard.
Ainsi pour le codage par les Cj, le cotit global de 'ordonnancement s’écrit :

:]Ozj [d; —C;]t + B;[C;—d;]" | ou [t]T désigne la partie positive d'un réel ¢ i.e [{]T=max(0, )
j€

La quantité [d; —C;]" représente 'avance, elle est toujours positive et nulle si la tache est en
retard (ou a I’heure) : on la note e; (e pour "earliness"). Symétriquement [C; —d;]T représente le
retard, elle est aussi toujours positive, mais nulle si la tache est en avance (ou a ’heure) : on la note
t; (t pour "tardiness").

La donnée de ces deux quantités pour chaque tache caractérise un ordonnancement, et constitue
un codage des ordonnancements plus adapté aux problémes juste-a-temps. En effet le cotit s’exprime

alors plus facilement, et surtout de maniére linéaire : Z]ajej + Bjt;
je€

2.2 Différentes hypothéses

Le probléme d’ordonnancement juste-a-temps qu’on a décrit dans sa version la plus générale,
se décline en une multitude de sous-problémes lorsqu’on ajoute des hypothéses restrictives sur les
instances considérées.

On peut ajouter des hypothéses sur la due date - unicite de la due date i.e. Vje o d;,—d
- restrictivité /non restrictivité de la due date!

ie. d<p(J)/ d>=plJ)?

sur les poids - symétrie i.e. a; =/, (qu’on note alors w,)
- indépendance i.e. Vi€ J, aj=a et §;=0

sur les durées - taches de méme durée ie. VjeJ, pj=p
- P =w;

@: On peut avoir 'impression aux titres des articles qu’ils traitent parfois le cas général d'une due-date
quelconque, mais les articles cités ici traitent soit le cas restrictif, soit le cas non restrictif. Le cas général
est en fait aussi dur que le cas restrictif.

On peut aussi changer de probléme en ajoutant des contraintes de précédence, pour retrouver
d’autres cas polynomiaux, comme c’est le cas avec la contrainte séquence fixée

Le schéma ci-aprés résume les principaux problémes d’ordonnancement juste-a-temps. Congu
comme un genre de cartographie, on part du probléme classique de Kanet [10] (due date non restric-
tive, poids tous égaux, donc supposés égaux a 1) et on se déplace de probléme en probléme en suivant
les fleches. La premiére démarche de déplacement est d’enlever une hypothése forte (fléches vertes), ce
qui nous raméne a un probléme plus général et NP-difficile. On cherche ensuite les sous-problémes qui
peuvent étres polynomiaux en ajoutant d’autres hypothéses (fleches roses) ou contraintes (fleches vio-
lettes). On présente les quatre variations de chaque probléme obtenues par changement d’hypothéses
sur les cotits (fleches turquoises).

1. La restrictivité n’a vraiment de sens que lorsque la due-date est unique (i.e. commune)
2. cf. notations page 32



séquence fixée
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18] 1. EOP=EVEN-ODD PARTITION est défini en section 4




3 Résultats fondateurs de Kanet [10] et dominances

3.1 Idée de l’algorithme de Kanet

() (h )
Kanet [10] a étudié le probléme d’or-

donnancement juste-a-temps autour d’une (&) ( J1 ) U ) ()
due-date commune et non restrictive,

pour des pénalités d’avance et de retards (b)

toutes égales (on prend alors Vj € J,
aj = B; = 1). Il a montré que ce probléme
est polynomial et se résout en O(n log(n)) (c)
grace a un tri des taches par durées décrois-
santes (a), puis a une distribution des taches
de part et d’autre de la due date, de I'exté-
rieur vers l'intérieur. Dans l'idée, on place
la tache la plus longue en premiere posi-  (e) ( I ) ()
tion (b), puis la deuxiéme plus longue en
derniére position (c), puis la troisiéme plus
longue en deuxiéme position (d) et ainsi de  (F) ( J1 J3
suite (e), puis on resserre tout autour de la

due date (f).

DC_n IOk

Q < +— & +— & + a -+
S
Ny
—/

3.2 Idée de la preuve de validité de ’algorithme

Beaucoup des propriétés qui nous intéressent, tant dans cette partie que par la suite, donnent des
conditions nécessaires ou des conditions suffisantes pour qu'un ordonnancement soit optimal. Afin
de bien distinguer les deux,d’étre aussi précis que possible et d’écrire sous un méme formalisme les
résultats des différents articles, on utilisera les concepts de dominance stricte et dominance large :

Si tous les ordonnancements optimaux vérifient une propriété p,

on dit qu'on a dominance stricte des ordonnancements vérifiant p

optimalité = p ‘

Si au moins un ordonnancement optimal vérifie la propriété p C e
. ) . L. optimalité # p
on dit alors qu'on a dominance large des ordonnancements vérifiant p

Dans les deux cas on peut se contenter de chercher I'optimum parmi les ordonnancements vérifiant
p, et c’est tout l'intérét des dominances. Ici en particulier, la preuve de validité de 1’algorithme de
Kanet repose sur deux propriétés de dominance qui nous permettent de nous ramener & un simple
probléme d’affectation. Pour les énoncer on introduit deux nouvelles notations.

Notations 3.1

L’ordonnancement S vérifie (0D < il est sans trou

& il admet une tache qui finit a I’heure
Propriété 3.2

Pour le probléme de Kanet, on a dominance stricte des ordonnancements I
dominance large des ordonnancements

Idée de preuve: Si un ordonnancement présente un trou on peut, selon que 'on est & droite ou & gauche
de la due-date, avancer ou retarder (strictement) une tiche de maniére a la rapprocher (strictement) de
d et ainsi réduire (strictement) les pénalités qu’elle génére. D’ou la premiére dominance (stricte).
Si un ordonnancement optimal présente une tache ¢ & cheval sur d, il constitue nécessairement un bloc
(d’aprés le premier point) et par optimalité le poids (donc ici le nombre) des taches précédant t est le
méme que celui des téches suivant ¢ (£ comprise). On peut donc décider d’avancer (ou de retarder) tout
le bloc pour faire finir (ou commencer) t a la date d, et ce sans changer le cotit de 'ordonnancement. On
se raméne ainsi a un ordonnancement optimal et . 0

6



Grace a ces dominances on décide de chercher un optimum D et , qui est donc de la forme

suivante : [ T IJB‘J { Jz, |L Ja, } [ Ja, I Ja, }

d

En notant comme ci-dessus Bj, Bs, ... B, les indices des taches en avance (B pour "before"), et

a b
Ay, Ay, . A, ceux des taches en retard (A pour "after"), le cout sécrit > k pa, + > (k—1) pg,
k=1 k=1

Quand a et b sont fixés, c¢’est-a-dire quand on impose le Ay
nombre de téche en avance (resp. en retard), choisir un 9 -+ X1€
ordonnancement revient a choisir qui sont les (Ax)kepi..q / A,
et les (By)kep.s) parmi [1..n], et ce de maniére bijective. X 2E
Cela qui revient a distribuer les durées des taches de- /\-\——\\? .
vant les différents coefficients correspondant. Il est alors NI
naturel (et optimal!) d’affecter toujours la plus grande N \A“
durée restante au plus petit coefficient encore disponible. ~ xa€
Formellement, en notant ¢ un tri3des taches par durées .
décroissantes on considére 'ordonnancement ot : \\ By <0€
Vk € [1.b], By =0(2k—1) L 5

{Vke [1.a], A, = o(2k) \\'\ R e
qui est de cott : o :
fla,b) = 0xpo1y + 1xpo3) + ... 4 (b= 1)xpy2p-1) B'b

+ 1><p0(2) + ... + + aXPy(2q) - X(b— 1)€

On voit facilement que cette fonction de a et b est minimale si a et b sont égaux quand n est pair,
et si b= a+ 1 quand n est impair, sans quoi on se prive de petits coefficients*. En résumé :

min cott(S) = min ~ min colt(S)

S ordo a,b S ordo
atb=n #E(S)=a
#T(S)=b
- nc}lbn Oxpo'(l) + ]-Xpo-(3) + . + (b — 1>Xp0(2b—1)
atb=n + 1xpg) + ... + + aXpy(2q)

OxXpo1)y + 1Xpoz) + ... + (k — 1)><pa(2k_1) si n est pair

+ IxXpoa) + ... + ce + ]{:ng(gk) disons n = 2k

0Xpoy + 1xpo@) + -+ ExXpo(api1) si n est impair

+ IXpo@) + - + k XPo(ar) disons n = 2k + 1

Comme 'ordonnancement obtenu par 1’algorithme de Kanet correspond & ce cotit dans les deux cas,
il est bien optimal.

Dans la partie suivante on complique le probléme en permettant aux pénalités de dépendre de la
tache, c’est le probléme étudié par Hall et Posner [7].

3. On entend par 13 que ¢ est une permutation de [1..n] qui trie les taches par durées décroissantes
Le. Po(1) 2 Po(2) 2 2 Po(n)

4. Si vous n’étes pas convaincus imaginez que n = 5, mais a = 3 et b = 2. On a une place a 0€(By),
deux places & 1€(A4; et Bs), puis une place & 2€et une a 3€(A, et As), alors qu’'avec a = 2 et
b = 3 on aurait deux places a 2€(A, et Bs), ce qui est plus avantageux.

7



4 Reésultats de Hall et Posner |[7]

Dans Darticle [7] on s’intéresse au probléme juste-a-temps autour d’une due-date commune et
non restrictive, avec des coiits symétriques mais dépendant de la tache, qu’on note (w;); e

On suppose dans cette partie que les taches sont indexées par ratios r;:=w;/p; décroissants.

4.1 Principaux résultats
Pour énoncer les résultats de dominance la premiére partie, on introduit de nouvelles notations.

Notations 4.1

les taches en avance sont classées par ratios croissants

L’ordonnancement S vérifie " & N ) . ..
7 les taches en retard sont classées par ratios décroissants

les taches en avance sont classées par indices décroissants
les taches en retard sont classées par indices croissants

\/‘z‘@{

Propriété 4.2

Pour le probléeme de Hall et Posner, on a dominance large des ordonnancements [0

dominance large des ordonnancements

dominance stricte des ordonnancements ,/*\/

dominance large des ordonnancements N\, /;

Remarques: Si les colts sont non nuls (i.e.Vj€J, w; > 0), alors on a dominance stricte des ordo. IO .
Si les ratios sont tous distincts (i.e V(i,7) € J<,r; > r;), alors il y a unicité du tri des taches par ratio
décroissant, donc 7\ équivaut a \, /7, on a alors dominance stricte des ordonnancements \, ;.
Comme dans la propriété 3.2, on peut étre plus précis quant a la dominance des ordonnancements sen
fait on peut toujours se ramener d’un ordonnancements optimal & un ordonnancements optimal &5 sans
changer l'ordre des taches. Cela assure la dominance large des ordonnancements [0, &9 et 7\ ainsi
que des ordonnancements [0, &9 et N\, 7% .

Propriété 4.3

Soit S ordonnancement IO et &9 .

On note s l'indice de sa premiére tache et t celui de la tache qui finit a I’heure.

Si S est optimal, alors on a : w(E(S)) —w; < w(T(S)) < w(E(S)) +wy
p(E'(S)) —2p < p(T(S)) < p(E'(S))

Définition 4.4

On définit WEIGTED EARLINESS TARDINESS le probléme de décision associé a notre pro-

bléeme d’optimisation :

WET || Entrée : n, (pj)jcp.n] € (N*)", (wj)jen.n € (N)", d €N tq d > p([1..n]), modélisant
respectivement le nombre, les durées, les cofits et la due-date commune de n taches
yEN

Sortie : oui s’il existe un ordonnancement de cotit < y
non sinon

et le probléme de décision EVEN-ODD PARTITION :

EOP || Entrée : (a;)ien.on € (N*)*" strictement croissante Y=Y a,
. v - . ‘7

Sortie : oui §'il existe une bipartition I/.J de [1..2n] tq : Zveé c [1j;(]] (2k-1,26Y N T 40

hon sinon Vk € [1.n], {2k-1,2k} N J # 0



Propriété 4.5
Le probleme WET est NP-difficile au sens faible.

Idée de preuve: Pour montrer que WETENP il suffit de montrer qu’on peut, en temps polynomial, vérifier
qu'un ordonnancement est valide, calculer son coiit et le comparer & y. La vrai difficulté est de montrer
que WET est NP-difficile. Hall et Posner [7] proposent une preuve par réduction de EOP, qui est NP-
difficile comme 'ont montré Garey, Tarjan et Wilfong [3].

Le fait que ce soit au sens faible découle de 'existence d’un algorithme de programmation dynamique
qui résout ce probléme avec une complexité pseudo-polynomiale. Il fait I'objet de la partie 4 de l'article
de Hall et Posner [7], mais on ne le développera pas ici.

Hall et Posner [7] mentionnent aussi quatre sous-problémes polynomiaux. Les deux derniers étant
trés particuliers (puisqu’ils nécessitent qu’une tache soit vraiment trés longue par rapport aux autres),
on n’a fait apparaitre que les deux premiers dans la cartographie page 5.

Bien que peu réaliste, le cas w; =p; est un cas classique, et c¢’est notamment lui qui permet, dans un
cadre régulier, de créer des contraintes traduisant le non-chevauchement (cf. section 5.2).

Le cas p;j=1 est intéressant quant a lui parce que c’est le pendant de I'algorithme de Kanet, si on
inverse les w et les p.



Etat de Part sur ’approche polyédrale du
probléme de minimisation de la somme
pondérée des encours

5 Reésultats de Queyranne [12]

Dans Darticle [12], on s’intéresse a un probléme d’ordonnancement régulier trés simple : mini-

miser la somme pondérée des encours ou "Completion time" en anglais (i.e. min ) w;C}).
j€J
Puisqu’il s’agit d’'un probléme régulier, on a la dominance des ordonnancements calés a gauche
(qu’on notera I ) et dés 1956, Smith affirme [16] qu'il faut et qu'’il suffit de classer les taches par
ratio r;:= % décroissant (ce qu’on notera " ). On appelle cette dominance stricte trés classique
J

la régle de Smith. Elle fournit ici un algorithme en O(nlogn) qui consiste essentiellement en un tri.

Mais dans cet article, on change de point de vue, on ne parle pas vraiment de dominance parce que,
plus que trouver un ordonnancement optimal, on veut d’abord comprendre la structure polyédrale
de 'enveloppe convexe des vecteurs C' codant les ordonnancements réalisables pour une famille de
taches donnée. Les durées (p;);es sont donc fixée, en revanche on ne fixe pas de poids particulier.

5.1 Structure polyédrale
Définition 5.1

On notera () 'ensemble des vecteurs codant des ordonnancements réalisables, i.e.

Q:={C¢ R/ VjeJ, Cj Z P positivité
' Y(j, k) € J2, Cy = C; +p;j ouCj; = Cy +p; non-chevauchement

Notre probléme s’écrit alors min w;C; ou encore | min(w|C)
ceq jeJ CceqQ

Propriété 5.2 (régle de Smith)

Soit w € R7 = R"
Si w admet une composante strictement négative alors (w|.) n’est pas minorée sur ().

Sinon les C' € Q minimisant (w|.) sont exactement ceux codant des ordo. FD et N\

Remarque: D’un point de vue polyédral, cette propriété assure que les points extrémes de Conv(Q) sont

des vecteurs codant des ordonnancements I et \/" et justifie qu’on s’y intéresse plus particuliérement.

Notations 5.3

Pour chaque "ordre" o € &,, on définit :

. oo U_Zlfj)p le vecteur codant I'ordonnancement D et N\ dans lequel les
: o (k) J taches sont dans l'ordre o c’est-a-dire (1) puis o(2) jusqu’a o(n)
je

PIajout de ce vecteur a un vecteur codant un ordo. dans I'ordre o
revient & insérer une unité de temps avant la i-éme tache

o Vke[l.n], ub7 =1,

le cone des vecteurs codant les ordonnancements

o._ (o ° 9,0 | 5 5
o K7:=07+CC ({u]i € [l.n]}) ot les taches apparaissent dans I'ordre o

5. Pour E C R", CC°(F) désigne le cone convexe contenant 0 engendré par F
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L_emme 5.4 Cy 1
Q= U Conv({C7}) + CC° ({u*"|i € [1..n]}) '

oceG o

=K°

Corollaire 5.5

D1+D2 4
UEGTL }
=B D2 4

WZCOHV{CU ‘ o Gn} +CCe {ui,a |l€[1n]
=A

Preuve: Par un résultat d’analyse convexe, cf. 19.6 [13]

Corollaire 5.6
Conv(Q) = Conv ({C7 | o € &,}) + (RT)? 0

0 M P1tp2 Ci
Preuve: On voit facilement que B € (RT)7, et comme pour avec o— et

tout ¢ € [1..n] on a 1; = ™" pour 7 la transposition (i,n) 22

par exemple, on en déduit que B = (RT)’. D’autre part

on peut montrer que A + B C Conv(Q), ce qui assure que

Conv(Q) = Conv(Q) et permet de conclure. 0

5.2 Description de Conv((Q) par des inégalités

Notre objectif est maintenant d’obtenir une description de Conv(()), non plus géométrique mais
par des inégalités linéaires. Cependant la description précédente permet a Queyranne une jolie preuve
que le systéme d’équations qu’il propose caractérise bien le polyédre des solutions.

On sait qu’une inégalité définissant une facette de Conv(Q) est forcément de la forme (w|C) > ¢
ot w € (RT)” et ol la constante ¢ vaut gliél(w | C) 6.
€
Queyranne s’intéresse aux inégalités associées aux vecteurs w®:= 3" p;1; pour SC.J,” et au polyedre
j€s
deéfini par ces seules inégalités, le but étant de montrer que ce polyédre est Conv(Q).
Notations 5.7

On définit le polyedre P?:={C € R’ | VS € P*(J), pxC(S) = g(5)}

. P(J) =R
oug={ S+ minpxC(S)
ceQ

et ot pour C' € R’ et S C J on note p x C(S):=3 p;C; = (w* | C).
j€S

Propriété 5.8
On a 'inclusion Conv(Q) C P? et I’égalité des cones de récession 07 (P?) = (RT)/= 0 (Conv(Q)).

Preuve: Par construction P¥ contient Conv(Q) puisqu'il est définit par des inégalités qui sont toutes valides
pour Conv(Q), d’ott le premier point. Puisqu’on n’a que des bornes inf. sur des fonctions & coefficients
positifs, ajouter un vecteur de (R*)” a un point de P® ne peut nous en faire sortir, d’ott le second. 0

Remarques: Grace a cette égalité des cones de récession il nous suffit de montrer Extr(P?) C Conv(Q).
Par ailleurs le fait que le cone de récession de P? soit (R*)J , nous permet d’affirmer que chacun de ses
points extrémes s’écrit comme unique minimum d’une fonction linéaire & coefficients positifs.

6. C'est aussi min (w]|x)
z€Conv(Q)

7. Ce qui revient a considérer le cotit dans le cas w;=p; en oubliant les taches dont l'indice est hors de S.
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Lemme 5.9

Pour tout S C J, on a g(S) = $(p(S)* + p * p(9))

Preuve: En utilisant la régle de Smith, on sait que tous les ordonnancements commengant par les taches
de S (celles de ratio 1) tassées & gauche minimisent la fonction cotit associée a w®, peu importe comment
sont placées les autres taches aprés, puisqu’elles n’interviennent pas dans le coiit 8. En calculant p* C(S)
pour C' le vecteur d’un tel ordonnancement, on obtient le résultat. 0

Propriété 5.10

Pour tout (A, B) € P(J)?, on a: g(AUB) = g(A) + g(B) — g(AN B) + p(A\g) p(B\4).
En particulier on en déduit que g est une fonction super-modulaire®

On cherche maintenant & se ramener de P 4 un polyédre P’ sous-modulaire, car on sait bien optimiser
sur ce genre de polyédre ce qui va nous permettre de bien caractériser les points extrémes. Pour cela
on introduit un changement de variable 6, pas tant pour passer de super-modulaire & sous-modulaire,
mais aussi pour "normaliser" les contraintes, passer du type (w®|z) < ¢/(S) au type z(S) < ¢'(S).

Notations 5.11

On introduit le ch ¢ de variable 0 (RJ%RJ )
1 Introdul € cnangemen e variable =
y C e (milp(]) = C))), e,

On définit P = {z € R’ | VS € P*(J), 2(S) < ¢'(S)} ot g’ == <7’(J) —R >

S +— p(S)p(J) — g(5)
Propriété 5.12

La fonction 6 établit une bijection entre P% et P'.
Avec le changement de variable x = 6(C'), pour tout w € R’ on a (2lz) = p(J)w(J) — (w|C)

Propriété 5.13

La fonction ¢’ est positive, croissante et sous-modulaire.
En particulier, le polyédre P’ est donc un polyédre sous-modulaire.

Rappel 5.14 (Algo. de mazximisation en O(nlogn) sur un polyédre sous-modulaire'°)

Si P’ est un polyédre sous-modulaire associé a la fonction ¢’ et si w € (RT)’
alors en notant o la permutation de J qui trie les composantes de w par ordre décroissant et

en posant pour tout j € J, z ;= ¢'(o[l..j]) — 2*(o[L..j-1]), on a z* € argmax(w|z)
P’

Propriété 5.15

Sous les notations du rappel 5.14, le vecteur C*:= 0~ (z*) vérifie C*= C°

Propriété 5.16
On a I'inclusion Extr(P?) C Extr(Conv(Q)) = {C“|o € &, }
Preuve: Si C* € Extr(P), d’aprés 5.8 il existe w € (R*)” tel que {C*} = argmin(w|C). D’aprés 5.12 on a

CepPR
alors {6(C*)} :argmax<%]:n). Or le vecteur x* donné par I'algorithme glouton rappelé en 5.14 est un tel
xeP’

maximiseur, donc nécessairement 0(C*) = z*, et alors d’aprés 5.15 on a C* = C ou o est la permutation
qui trie % de maniére décroissante. Autrement dit notre point extréme code un ordonnancement D ot

’ 3 A : 11
/", c’est celui que donne la régle de Smith! O

8. On peut noter au passage que dans le cas w; =p;, I'ordre des taches n’importe pas pour les ordo. Hil
9. cf. définition 9.7 10. cf. Section 44.2 de l'encyclopédie de Schrijver [14] pour une preuve
11. Attention on ne pouvait pas a priori utiliser la régle de Smith ici, on minimisait sur P% (via P’) or elle

permet de minimiser sur Conv(Q) et on n’avait pas encore montré 1’égalité entre Conv(Q) et P%.
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Corollaire 5.17

On a I'égalité P9 = Conv(Q).
De plus on peut monter que toutes les inégalités définissant P? en 5.7 sont essentielles.

Queyranne a donc fournit une description compléte et minimale de Conv(Q), mais on retiendra
surtout qu’il a introduit des inégalités qui semblent traduire le non-chevauchement '2 des taches.

Attention, cela ne veut pas dire qu’un vecteur qui vérifie ces inégalités code un ordonnancement
réalisable, c’est-a-dire sans chevauchement. En effet pensez au vecteur C™=(p; + £, po + &) milieu
de C' = (py,p1 + p2) et C?=(py + pa,p2). Il vérifie bien les inégalités et pourtant ne code pas un
ordonnancement réalisable. En fait on ne peut espérer avoir des inégalités valides pour Conv(Q)
qui assureraient le non-chevauchement, car en prenant l’enveloppe convexe des ordonnancements
réalisables on englobe forcément des milieux comme C™.

Ce qu’on entend en disant qu’elles traduisent le non-chevauchement, c’est qu'un point extréme
du polyédre qu’elles définissent est bien sans chevauchement, et c¢’est bien ce qui nous intéresse car
les algorithmes usuellement utilisés pour résoudre des PL fournissent des points extrémes.

5.3 Probléme de séparation

Bien que trés expressives comme on ’a montré, les inégalités de Queyranne n’en sont pas moins
nombreuses! Autant de contraintes que de parties dans J ¢a fait un nombre exponentiel de
contraintes, soit trop pour les entrer toutes dans un solveur. Queyranne propose donc ’algorithme
de coupes suivant.

On commence par considérer seulement les inégalités p,C; > p? pour j € J, qui sont celles associées
aux singletons et qui traduisent les contraintes de positivité. La résolution de ce PL nous fournit un
vecteur qui peut appartenir ou non a P?.
¢ S’il y appartient, on a trouvé un vecteur qui minimise 1’objectif sur un sur-ensemble de P? et qui
appartient & P9, c’est donc un minimiseur sur P?, I’algorithme s’arréte.

e Sinon, il faut ajouter au PL une inégalité qui coupe ce point, c¢’est-a-dire une inégalité violée par ce
vecteur, qui assure qu’on ne retombera pas sur cette fausse solution par la suite. Puis on recommence
sur ce PL enrichi.

Le coeur de I'algorithme est de savoir si une solution est dans P% ou non, c¢’est-a-dire si elle vérifie
toutes les contraintes. Formellement il s’agit du probléme suivant :

SEPARATION || Entrée : C € R’

Sortie : oui si C vérifie toutes les inégalités de Queyranne (i.e C' € P?)
un ensemble S C J tel que C viole la contrainte p x C'(S) > ¢(.S) sinon

Propriété 5.18

. P(J) =R
J R <
Soit C' € R’. En notant I'c := < S —g(S) p*C(S)) on a C€P©5%§)FC(S)\O

Eemme 5.19
VS e P(J),Vk € S, F(S\{k}> = I'(S) — pk[p(S) — Ci]
VS e P(J),Vk & S, T'(SU{k}) =T(S) + pr[p(S) — Ck + px]

Bl

Propriété 5.20

Si S maximise I'c, alors k € S < p(S) > Cy
donc si 0 € G,, trie C' par ordre croissant, S s’écrit o([1..i]) pour un certain i € [1..n].

12. Elles englobent aussi la positivité puisque pour un singleton {i}, la contrainte de Queyranne s’écrit p? > p;C;
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Corollaire 5.21

On a un algorithme de séparation en O(n log n).

Preuve: Il suffit de trier les composantes de C' (étape en O(n log n)), puis de calculer I'(o[1..k]) pour chaque
k € [1..n] en utilisant 5.19 pour optimiser les calculs (étape en O(n)). Si toutes les valeurs calculées sont
négatives on peut répondre ok C' € P? sinon on renvoie o[1..k] pour le & maximisant T'(o[1..k]) (étape

en O(n)). 0

Grotschel, Lovasz et Schrijver [5] ont montré que la complexité de I'algorithme de coupes est
polynomiale si I’on résout le probléme de séparation en temps polynomial. Comme Queyranne propose
un algorithme de séparation en O(n log(n)), on retrouve avec cet algorithme de coupes que ce
probléme est polynomial.

5.4 Deux nouvelles preuves du non-chevauchement des points extrémes

Queyranne s’est largement appuyé sur la premiére description de Conv(Q) pour prouver la validité
de sa formulation (i.e. la propriété 5.17), mais dans le cas de polyédres plus compliqués on n’a pas
ce genre de description et sa jolie preuve ne peut pas s’adapter. Nous proposons donc ici deux autres
preuves (non issues de la littérature), que 'on reprendra pour le probléme juste-a-temps.

5.4.1 Une preuve constructive

On considére un point C' € P¥, dont on suppose qu’il ne traduit pas un ordonnancement réali-
sable, et on va montrer qu’il ne peut étre extrémal en 1’écrivant comme milieu de deux points de P%.
S’il ne code pas un ordonnancement réalisable c’est nécessairement parce que deux taches se che-
vauchent, c’est-a-dire qu’il existe (i,7) € J?, avec i#£j tel que C; < C; < C; + p;.

On pose e1:=min {p+ C(S") — g(S*)[S € P*(J),i ¢ S',j € S'} puis Ct~:=C+ =1, — =1
ex:=min {p* C(5%) — g(5) [ S € P*(J),i € 5%,j & 5%} C+i=C— 21,4 21

g:= min {1, &2 }.

. . . +— —+ L. . .
Ainsi on a directement C' = %, et on vérifie facilement que cette construction assure que

C*t= € P? et C~F € PY. Mais attention pour conclure il faut s’assurer que C*~ # C, c’est-a-dire
que € > 0, et pour cela on a besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 5.22
Soit C' € P®. Soit (i, j) € J*.
~ 1
Si C; < C, alors VS € P(J), ]Z z gl} = px C(Sh) > g(S")

Preuve: Par I’absurde on suppose qu'il existe S' € P(.J) contenant j mais pas i tel que p* C(Sl) = g(9Y).
On note S = S\{ ;- Alors on décompose BBg(s) = g(S) +p;p(St) et px C(S) = px C(Sh) +p;Cj.

On a supposé ces deux termes égaux, et on sait par ailleurs que p * C(Sl) > (5’1) puisque C' € P9,
On en déduit que C; < p(Sl)*. Alorsonap* C(St U {z}) D * C’(Sl) +piC;

) +piC; supposition absurde

g(8
g g(SY + piC hypothése
<g(8h) +pzp(51) par %
< g(S") + pilp(S") + pil car p; >0
= g(Stu {i}) cf. égalité 5.10
<pxC(STU{i}) car C € P9
ABSURDE -

13. En utilisant 5.10 on a g(A U {i}) = g(A) + g({i} + pip(A) = g(A) + p? + pip(A) = g(A) + pip(A U {i})
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Lemme 5.23
Soit C' € P®. Soit (i, j) € J*.
~ 2
Si C; < C; + pj, alors VS* € P(J), ]@ ; gg} = p* C(S?) > g(5?)

Preuve: Par I'absurde on suppose qu’il existe S? € P(.J) contenant i mais pas j tel que p* C(S?) = g(5?).
On montre de méme que C; < p(SQ)* et alors px C(S2U {j})=p x C(S?) + p,;C}

= g(S?) + p;C; supposition absurde
< g(S?) + p;[C; + pj] hypothése
< 9(5?) + p;[p(S?) + pj) par *
=g(S?2uU{j}) cf. égalité 5.10
<pxC(S2U{j}) car C € P9
ABSURDE -

Le lemme 5.22 nous assure que ; > 0 et le lemme 5.23 que €5 > 0, donc € > 0. Ainsi C' ne peut étre
extrémal. Par contraposée on en déduit qu'un point extréme de P? est sans chevauchement.

5.4.2 Une preuve basée sur les inégalités

On fait ici une preuve directe. On considére C' € Extr(P%) et on va montrer qu’il code un
ordonnancement réalisable. Pour cela on utilise le fait qu’un point extréme sature autant d’inégalités
que la dimension du polyédre. Ici P¥ est de pleine dimension (i.e. de dimension n), notamment parce
que son cone de récession est (R1)™, on sait donc que C' sature n inégalités. On utilise maintenant la
structure particuliére de ces inégalités, et notamment les propriétés de la fonction g pour connaitre
ces n inégalités.

Propriété 5.24

Soit C € P9. Soit (S,T) € P*(J)2.
SipxC(S)=g(S) et pxC(T)=g(T) alors SCT ouT CS.

Preuve: Par I'absurde on suppose que S ¢ T et T' ¢ S. On a alors S\p # 0 et Ns # (). Donc p(S\r)p(1\s)
est strictement positif, ce qui assure d’aprés 5.10 que g(SUT) > g(S)+¢(T) —g(SNT). Or par hypothése
on a g(S) =px*C(S) et g(T) = p* C(T), et puisque C € P? on a aussi g(SNT) < pxC(SNT).

Donc on en déduit g(SUT) >p+xC(S)+p*xC(T) —p+xC(SNT)=pxC(SUT).
ABSURDE car C doit satisfaire la contrainte pour 'ensemble S U T puisque C' € P?. 0

Corollaire 5.25

Si C est extréme dans P® alors il existe (Si>ie[1..n] une suite de sous-ensembles imbriqués de
cardinaux échelonnés de 1 a n telle que Vi € [1..n], p* C(S;) = g(5;).
Or de telles inégalités assurent que C' code un ordonnancement réalisable et méme o

Preuve: On sait déja que C sature n inégalités linéairement indépendantes.

La propriété précédente assure que deux inégalités saturées ne peuvent correspondre & deux ensembles
distincts de méme cardinaux ; en effet si on a égalité entre p x C' et g sur deux ensembles, I'un est inclus
dans 'autre, si en plus ils ont méme cardinal ils sont égaux.

Donc les n inégalités saturées par C correspondent & des ensembles (Si)ie[l..n] de cardinaux échelonnés
de 1 & n, et en utilisant & nouveau la propriété précédente on obtient leur imbrication, c¢’est-a-dire que
ST CSy...C 85,1 CS,.

En notant So=0 et o (i) pour i €[1..n] I'unique élément de Sy g, ,, de sorte que Vi€ [1..n], S; = o([1..4]).
D’une part on a g(S;) = g(Si—1 U {i}) = g(Si—1) + po3)P(Si) = p * C(Si-1) + py(:p(S:) et d’autre part
g(Si) = p* C(S;) = p* C(Si—1) + Po(i) Co(s), on en déduit que Cp(;y = p(S;) = p(a([1..1])) et ce pour tout

i€[l..n]. Donc C=C7, ainsi C'€Q et c est bien o 0
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Etude polyédrale d’un probléme
d’ordonnancement une machine
avec couts d’avance et de retard

On revient ici sur nos problémes d’ordonnancement juste-a-temps. Plus précisément on s’intéresse
au probléme avec due-date commune et non restrictive. Comme dans l'article de Queyranne [12]
on va d’abord s’intéresser au polyédre des solutions, c’est-a-dire au polyédre des vecteurs codant les
solutions pour un codage qu’on va justement déterminer !4 ; c’est pourquoi dans toute cette partie,
on ne considérera fixés que n le nombre de téches et (p;);es les durées de ces taches, mais pas les
cotits. On peut aussi considérer fixée d une due-date vérifiant d > p(J), mais comme elle n’est pas
restrictive on peut aussi simplement 'omettre.

6 Formulation (e, t,d,(,7)

6.1 Idée et nouveau codage

On a déja expliqué (2.1) qu’on utilisait un codage par (e,t) pour exprimer le colit de maniére
linéaire. Mais il faut aussi pouvoir assurer par des contraintes linéaires qu’'un vecteur code bien un
ordonnancement réalisable. Il y a essentiellement trois choses a garantir :

[cohérence]| Les valeurs e; et ¢; permettent de déterminer la période d’exécution de la tache J;
[non-chevauchement| Les périodes d’exécution des taches sont deux a deux disjointes.
[positivité] Les périodes d’exécution des taches ne commencent pas avant le temps 0.

Pour la cohérence il faut assurer que e; =0 ou t; =0. Ce n’est pas exclusif puisqu'une tache a
I’heure est d’avance nulle et de retard nul. Pour gérer cette disjonction on introduit, pour tout j € J,
la variable d; qui vaut 1 si la tache est en avance (ou a I’heure) et 0 sinon.

Mais ca ne suffit pas : pour dire "si §; =0, alors e; doit étre nul", il nous faut une constante qui
majore e;, qu’on appelle usuellement un "big M". Ici la positivité nous en fournit un d’office : d. La
contrainte e; <dd; est alors bien satisfaite par tous les (e, t,d) codant un ordonnancement réalisable,
et réciproquement un vecteur (e, t,0) avec 6 € {0, 1}" qui vérifie cette contrainte a bien e; =0 si §; =0.

Mais pour dire "si ; =1, alors ¢; doit étre nul", il nous faut une borne sur les ¢; alors qu’a priori
ils sont non bornés (une tache peut toujours avoir lieu plus tard, c’est ce qui faisait que P? était
non borné). Cependant si on cherche a minimiser le coiit, ces solutions tardives ne nous intéressent
pas, et on peut se restreindre aux ordonnancements D et car la propriété 4.2 reste vraie pour
des cotits positifs quelconques, (& moins que 3 = 0, et Vj € J, a;; > 0 mais on peut exclure ce cas car un
probléme juste-a-temps sans cotit de retard est un probléme régulier vu dans un miroir).

Se restreindre aux ordonnancements D et & borne les retards (et les avances) par p(J), qu’on
choisit finalement comme "big M" pour les deux cotés,parce que dans le cas non-restrictif ¢’est une
meilleure borne que d. Notez donc M :=p(J).

Pour ce qui est du non-chevauchement on aimerait utiliser les inégalités de Queyranne de part
et d’autre de la due-date. En effet, pour un ordonnancement &9 il suffit de s’assurer que les taches en

retard sont toutes a droite de d (c’est une nouvelle positivité), qu’elles ne se chevauchent pas entre elles
et que les taches en avance sont toutes a gauche de d et ne se

chevauchent pas non plus entre elles. Du coté retard c’est facile - Ao ~

N

parce que t joue par rapport a d le méme role que C' par rapport ( Jf /] ( jt q [ }t ) [\ :‘], ]
% J A
pi % 40 C; = pite;

a 0. En revanche coté avance c’est e+p qui joue le role de C.

14. On présente en annexe, section 10.2, deux codages et formulations envisagés mais infructueux
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En notant E' := {je J| (5]-:1} et T .= {je J| 5j:0} on a envie d’écrire les inégalités

{VS CJypx[p+el(S) = g(S)
VS C J, pxt(S) = g(9)

Mais ces inégalités ne sont méme pas toujours valides : si on prend ¢ € F et 7 € T', la deuxiéme
inégalité pour S = {i,j} s'écrit p;t; > 3[(pi +p;)* + (0] + p3)] = P} + P + pip; > P}, ce qui interdit
t; = pj, méme si J; était la tache juste apres d. L'erreur vient du fait qu’on a considéré J; une tache
en avance, alors qu’on voulait exprimer du non-chevauchement a droite de la due-date. Il faut traiter
avance et retard séparément et écrire plutot

VSCJ,px[p+e](SNE)>=g(SNE") (S1)
VSCJ,pxt(SNT) > g(SNT) (527)
La c’est bien dans 'idée mais attention E’ et T" dépendent de ¢, et des contraintes qui dépendent

des variables c’est complétement interdit en PL' Alors on va essayer d’utiliser notre variable o pour
faire disparaitre cette intersection, d’abord sur (

, 1
(S1") & VS C J, ijpj—l—ej 5( ij +ZP?53‘>
jeJ ]GJ JjeJ
1
@VSCJ Zp?(s ‘I’ij 5 > szp]55 + 5217?6]
jedJ jeJ —e; (i,5)€J? jeJ
<:>VSCJ, jj—i-ngeg/ szpj66 +}ﬁ{
J jeJ ( i,j)€J?
i#]
SVSCJ Y pie; =Y pipioid;
jeJ (3,5)€T?
1<J

Pour remplacer le terme quadratique §;0; (le seul qui pose encore probléme), on introduit de nouvelles
variables booléennes, les [; ; pour (i,j) € J< ou J< := {(z’,j) € J?| i<j}. Pour (i,7) € J<, ;; doit
valoir 1 ssi d; et 0; valent 1, c’est-a-dire ssi J; et .J; sont a gauche de la due date (d’oit 1 comme "left").

Pour (S2’) on fait le méme genre de calcul, mais c’est le produit (1 —6;)(1 — d;) qui apparait. On
introduit alors les variables booléennes r; ; pour (7,7) € J<, qui doivent valoir 1 ssi d; et §; valent 0,
c’est-a-dire ssi J; et J; sont a droite de la due date (d’ott le r comme "right").

Pour assurer la cohérence entre ¢ et [, (resp. entre ¢ et r) on introduit de nouvelles contraintes :

V(Z,j)ej<, li,j }0 (] l) \V/(’l,j)EJ Tij 20 (Il)
i,j < gl (] 2) 7"2] X E 5,)) (I‘.Z)
lij <9, (1.3) i —9; (r.3)
li,j > 517 + 6] 1 </ —l) sz = >1- 61 6] (f4>

Lemme 6.1

Soit § € {0, 1}".
Si (I,7) € R vérifie les contraintes (1.-) et(r.-) ci-dessus

a]orsonaV(z,j)€J<,liyj:1<:>{5j:1 et ‘v’(z,])eJ<,ri,jf1<:>{§j:O

Preuve: Soit (i,7)€J<. Sil; j=1, alors on a ¢; > 1 par la contrainte (1.2), or ¢; € {0,1}, donc ¢; =1 et de
méme par la contrainte ({.3) on a d;=1. Réciproquement, si §;=1 et §; =1, les contraintes (1.2) ou (l.3)
donnent /; ; < 1, tandis que la contrainte (6.4) donne /;; > —1+1+1 =1 donc [; ;=1. On montre de
méme ’équivalence pour r; ; avec les contraintes (7.-) 0
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Maintenant qu’on s’est muni de ces nouvelles variables on peut écrire des inégalités linéaires
traduisant les contraintes (S1°) et (52’) :

VS e P*(‘]>7 Zpiei = Z pipjli’j (Sl)
€S (i,5)€S<
S pits =3 pipiray + S pE(1— ) (S2)
1€S (i,j)€S< ics

Corollaire 6.2

Soit © = (e, t,0,l,1) € R’ +2n,
Si g e {0,1}" et si (I,r) vérifie les contraintes (l.-) et(r.-) alors x vérifie (S1) < e vérifie (S1’°)
x vérifie (S2) < t vérifie (S2°)

Puisqu’on a pris en compte la positivité dans les contraintes assurant la cohérence entre les e et
les ¢, on a maintenant tout ce qu’il nous faut. On s’arréte donc sur ce codage des ordonnancements
par un vecteur (e,t,d,l,7) € R* x [0, 1]”2. On présente dans la section suivante le polyedre que
I'on va étudier, qui est 'ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes linéaires mentionnées
jusqu’ici, mais pas nécessairement l'intégrité de ses n? derniéres composantes. Il est donc un peu plus
que I'enveloppe convexe des codages des ordonnancements réalisables.

6.2 Formulation
Définition 6.3
pretddr .= L (et,6,1,7)€ R” x R” x R x R’™ x R/"

|
Vied e 20 (el Vied t;>0 (t.1)
e; < Méj (e.2) ty < M(1—0;) (1.2)

Vi€ J0<6; <1 (o)

V(i,7)eJs, li; >0 (1.1) V(i,j)eJ<, ri; =0 (r.1)
li; < 0; (1.3) rig S (1=0;) (1.3
Ly >0+ 8~ 1 (1) g >1-06—8; (1)
VS € P*(J), Y- piei =Y pipilij (S1)
€S (i,5)eS<

> pits 2 30 pipirig + X pi(L =) (52)

i€s (i,j)€S< i€s }

6.3 Intérét du polyédre P"®%%Lr" et preuve

Notre but n’est pas comme chez Queyranne de montrer que le polyédre P"®%L" est I'enveloppe
convexe des vecteurs codant des ordonnancements réalisables (a cause des inégalités avec big M on
sait déja que ce polyédre ne les contient pas tous), ni méme celle des ordonnancements 0D et &5 .
En effet, en relachant la contrainte d’intégrité sur les variables §, [ et r x5 1
on englobe des solutions qui sont hors de I’enveloppe convexe.
On illustre cette idée par le petit exemple suivant : i
Si P = {a:e,a:5 |z, 20,0 <25 <1, 25 <2 — o, :1?52:176—1}
et Q =PnNZ? onaConv(Q) cP
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Notre but ici va étre de montrer que les points extrémes qu’est susceptible de nous renvoyer un
solveur lorsqu’on lui demandera de minimiser une fonction cotit codent bien tous des ordonnance-
ments réalisables. On ne regarde donc pas tous les points extrémes, seulement ceux qui minimisent
une fonction de la forme ) aje; + > B;t;, et qui sont en (4,7, r) entiers.

jeJ jet
Définition 6.4

. . rersiemn | TF=(e,t,6,1,7) avec (6,1,r)€{0,1}"
On note Extr' 1= " € B | 30 gye Ry, o€ argmin {(0,5.0,0,0))

zEP"et,8,Lr"
2
% *e P e,t,0,l,r l‘*:(e,t,d,lﬂ“) avec (5,Z,T)E{O,1}n
Remarque: On peut montrer que Extr= (e, B) € (RT)2", 2*= argmin ((a, 3,0,0,0)|z)
xGP”e,t,é,l,r”

Définition 6.5
Pour z=(e,t,8,l,r) € P'*"" avec §€{0,1}" on note E'(z):={je J|d;=1}
T(z):={jeJ|5;=0}

Lemme 6.6
Siz=(e,t,0,l,r) € Extr* alors on a T(x) & J

Remarque: Par I’absurde on suppose que T'(z)=., i.e. que §=0, e=0 et [=0. On va montrer qu’alors on
peut construire un autre point de P'®%%™" de méme cotit en plagant une tache ig € J a I'heure.
Pour ce faire on considére 2/ = (¢/,¢/,0", ;7)) ou e’ = e =0,t =t —t;,1;,, &' = 1;, et ou I’ et 7’ sont
définis en adéquation avec ¢’ (en particulier I’ =1 = 0 parce qu’il n’y a pas deux taches en avance).
Ce vecteur vérifie les contraintes (e.-), (¢.-), (6.-), (I.-), (r.-) par construction, et méme les contraintes
(S1) puisque €’ et I’ sont nuls.
Pour des S C J ne contenant pas ig les contraintes (S2) sont vérifices indifféremment par z et 2’ puisque
les termes intervenant sont égaux, or € P"5%Lr" doit vérifier ces contraintes, donc 2’ aussi.
Il nous reste donc a traiter le cas ot S C J contient 49. On pose alors S = S\{ip}- On a alors :

Zpit; = Zpiti car f;(l =0et sii#ig,t; =

i€S Z’eg

Z Dip;Ti; + Zp?(l—&-) car z € P"OL" gatisfait les contraintes (S2)
(3,§)€S< icS

Z pip;ri ;i + Zpi (1-9;) car seuls les 4, ;, les r; ;, et 9;, different entre x et a
(i,j)€S< €S

Z plp] 1]+Zplp20 ZZO+ZpZOp] Zo]+zpl ]‘5/ +p20(1 5, ) car (5:(,:1
(i.4)eS< =3 b ges —

1<ig J>i0

> pipiri+ > pi(1-67)

(i,j)€S< icS

. . . . . n n N ,
Donc 2/ vérifie bien les contraintes (S2). Ainsi ' € P"®%"%" or en passant de z a 2/ on a annulé la
pénalité engendrée par la tache J;,, sans changer les autres, c’est-a-dire qu’on est passé de = un unique
. . . < . " n ~ . s . A
minimiseur & un point P"®%%" de cout inférieur ou égal. ABSURDE. 0
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Lemme 6.7

Six = (et r)eExtr" alorson aVj € E'(z), e, <M et VjeT(x), t;<M

Remarque : Puisque z € Extr*, il existe (o, 8) € (R**)?" tel que x soit I'unique minimiseur de (ale) + (3]t).

Par I’absurde on suppose qu’il existe j € E(x) tel que e; =M. On aimerait alors poser 2~ =(e™,t,0,l,7)
ol e =e — el; pour un € bien choisi (i.e. tel que 2~ vérifie les contraintes (e.1) et (S1)), car alors on
aurait un point de P"**%™" de cot (a|e‘) (B|t) moindre que celui de z (ABSURDE si z # x7).
Pour assurer (e.1) il suffit de choisir ¢ < M. Puisqu'on ne change pas § on a E'(z) = E'(z7) et ¢
reste entier, ce qui nous rameéne a vérifier (S17)(cf. 6.2). Comme pour tout S C E’(z) tel que j€ S on a
pxle”+pl(S) = px[e+p](S)—pje il suffit que e < pmj ot m :=min {px[e+p](S)—g(S) | SCE'(z),j€S}.
On pose donc € = min (M, %)
Mais pour que z~ soit témoin d’une absurdité, il faut encore que ™ soit différent de z, i.e. € > 0. Or pour
tout S C E'(x) tel que j € S on a px[e+p|(S) = px[e+p]|(S\(;3) +piM +p7F et g(S) = g(S\ ;1) +pip(S),
sachant que p * [e + p|(S\(;3) = 9(S\(;}) cela donne p * [e + p|(S) — g(S) = pj[p; + M — p(S)] > 0 car
pj >0 et p(S)<p(J) = M, donc m > 0 et par conséquent ¢ >0. CQFD

Pour I'autre assertion on suppose par I'absurde qu'il existe j € T'(z) tel que t; = M. Dans la méme dé-
marche on pose 7= (e,t7,d,[,7) avec t = t—el; et e=min (M,p%min {pxt(S)—g(S) | SCT(z) jGS})
Montrer ici que € >0 est un peu plus difficile : on a toujours I'égalité g(S) = g(S\(;;) + p;p(S) mais
pxt(S) = pxt(S\(;))+p; M sans le terme p?. On obtient pxt(S)—g(S) = pj[M —p(S)] = p;i[p(J)—p(T(z))].
On utilise alors le lemme précédent : puisque x € Extr*, T'(z) & J, donc p(J) —p(T'(z)) >0 et donc on a
bien € >0. CQFD -

Lemme 6.8

Soit x = (e,t,0,1,7) € P'*"" avec § € {0,1}"

S’il existe (i,7) € E'(x)? avec i#j tq e;+p; < ej+pj < ei+p; +pj, ei#£M et ej# M alors x & Extr*.
S’il existe (i,j) €T (x)? avec i#j tel que t; < t; < t; + p;, t;#M et t;# M alors x & Extr".

Remarque: Considérons (i, j) € E'(z)? avec i#j tq e;+p; < ej4+p; < e;+p; + pj. On va adapter la preuve
constructive faite en 5.4.1, et écrire 2 comme milieu de deux points de P"®%%L" Pour cela on aimerait
définir eT~ :=¢ + l — —1] pour un € bien choisi, i.e. tel que 27~ := (et ,t,8,1,7) € P"etoLr

—+ . e 71 _|_ 1 T = ( *+,t,(5,l,7’) c pet,d,Lr"

Pour assurer les contramtes (e.1), il suffit de prendre € < pje; et € < pje;.

Pour assurer les contraintes (e.2), il suffit de prendre e < p;[M — ¢;] et € < pj[M — e;].

Pour assurer les contraintes (S1°), il suffit de prendre e < my:=min{p x [e + p](S?) | St eP(J),ic S, j ¢S}
e < mo:=min{px* [e + p](S1) | S2eP(J),i¢ S? j€S?}

et d’apres le lemme 6.2 cela suffit pour assurer les contraintes (S1).

On pose alors € = min(my, ma, M —e;, M —ej, e;, e;), mais pour conclure il nous faut € > 0.

Les termes M —e; et M —e; sont positifs par les contraintes (e.2), et non nuls par hypothése.

Supposons que e; = 0, I'inégalité stricte de I’hypothese devient alors e; + p; < p; +p; donc e; < p;. Mais

la contrainte (S1) pour S = {i,j} (i.e. pie; + pje; = pip;) donne pje; > p;p;j soit e; > p;. ABSURDE

Supposons que e; = 0, I'inégalité large de I’hypothése devient alors e; + p; < p; donc e; < p;. Mais la

contrainte (S1) pour S = {7, j} donne ici p;e; > p;p; soit e; > p;. ABSURDE

Pour les deux termes restants, on applique les lemmes 5.23 et 5.22 au vecteur C¢ := e + p, puisque mq

et mo sont a C¢ ce que €1 et g9 sont & C' dans 5.4.1. On peut bien les utiliser car 'hypothése se réécrit

Cf < C’; < Cf +pj et que le lemme 6.2 assure que e vérifie les contraintes (S1°), ce qui revient a dire que

C* satisfait toutes les inégalités de Queyranne. On en déduit m1 > 0 et mo > 0. CQFD

On montre facilement le deuxiéme point en faisant pour les ¢ ce qu’on a fait pour les e. La seule partie
qui différe un peu est la stricte positivité de ¢; et ¢;. Puisque ¢; < ¢; il suffit de montrer que ¢; > 0.
Supposons que t; = 0. L’inégalité stricte de I’hypothése devient alors ¢; < p;, mais la contrainte (S2)
pour S = {i,j} donne ici p;t; > pip; + p? +p? > pjlpi + p;] donc t; > p; + pj > p; ABSURDE.
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Propriété 6.9

Si x € Extr® alors x code un ordonnancement réalisable OO et .

Remarque: Siz € Extr®, alors il vérifie les contraintes (e.-), (¢.-), (d.-), ({.-), (r.-), ce qui nous permet de
déterminer de maniére unique des périodes d’exécution pour chaque tache. De plus d’aprés le lemme 6.7,
ses composantes sont toutes différentes de M, ce qui nous permet d’utiliser le lemme 6.8 : par contraposée
on en déduit que lesdites périodes d’exécution ne se chevauchent pas, et sont bien d’un c6té ou de 'autre
de la due date.

Donc x code un ordonnancement S sans tache a cheval, pour montrer qu’il est &J il suffit de montrer
qu’il est IO (car on sait qu’au moins une tache est en avance, en effet si elles étaient toutes en retard on
aurait un t; = M, ce qui est impossible d’aprés le lemme 6.7).

Par définition de Extr*, Sest optimal pour des poids « (.strictement positifs, donc on a la dominance
stricte des ordonnancements [0 et en particulier Sest IO . 0

Propriété 6.10

Réciproquement un ordonnancement réalisable m et & est codé par un vecteur de Extr".

Remarque: On considére 2° = (e, t,6,1,7) le codage de Sun ordonnancement [ID et &9 . On sait déja que
S e P"etOl" on veut maintenant montrer que z° € Extr*. Il suffit pour cela de construire des poids
(o, B) € (RT)?" tels que Ssoit le seul ordonnancement optimal.

En effet si 2° est barycentre de deux points z’ et z” de P'®%%M™"  ceux-ci ont forcément un § booléen
puisque le § de 25 est a valeurs dans {0, 1} et que le leur est a valeurs dans [0, 1]. Ils codent donc aussi
des ordonnancements, qu’on appelle respectivement S’ et S”.

Par optimalité de S on sait que S’ et S” ont des cofits plus élevés, mais puisque ce cott correspond & la
fonction linéaire p = x > ((a, 3,0,0,0) | x) et que ° est sur le segment [2/,2"] on a finalement 1'égalité
des cofits : S, S’ et S” sont tous trois optimaux. Or il n’y a qu’un seul optimum donc § =§'=8", et
25 =2’ = 2. On en déduit que z° est un point extréme de P"®H%" et par suite que z € Extr* en tant
que minimiseur de .

D e e G G/ Jiy
I

E = {ipJke 1]} d T = {ipJke[L.o]}
On construit donc de tels a et 8 en s’appuyant sur la description de S par les notations illustrées ci-dessus.
On pose : Vk € [1.v], Bj, = k * pj, ainsi B, =k <n et(B, /pj, )kefin)
ap = (n+1) «p(T) ainsi (B, /o, )p(T) <oy
Vk € [1..v], oy, E]ﬁjkp(T)/pt ) pjkozt/pt[ ainsi o, /pj, <re:=ou/pe et o pe> 55, p(T)
VEk € [1.u], oz, = k/(u+1) * 1+ py, ainsi o, /pi, <71
z = ZjeE aje; + ZjeT Bjt; c’est le cotit de 'ordonnancement S
Vk € [1..u], Bs, = (2+1)/pi, ainsi p;, * 3, >z
Bt = (z2+1)/pt ainsi p; * By > 2

Montrons que S est optimal pour ces poids, et qu’il est le seul. Soit §* un ordonnancement optimal & et
z* son cotit. Puisqu’aucun poids n’est nul, §* est nécessairement 10 .

Si J; est en retard dans 8% alors 2* > ; pr=2+1. ABSURDE. Donc ¢t € E'(S8*), et comme pour tout j € (i}
et a fortiori pour tout j€ E'(S*), ay/p>ca;/p; on en déduit que J; est aussi la tache a I’heure de S*.
S’il existe k €[1..u] tel que J;, est en retard dans S¥ alors 2*> ;, pi, = 2+1. ABSURDE. Donc E(S) C E(S%).
Sil existe k € [1..v] tel que Jj, est en avance dans S* alors elle est nécessairement placée avant .J;, son
avance est donc supérieure a p; et sa pénalité supérieure a p; oy, > B, p(T(S)) = B, p(T(S*)). Cela
signifie que la tache J;, aurait une pénalité moindre en étant placée aprés toutes les taches en retard de
S*, et que ce faisant on obtiendrait un ordonnancement de colit moindre que celui de §*. ABSURDE.
Donc T'(S) CT(S*) et comme J = T(S)U E'(S) = T(S*)U E'(S*) on a E(S)=E(S*) et T(S)=T(S%)
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On en déduit que S = §* par la dominance stricte des ordonnancements 7 \/" . (Attention aux ratios a
considérer ici : puisque les cofits sont non symétriques le ratio d’'une tache en avance est «;/p;, tandis
que celui d’une tache en retard 3;/p; ).

Ainsi S est le seul ordonnancement & optimal. Or §’il y avait aussi un ordonnancement optimal avec une
tache a cheval sur la due-date, on pourrait avancer ou retarder cet ordonnancement et obtenir ainsi deux
ordonnancements encore optimaux et €D. On en déduit que le seul ordonnancement optimal est S.

7 Probléme de séparation associé

Pour gérer les inégalités de type (S1) et (S2) qui sont en nombre exponentiel, on doit fournir
un algorithme de séparation. Etant donné un vecteur z, cet algorithme doit nous confirmer que
x € P49 ou nous donner des contraintes de type (S1) et (S2) transgressées par x.

Les deux familles d’inégalités sont relativement indépendantes, intuitivement 1'une gére le non-
chevauchement des taches en avance, et 'autre celui des taches en retard. On a donc deux problémes
de séparation analogues mais indépendants. On détaille le deuxiéme, le premier se traitant par la
méme méthode. Formellement il s’agit de résoudre le probléme suivant :

SEPARATION 2 || Entrée : © = (e,t,4,/,7) un point qui vérifie les inégalités de P"&50lr"
sauf éventuellement celles de type (S1) ou (S2)

Sortie : oui si x vérifie toutes les inégalités de type (S2)
un ensemble S C J tel que x viole la contrainte (S2) sinon

P(J) — R P(J) — R
On pose I'y= S ’—>Zpipj7’i,j - pz2<1‘(5i)‘piti (resp. I'y= S '—>Epipjli,j — > Dt ).
(i,4)€S? €S (i.4)€S? =
i<j i<j

Notre approche consiste a chercher & maximiser I'; : si le maximum trouvé est négatif, alors toutes
les contraintes de type (S2) sont satisfaites, sinon on a trouvé un ensemble S qui maximise I'y et qui
est donc associé a une des contraintes (S2) les plus transgressées.

Puisque tous les coefficients (p;);es sont positifs les fonctions I'y et I'y sont super-modulaires.
Notre probléme de séparation est donc polynomial puisque maximiser une fonction super-modulaire
équivaut a minimiser une fonction sous-modulaire, et qu’il existe plusieurs algorithmes polynomiaux
pour ce probléme (cf. [11] pour un survol). Mais ces algorithmes sont cotiteux, et avec une évaluation
de la fonction qui se fait en O(n?), on aurait au mieux une complexité en O(n"logn) avec I’algorithme
de Iwata et Orlin [15].

Notre fonction n’étant pas une fonction super-modulaire quelconque, on peut espérer une meilleure
complexité pour cette maximisation. Une premiére tentative a été une approche gloutonne inspirée
de l'algorithme de séparation que donne Queyranne [12] : on exprime facilement la variation de la
' lorsqu’on ajoute a un ensemble S un élément k€ J\g, ou lorsqu’on lui retire un élément. On part
alors de ’ensemble S={1}, et a chaque étape on choisit d’ajouter le nouvel élément qui offre la plus
grande augmentation. Si aucun n’offre une variation positive on passe dans une deuxiéme phase ol
I'on retire & chaque étape I’élément qui offre la plus grande augmentation. Si plus aucun élément de
I’ensemble courant n’offre de variation positive ou si ’ensemble courant a été vidé, on a terminé, en
O(n?). Malheureusement ce qu’on a obtenu est un genre de maximum local (au sens oil les ensembles
dont l'indicatrice est un sommet voisin de 1g sur ’hypercube ont tous des valeurs plus petites), mais pas
un maximum global. Il y a des contre-exemples, cependant dans des cas ol le maximum global est
négatif, c’est-a-dire des cas ou I'on n’a pas vraiment besoin de maximiser pour notre séparation.

Cette piste reste donc a creuser, mais dans le souci de présenter un code complet on s’est rabattu
sur une solution plus rapide & comprendre et a coder (mais de complexité exponentielle!) : on
rameéne la maximisation de I's au probléeme MAX-CUT dans un graphe complet, dont on code la
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résolution par un PLNE compact. L’astuce utilisée pour se ramener & MAX-CUT (utilisée pour la
modélisation des verres de spin), ainsi que la formulation compacte de MAX-CUT pour les graphes
complets sont développées dans [1]. Je présente ici les calculs ramenant la maximisation de T'y a la

recherche d’'une coupe minimale dans un graphe complet aux pondérations quelconques.

15

max I'3(S) = max Z PiDjTi,j Tilj —|—sz 1—9;) —piti
SeP(J) ze{0,1}7 G )eJ< =di, icJ i=c;
= max Z Gij Tixj +ZCZ x;
xe{0,1}/
(3,7)€J< ieJ
si+1 85+ 1 si+1
= max Z qi.j ( > ( + ZC’
se{-1.1} (4,§)€T< 2 2 ieJ
. i
= max Z K] [sisj +si+s;+1] + Zi [si + 1]
SE{_lvl}J (Z . < 4 icJ 2
7.])€J 1€
q7 4i.j q;
- ma}ij Z - 5iSj + Z Z N £+5 s + Z Z qi,j 5 ZCZ’
se{-L1} (i,5)eJ< ied | >4 J<i (i,5)€J< ieJ
=Q =C
1 Q C
= 7. max Z %j sisj + Z 2Ci+ZQi,j+ZQj,i si|t4+3
sel=L G e = ieJ i>i j<i
=Wo,i
1 Q C
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0= — ‘
se{-1,1}7 | (Li)eS< T = T
=1 si s;=s; 7] Hll 8i=80
—1 sinon =L smon
1 C
= 1 ma)li Z Wi — 2wai,j + ZWO,Z‘ — 22 wo; | + ff + 5
so=
seforay | Gg)er< (1)€< ieJ icJ
Si#'sj S'L#S@
_ ) 1 QR C
e — glir} Z Wy j wa + 1 ZWOJ‘ 1 + b
se{—1,1}7 | (@.5)e(I%)< (Ji icJ
Sﬁésj =Q
: Q 1 Q C
b omn | S|+ Swt N s S| + 246
sefot, 11 | ()e®)< icJ ied j>i ieJ j<i
, SiF£Sj =20 —Q —Q
valeur d’une coupe min
1 dans le graphe complet non orienté
~ 2| d’ensemble de sommets J U {0} te+C

et d’arétes pondérées par w

15. C’est du fait des poids négatifs que notre recherche d’une coupe "min"

MIN-CUT
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8 Reésultats expérimentaux

Puisque notre formulation contient des variables entiéres, nous avons utilisé un algorithme de
branchement, comme on utiliserait un algorithme de Branch-and-Bound pour résoudre un PLNE.
Mais ici, a chaque noeud de 'arbre de branchement, on doit résoudre un PL qui présente un nombre
exponentiel de contraintes de type (S1) et (S2). Donc a chaque noeud utilise un algorithme de coupes
analogue a celui présenté dans la section 5.3. On parle alors d’algorithme de Branch-and-Cut.

Comme 'a fait Queyranne, on commence notre algorithme de coupes avec les contraintes de posi-
tivité (ici les contraintes (S2) pour les singletons), mais aussi avec les contraintes (e,-), (¢,-),(0,-),(l,-),
et (r,-), qui sont en nombre polynomial. Puis on ajoute au fur et & mesure des contraintes de type
(S1) et de type (S2) grace a l'algorithme de séparation décrit dans la section 7.

Nous avons codé notre algorithme de Branch-and-Cut en utilisant le logiciel CPLEX (ver-
sion 12.6.3) et l'interface Concert Technology. On fournit & CPLEX nos contraintes "fixes", ici les
contraintes (e,-), (¢,-),(d,-),(l,-), et (r,-), ainsi que notre algorithme de séparation. Il gére ensuite tout
seul le branchement et l'itération de l'algorithme de coupe & chaque noeuds. Puisqu’on a choisi de
résoudre le probléme de séparation par une formulation PLNE de MAX-CUT dans un graphe com-
plet, on fait appel & CPLEX aussi au sein de la séparation, mais cette utilisation est indépendante
de la premiére.

Pour tester notre code, on a utilisé le benchmark proposé par Biskup et Feldmann [2] et dis-
ponible en ligne sur http ://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/orlib/schinfo.html. Il est constitué de
sept séries de 10 problémes sans due-date (donc non restrictif), pour n = 10, 20, 50, 100, 200 et 1000,
auxquels on peut ajouter une due-date d = h*p(J) pour h = 0.2, 0.4, 0.6 ou 0.8. afin d’obtenir
un panel d’instances restrictives. Les auteurs proposent pour les 280 instances ainsi construites les
bornes supérieures fournies par leur heuristique, et précisent quand celles-ci coincident avec la valeur
optimale.

Pour notre probléme non restrictif, on ne génére pas de due-date, mais on calcule a posteriori
pour quelle valeur minimale de d notre solution est encore valide. Plus précisément on calcule la
proportion de la durée des taches en avance par rapport a la durée globale des taches, ce qui donne
la valeur minimale du coefficient h pour lequel cette solution est valide (pour la due-date d=hxp(J)).
Cela nous permet de choisir a quelle borne supérieure nous comparer.

On présente ci-dessous les résultats obtenus en langant notre algorithme sur un ordinateur Intel(R)
Xeon(R) CPU E5-2630 v2 @ 2.60GHz. Les valeurs de bornes supérieure sont celles fournies par Biskup
et Feldmann [2]| (obtenues par une méthode exacte pour n=10 et par leurs heuristiques au dela).

Pour les instances de tailles n=10 et 20, on a laissé notre algorithme se dérouler jusqu’au bout,
donc les valeurs de 'objectif présentées dans les deux tables suivantes sont les valeurs optimales.

n k p(J) | valeur de proportion borne temps en  nombre nombre
I'objectif en avance supérieure | secondes de coupes de nceuds

10 1 116 818 0,66 818 <1 10 5

2 129 615 0,40 615 <1 12 0

3 125 793 0,54 793 <1 14 10

4 102 803 0,67 803 <1 13 0

5 94 521 0,54 521 <1 15 4

6 88 755 0,50 755 <1 13 0

7 103 1083 0,60 1083 1,4 18 4

8 79 540 0,77 540 <1 13 4

9 92 554 0,67 554 1,3 12 12

10 127 671 0,69 671 <1 11 0
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Dans cette table on précise ici en plus ’écart relatif entre la borne supérieure et notre valeur. On
observe alors que les heuristiques de Biskup et Feldmann [2] donnent de trés bons résultats sur ces
instances.

n k p(J) | valeur de proportion borne écart | temps en  nombre nombre
I'objectif en avance supérieure relatif | secondes de coupes de nceuds

20 1 217 2986 0,44 2986 0 73 56 269

2 237 2980 0,70 2980 0 76 54 107

3 233 3583 0,47 3600 0,47% 65 68 747

4 230 3040 0,70 3040 0 90 48 145

5 188 2173 0,53 2206 1,5% 83 7 354

6 207 3010 0,53 3016 0,19% 68 96 364

7T 244 3878 0,67 3900 0,56% 71 53 250

8 202 1638 0,53 1638 0 161 52 144

9 139 1965 0,51 1992 1,3% 107 76 505

10 216 1972 0,62 1995 1,1% 71 33 100

Pour les instances de taille n=>50, on a d’abord mis une limite de temps de quinze minutes,
puis on a laissé tourné l'algorithme plus longtemps sur deux instances dont la résolution semblait
parmi les mieux engagées au bout d'un quart d’heure. Les différentes exécutions présentées pour
I'instance k = 2 différent par leur branchement (en particulier le nombre de nceuds n’est pas le
méme), cependant elles présentent les méme valeurs. L'instance pour k = 3 a été résolue en un peu
moins de deux heures, mais pour l'instance £k = 4 on a interrompu l'algorithme aprés une heure
quarante-cing.

n k p(J) borne gap borne écart | temps en  nombre nombre
inférieure CPLEX supérieure relatif | secondes de coupes de noeuds
50 1 549 6894 - 17990 158% | 1826.31 139 0
2 512 6392 65,64% 14132 121% | 1902.59 172 12
512 6392 65,64% 14132 121% | 1912.11 172 27
512 6392 65,64% 14132 121% | 1902.51 172 22
3 535 10400 20.62% 16947 59% 2085.8 233 20
4 478 9057 79.27% 14105 55% 2133.6 195 31
5 542 5897 - 14650 148% | 1856.31 170 0
6 548 7356 87.01% 14075 91% 1850.51 163 10
8 638 11945 44.47% 21367 78% 1614.72 111 4
9 457 9108 83,79% 13952 53% 2135.03 172 10
10 505 9257 82.25% 14377 55% 2137.32 183 10
50 3 535 | 164954 0 16947 0,01% 1h50 604 30 007
4 478 12274 13.28% 14105 14% 1h45 748 12733
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Conclusion

Grace a des inégalités inspirées des inégalités de Queyranne [12], on a pu traduire le non chevau-
chement des taches pour notre probléme d’ordonnancement juste-a-temps avec due-date commune
non restrictive, et ainsi obtenir une formulation PLNE (non compacte) du probléme.

Si Queyranne a pu démontrer la validité de ses inégalités par une preuve reposant sur une des-
cription géométrique, il nous a fallu changer de méthode pour prouver que notre formulation était
correcte, mais dans les deux cas on s’appuie sur des propriétés de dominance connues pour ces pro-
blémes d’ordonnancement.

Notre formulation, comme elle est actuellement codée, permet de résoudre de maniére exacte des
petites instances (pour une vingtaine de taches), mais elle peut étre largement améliorée notamment
au niveau de la séparation. En effet par manque de temps on a utilisé un algorithme exponentiel (la
résolution d’'un PLNE), alors qu’on sait que notre probléme de séparation est polynomial puisque
la maximisation d’une fonction super-modulaire I'est. De plus on a émis une idée d’algorithme en
O(n?) qui, méme s’il n’est pas exact, pourrait servir d’heuristique dans la séparation : on ajouterait
les inégalités violées qu’il fournirait jusqu’a ce qu’il n’en trouve plus, alors on utiliserait un algorithme
exact mais plus coliteux pour s’assurer que toutes les inégalités sont satisfaites.

On peut aussi espérer 'adapter au cas restrictif en ajoutant simplement les contraintes e; < d
pour tout j € J, mais la preuve que les points extrémes sont sans chevauchement demande a étre
retravailler.

Par la suite on pourra essayer de retrouver la polynomialité du probléme pour des poids indépen-
dants des taches, en étudiant les solutions obtenues en résolvant le PL relaché (i.e. sans les contraintes
d’intégrité) pour voir si une étape d’arrondi permettrait de trouver une solution optimale comme
c’est le cas dans le probléme du sac-a-dos lorsque les cotiits sont tous identiques.

On pourra aussi s’intéresser aux autres formulations PLNE du probléme, qu’on a ici laisser de
cOté, dans le but d’obtenir finalement un codage pour lequel on connait la description minimale du
polyédre des solutions.
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ANNEXES

9 Quelques définitions

9.1 Définitions d’analyse convexe
Définition 9.1

Soit A C R™.
A est convexe < V(x,y) € A2,V €]0,1], Oz + (1-0)y € A
A est un cone < Vr € AVAeR™, \xe A

Définition 9.2

Soit A C R™.

On note Conv(A) le plus petit convexe contenant A.

On note Cone(A) le plus petit cone contenant A.

On note CC(A) le plus petit cone convexe contenant A.

On note CC°(A) Ie plus petit cone convexe contenant AU {0} .

Définition 9.3

Soit A C R". Soit u € R"
u est une direction de récession de A & Vxr € AVAeER™, z+Xue A
On note 01 (A) le cone de récession de A, c’est-a-dire 'ensemble de ses directions de récession.

Remarque: Si C C R" est convexe, alors 07 (C) est un cone convexe contenant 0.

Définition 9.4
Soit C' un convexe de R". Soit x € R"
r est un point extréme de C' < V(y,z) € C?,V0 €]0,1], z =0y + (1-0)z = z=y==2
On note Extr(C') I'ensemble des points extrémes de C.

9.2 Définitions de sous-modularité
Définition 9.5
Soit J un ensemble fini non vide. Soit g une fonction de P(J) dans R.
g est sous-modulaire < Y(A, B) € P(J)?, g(AUB) < g(A) + g(B) — g(AN B)
SVY(X,Y)eP(J)2 VY XCY = g(X')—g(X) = g(Y')—g(Y)
ou X':=XU{z} et Y:=YU{z}

Remarque: L’équivalence entre les deux définitions est montrée dans [11]

Définition 9.6

Un polyédre P est dit sous-modulaire s’il existe une fonction g sous-modulaire définie sur P(.J)
et vérifiant g(0) = 0 telle que P = {z € R*|VS € P(J), (1s]z) < g(5)}

Définition 9.7
Soit J un ensemble fini non vide. Soit g une fonction de P(J) dans R.
g est sous-modulaire < V(A, B) € P(J)?, g(AUB) = g(A) + g(B) — g(AN B)
SV(X,Y)eP(J)?2 VY XCY = g(X')—g(X) < g(Y)—g(Y)
ou X':=XU{z} et Y :=YU{z}
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10 Catalogue de contre-exemples pour des formulations qui ne
marchent pas

10.1 Formulations pour le probléme étudié par Queyranne [12]
10.1.1 Une formulation avec variables disjonctives

Pour gérer le non-chevauchement des taches dans le probléme étudié par Queyranne, on peut
d’abord penser qu'’il suffit d’introduire des variables disjonctives (a; ;) (i jyes< qui indiquent si J; a lieu
avant .J; (a; ;=1 dans ce cas). On considére alors le polyédre suivant :

Ve J, Cj = Dj <l>

oo {(Cra) e xcpre | 10D €T 0 S @S @)
7 V(i,j) € J<, Ci—pi—C; = —p(J) *a;, (3)
V(i,j)eJ<, C;—p;j—Ci = —p(J)*(1—a;;) (4)

En effet pour (4,j) € J<, si a;; =1 la contrainte (4) s’écrit C; — p; — C; > 0 soit C; > C; + p;, on
retrouve la contrainte de non-chevauchement voulue, et si a; ; =0 c’est la contrainte (3) qui donne
C; > C; + p;. Mais la contrainte (4) dans le cas ou a;; =0 donne —C; > —p(J) — C; + p; soit
C; < p(J) + (Cj—p;). Cette contrainte est valide pour un ordonnancement CID puisqu’alors on a
nécessairement C; < p(J), et que la contrainte (1) assure que C;—p; > 0. De méme la contrainte (3)
est valide pour un ordonnancement [ méme quand a;; = 1. Résoudre le probléeme de Queyranne
revient alors & minimiser une fonction linéaire des C; sur les points entiers de P¢ (en fait on n’a
besoin de 'intégrité seulement pour les a; ;, mais si les durées des taches sont entieres les C; le sont
aussi dans un ordonnancement 10 ).

Mais résoudre un PLNE n’est pas facile, & moins d’étre siir qu’en résolvant le relaché continu on
tombe sur un point entier,ce qui n’est pas le cas ici d’apreés le petit contre-exemple suivant.

Contre-exemple

Pour le probléme otin =2, p; = 2 et po = 3, et ot on a donc p(J) =5 O_n

) ) J
on considére le vecteur solution défini par C; =2, Cy =3 et a;5 = 3/5 g 7 )
Ci—p1—Cy =2—-2-3 = =5x%(3/5) = —p(J) * a1 2 donc la contrainte (3) est saturée
Co—py—Cy =3-3—2 = —5x%(2/5) = —p(J) * (1—ay2) donc la contrainte (4) est saturée
Donc (C,a) est un point extréme de P“% en tant que point de P saturant deux inégalités.
Pourtant il n’est pas entier, et il ne représente pas un ordonnancement valide.

La conclusion n’est pas que cette formulation avec des variables disjonctives est fausse, mais
qu’elle n’apporte rien, au contraire elle nous incite a utiliser un algorithme exponentiel alors que le
probléme est dans P.

10.1.2 Une formulation avec des vecteurs triés

Une autre approche est de se dire que 'on a besoin de connaitre (en plus des valeurs C;) l'ordre

dans lequel les taches sont effectuées, autrement dit le 0 € &,, qui rend (Co(j))je[l..n] croissant.

En admettant qu’on sait obtenir de maniére linéaire a partir de C' le vecteur 8 de ses composantes
triées (i.e. C = (C’J(j))j 6[1..71])’ on imagine étre capable d’exprimer le non-chevauchement.

Mais si on essaye on écrit 82 > 61 + pk, ou k doit étre l'indice de la premiére tache, i.e. k=0o(1),
malheureusement on ne connait pas o(1). Tout le probléme est 14 connaitre les valeurs triées est
moins fort que connaitre le tri.
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Une autre fagon de se convaincre que les (81) ne peuvent exprimer (& eux seuls) le non-chevauchement,

est qu'un méme vecteur peut correspondre tout autant & un C' codant un ordonnancement réali-
sable qu’a un C' codant un chevauchement.

Contre-exemple

Avecn =3, p1=1,py =2, p3 =3

A LAl S

le vecteur C'= (6,4, 3) correspond a ! ' ' | ' |

0 Cg 3 C1=4 Cy=6
)

le vecteur C'=(4,6,3) correspond a ! i i | | f |
0 Ch=3 C—4 "6

%
pourtant 8 =(C"=(3,4,6)

10.2 Formulations pour notre probléme juste-a-temps
10.2.1 Une formulation avec des variables adaptées a la gestion de projet

Si 'on modélise un projet par un ensemble de taches a réaliser, liées par des contraintes de pré-
cédence uniquement, on est ramené a un probléme d’ordonnancement avec une infinité de machines.
Il n’est alors plus question des contraintes de non-chevauchement puisque les taches ne sont plus en
conflit pour utiliser la machine, elles sont en revanche soumises aux contraintes de précédence, qui
ont la méme forme : si J; doit étre exécutée avant J;, la contrainte s’écrit C; > C; + p;. La différence
par rapport au cas une machine c’est qu’on n’a plus de contraintes avec alternative : soit J; et
J; sont liées par la contrainte de précédence C; > C; + pj, soit elles sont liées par C; > C; + p;, soit
J; et J; ne sont pas liées.

Dans ce cadre il existe une formulation adaptée a la minimisation d’une fonction cotit type juste-
a-temps, i.e Y o;[C; — d;]T + B;[d; — C;]7 o les (d;) ey sont les dates d’échéance souhaitées.
jeJ
Cette formulation est développée sous forme d’exercice dans [4] et consiste essentiellement & in-
troduire, en plus des variables (C});e,, des variables (F});es représentant la pénalité engendrée par
les taches (i.e. Fj = aje; + (;t; pour notre codage).
On obtient assez facilement les contraintes Vj € J, F; > «a;(d; — C;) et Vje J, F; > 3;,(C; — d;)
en écrivant Fj: Q; [Cj—dj]+ + 5]' [dj—Cj]+
= a; max|0, C;—d;] + f; max|0, d; — C}]
= max[0, a;;(C; —d;)] + max|0, 3;(d; — Cj)]
= max{a; (C —d;), (d; —Cj)]
On montre ensuite que ¢a suffit c¢’est-a-dire que les points extrémes susceptibles d’étre atteints
en minimisant ) F; vérifieront bien F; = max|o;(C; — d;), 5;(d; — C;)].

On a donc essayé de transposer cela a notre cas en remplagant les contraintes de précédence par
des contraintes essayant de traduire le non-chevauchement, et on a considéré le polyédre 6 suivant :

Vi€ J, ;> a;(d-Cy)
PP = (C,F)eR" xR | VjeJ, Fy;>p;(C —

>
> )
VS5 ePr(J), pxC(S) = g(S)

16. Notez qu’ici le polyédre dépend des poids o et 3, puisqu’ils sont nécessaires a la variable F;
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Mais les variables C; ne peuvent traduire le non-chevauchement. Dans ’idée on peut dire qu’elles
sont adaptées quand le "0 est important",c’est-a-dire quand les taches vont se caler & gauche parce
qu’on est dans un probléme régulier, mais pas aux problémes juste-a-temps (non restrictifs) ou c’est
"d qui est important", et qui doit servir d’origine parce que c¢’est autour de d que les taches se collent.

En pratique dans les instances ot d est trés grand devant max{g(S)|S € P(J)}, comme dans
I’exemple suivant, les taches ont toute liberté quant a leur chevauchement.

Contre-exemple

Pour l'instance :

pri=1 ap:=1 B1:=2 d:=10 g{1} ) =p2=1 g{1,2}) =p2+p2+pipa=7
P2 =2 =2 [p:=3 g({2}) =p3 =4
il existe un point extréme avec chevauchement : |

Cy:=10 '7"" | I |

F1 ZZO Cgp2:16>4 F1:O:Oé1<d—01) F2 O_Oég(d—CQ)

F2 =0 Clp1+02p2:2527 F1:O:61(C’1—d) FQ_O—ﬁg(Cg—d)

Remarque: Le point (F,C) est un point extréme de P"FC" car il sature quatre contraintes linéairement

indépendantes. Bien que ces contraintes aient 'air deux & deux redondantes parce qu’on lit deux fois
F; > 0, il s’agit bien de contraintes linéairement indépendantes puisqu’elles correspondent aux vecteurs 17
(1,0,01,0)=(1,0,1,0), (1,0,—051,0)=(1,0,—2,0), (0,1,0,2) =(0,1,0,2) et (0,1,0,—52)=(0,1,0,—3),
qui sont bien linéairement indépendants. 0

10.2.2 Une formulation avec une nouvelle fonction § pour le non-chevauchement

Puisque Queyranne [12| a réussi a traduire le non-chevauchement en considérant les cofits w?
pour tous les S C J, on peut espérer faire de méme dans le probléme juste-a-temps. On veut donc,
pour chaque S CJ, minorer le cotit engendré par les taches de S pour w; =p;, par le coit minimal
d’un ordonnancement de ces taches pour w; =p;, qu’on note alors g(5), Autrement dit on s’intéresse

au polyédre suivant ; vied, 0<4; <1
(e,t,0) eR* X R*" x Z" | VjeJ, e; < M §;
Vied, t; < M(1—4;)
VS eP*(J), axe(S)+ px*t(S) = g(9)

Comme Queyranne utilise la régle de Smith pour définir g, on utilise un résultat de Hall et Posner
[7] pour calculer ces valeurs §(5). En effet, ils identifient le cas w; =p; comme polynomial en proposant

P"e,t,(;” _

I’algorithme suivant : || 1. Trier les taches par durées décroissantes, et former ainsi un bloc.
2. Trouver a partir de quelle tache la moitié de p(J) est écoulée, et placer le
bloc de sorte que d coincide avec la fin de celle-ci.
On suppose dans la suite de cette section que (p;);jec..n est décroissante de sorte que I'étape 1 devient
superflue. Pour simuler I'étape 2, on pose pour chaque SCJ, 7(S):=min {i € S| 3 p; > p(5)/2}.
j€s

J<i

([ James ) e J...( 1 I

p(S)/2 d p(S)/2

17. Une contrainte linéaire s’écrit toujours (u|z) < ¢, et ’ensemble des points la vérifiant est alors un demi-espace
délimité par un hyperplan (affine) de vecteur normal u, on explicite ici les vecteurs u correspondant a ces 4 inégalités
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On peut alors écrire §(S) = Y p;*p(SN]7.7(9)]) + > pi*p(SN]r(9)..1]).

jes ies
]iE(S) i>$(S)

En notant E'(S) = SN [1..r(S5)] les taches en avance dans I'ordonnancement fourni par 1’algo-
rithme pour I'entrée S, et T(S) = SN ]r(S)..n] celles en retard, on a aussi §(S) = g(£'(S))+g(T(S5)).
Cela ne signifie pas que g est la somme de deux fonctions super-modulaires, mais cette écriture nous
donnait bon espoir que § soit super-modulaire. On a essayé de le montrer en s’appuyant sur la ca-
ractérisation VX CY CJ, V2 Y, §(XU{z}) — §(X) < g(YU{z}) — g(Y) (cf. définition 9.7).
Aprés une énorme disjonction de cas sur I'ordre entre r(X), 7(Y) et z (pour X CY CJ et z€ YY),
on a trouvé le contre-exemple suivant qui atteste que g n’est pas super-modulaire.

Contre-exemple

pr:=10 X :={1,2} p(X)=10+6=16 p(X)/2=8¢€[0,p] doncr(X)=1
pai=6 Y :={1,2,4} p(Y)=164+2=18 pY)/2=9¢€[0,p] doncr(Y)=1
p3=4 X' :=XU{z} p(X')/2=p(X)/2+p./2=10€ [p1,p1+p2[ doncr(X') =2
pi=2 Y =YU{sh pY)/2 = p(V)/2 4 po/2 =11 € [prtpal  donc r(Y') =2

[ ! L 2 [ e=3 [ 4]

T T T T n T
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

p(X)/2 p(X)/2
p(X')/2 p(X')/2

Y

X ) =10%0+ 6%6 = 36
X') =106 + 6x0 + 4% 4 = 76
Y ) =10%0 + 66 + 28 = 36 + 16
g(Y") =10%6 + 6%0 + 4% 4 4+ 26 = 76 + 12

On a donc ici §(XU{z}) — §(X) > g(YU{z}) — g(Y), alors que X CY CJ et z€YC.

} donc §(X') — g(X) = 40

} donc §(Y') — G(Y) = 40 + (12 — 16) = 40 — 4

Si la fonction g avait été super-modulaire, il aurait encore fallu montrer que les points extrémes
de P"*%" (ou du moins ceux qu’'on peut atteindre en minimisant le cotit) codent bien des ordon-
nancements sans-chevauchement. On aurait alors pu résoudre notre probléme par un algorithme
de Branch-and-Cut, dont le probléme de séparation aurait consisté a maximiser la fonction super-
modulaire T := S+ §(S) — a* e(S) — § % t(S), ce qui est un probléme polynomial. La difficulté du
probléme (comme la complexité de I’algorithme) aurait alors résidé dans la partie branchement de
lalgorithme, c¢’est-a-dire dans le choix de d, ce qui est cohérent avec la dominance N/ : une fois
qu’on a décidé de la répartition entre avance et retard des taches, il suffit de deux tris pour obtenir

un ordonnancement optimal.
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11 Notations

11.1 Notations générales

Dans tout le document J désigne un ensemble fini non vide puisqu’il modélise notre ensemble de
taches. On notera n = #.J et on assimilera J a [1..n]. Puisqu’on travaille le plus souvent dans R”,

les vecteurs considérés sont implicitement de taille n.

[1..n]

désigne I’ensemble des entiers compris entre 1 et n

désigne la i-éme composante du vecteur x, pour i € [1..n]

désigne le vecteur quotient composante par composante i.e. v = o
désigne le vecteur (1,1,...,1)

désigne le vecteur indicateur du sous ensemble S de [1..n] ie. X; =1 ic S

désigne donc le i-éme vecteur de la base canonique pour i € [1..n]

n

désigne le produit scalaire du vecteurs x par le vecteur y i.e 2.y = > Ty
désigne la somme des composantes dans S d'un vecteur x i.e x(9) :1<x\15> =>
désigne, pour deux vecteurs z et y, et pour S C J, la somme Y z;y; e
désigne la partie positive d'un réel ¢ i.e [t|* = max(¢,0) es

désigne la partie négative d’un réel ¢ i.e [t]~ = max(—t,0)

désigne les parties de ’ensemble X

désigne les parties non vide de ’ensemble X

désigne 'ensemble des permutations de [1..n]

désigne la restriction de la fonction f a I’ensemble X

désigne I'ensemble X privé de ’ensemble Y

désigne le complémentaire de 1’ensemble X

désigne {(i,j) € X x X |i < j} pour (X, <) un ensemble ordonné

sera utilisé comme abréviation de décroissant (au sens large)

sera utilisé comme abréviation de strictement décroissant

11.2 Notations d’analyse convexe

Conv(A)
CC*(FE)
Extr(C)
07(C)

désigne ’enveloppe convexe de I’ensemble de points A C R™

désigne le cone convexe contenant 0 engendré par ’ensemble de vecteurs £ C R”
désigne ’ensemble des points extrémaux d’'un convexe C' C R”

désigne le cone de récession d'un convexe C' C R”

11.3 Notations pour 'ordonnancement

Pour l'instance :
J désigne 'ensemble des taches
n désigne le nombre de taches i.e. n = #.J
p; désigne la durée de la tache j € J

; désigne le cotit d’avance pour la tache j € J

B; désigne le cotit de retard pour la tache j € J

désigne le cotit pour la tache 7 € J dans le cas symétrique i.e. w; = a; = §;
r; désigne le ratio prix/durée pour la tache j € J dans le cas symétrique ie. r; = 2

pj

d; désigne la due date de la tache j € J
d désigne la due date si celle-ci est commune
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Pour un ordonnancement S (S comme "scheduling") :
C;(8)'"  désigne le date de fin de la tache j € J
e;(S)'"  désigne I'avance de la tache j € J, ie. ¢; = [d — )]t
t;(S)'"  deésigne le retard de la tache j € J, ie. t; = [C; —d]T
E(S) désigne 'ensemble des (indices des) taches strictement en avance
ie. E(S)={je[l.n] | C;<d}={jel.n] | ¢ >0}
E'(S) désigne I'ensemble des (indices des) taches en avance ou a ’heure
ie. E'(S)={jel.n] | C;<d}={je[l.n] | ¢; >0}
T(S) désigne 'ensemble des (indices des) taches strictement en retard
Le. T(S)={jel.n] | C;>d}={je(l.n] | t; >0}
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