
FA
LQ

A
nn

e-
E

lis
ab

et
h

Av
ri
l-A

oû
t

20
17

R
a
pp

o
rt

d
e

st
ag

e

A
pp

ro
c
h
e

po
ly

éd
r
a
le

po
u
r

le
s

pr
o
bl

èm
es

d
’o

r
d
o
n
n
a
n
c
em

en
t

ju
st

e-
à
-t

em
ps

à
u
n
e

m
a
c
h
in

e
E

nc
ad

ré
pa

r
Sa

fia
K

ed
ad

-S
id

ho
um

et
P

ie
rr

e
Fo

ui
lh

ou
x

P
ré

fa
ce

C
e

do
cu

m
en

t
te

nd
à

pr
és

en
te

r
en

un
e

vi
ng

ta
in

e
de

pa
ge

s
le

st
ag

e
de

5
m

oi
s

qu
e

j’a
ie

ffe
ct

ué
au

LI
P

6
(L

ab
or

at
oi

re
d’

in
fo

rm
at

iq
ue

de
P
ar

is
6)

,
so

us
la

di
re

ct
io

n
de

Sa
fia

K
ed

ad
-S

id
ho

um
et

P
ie

rr
e

Fo
ui

lh
ou

x.
Il

s’
ag

it
d’

un
st

ag
e

de
m

as
te

r
2,

qu
ie

nt
re

da
ns

le
ca

dr
e

du
m

as
te

r
m

at
hé

m
at

iq
ue

s
de

la
m

od
él

is
at

io
n

de
l’U

P
M

C
qu

e
j’a

is
ui

vi
ce

tt
e

an
né

e.

Le
bu

t
de

ce
st

ag
e

ét
ai

t
d’

ét
ud

ie
r

le
s

ré
su

lt
at

s
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

su
r

le
s

pr
ob

lè
m

es
ju

st
e-

à-
te

m
ps

d’
un

e
pa

rt
,e

t
le

s
ré

su
lt
at

s
su

r
le

s
po

ly
èd

re
s

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
d’

au
tr

e
pa

rt
,a

fin
de

po
uv

oi
r

ét
ud

ie
r

pu
is

ré
so

ud
re

le
s

pr
ob

lè
m

es
ju

st
e-

à-
te

m
ps

pa
r

un
e

ap
pr

oc
he

po
ly

éd
ra

le
.D

an
s

l’e
sp

oi
r

d’
ob

te
ni

r
un

e
ca

ra
ct

ér
is

at
io

n
co

m
pl

èt
e

du
po

ly
èd

re
de

s
so

lu
ti
on

s
po

ur
un

pr
ob

lè
m

e
po

ly
no

m
ia

l,
on

s’
es

t
in

té
re

ss
é

en
pa

rt
ic

ul
ie

r
au

x
pr

ob
lè

m
es

ju
st

e-
à-

te
m

ps
à

un
e

m
ac

hi
ne

,d
on

t
pl

us
ie

ur
s

so
nt

ré
pu

té
s

po
ly

no
m

ia
ux

.
O

n
s’

es
t

fin
al

em
en

t
fo

ca
lis

é
su

r
le

pr
ob

lè
m

e
à

un
e

m
ac

hi
ne

av
ec

da
te

d’
éc

hé
an

ce
co

m
m

un
e

no
n

re
st

ri
ct

iv
e,

do
nt

on
sa

it
qu

’il
es

t
po

ly
no

m
ia

lo
u

N
P

-d
iffi

ci
le

se
lo

n
le

s
hy

po
th

ès
es

qu
e

l’o
n

m
et

su
r

le
s

co
ût

s
d’

av
an

ce
et

de
re

ta
rd

.

So
m

m
ai

re
1

In
tr

od
u
ct

io
n

au
x

p
ro

b
lè

m
es

d
’o

rd
on

n
an

ce
m

en
t
à

u
n
e

m
ac

h
in

e
av

ec
co

û
ts

d
’a

va
n
ce

et
d
e

re
ta

rd

É
ta

t
de

l’a
rt

de
s

pr
ob

lè
m

es
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ju
st

e-
à-

te
m

ps
à

un
e

m
ac

hi
ne

2
C

ar
to

gr
ap

h
ie

d
es

p
ro

b
lè

m
es

2.
1

E
xp

re
ss

io
n

du
co

ût
et

co
da

ge
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
2.

2
D

iff
ér

en
te

s
hy

po
th

ès
es

3
R

és
u
lt

at
s

fo
n
d
at

eu
rs

d
e

K
an

et
[1

0]
et

d
om

in
an

ce
s

3.
1

Id
ée

de
l’a

lg
or

it
hm

e
de

K
an

et
3.

2
Id

ée
de

la
pr

eu
ve

de
va

lid
it
é

de
l’a

lg
or

it
hm

e

4
R

és
u
lt

at
s

d
e

H
al

l
et

P
os

n
er

[7
]

4.
1

P
ri
nc

ip
au

x
ré

su
lt
at

s

1

É
ta

t
de

l’a
rt

su
r

l’a
pp

ro
ch

e
p
ol

yé
dr

al
e

du
pr

ob
lè

m
e

de
m

in
im

is
at

io
n

de
la

so
m

m
e

p
on

dé
ré

e
de

s
en

co
ur

s

5
R

és
u
lt

at
s

d
e

Q
u
ey

ra
n
n
e

[1
2]

5.
1

St
ru

ct
ur

e
po

ly
éd

ra
le

5.
2

D
es

cr
ip

ti
on

de
C

on
v(
Q

)
pa

r
de

s
in

ég
al

it
és

5.
3

P
ro

bl
èm

e
de

sé
pa

ra
ti
on

5.
4

D
eu

x
no

uv
el

le
s

pr
eu

ve
s

du
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

de
s

po
in

ts
ex

tr
êm

es
5.

4.
1

U
ne

pr
eu

ve
co

ns
tr

uc
ti
ve

5.
4.

2
U

ne
pr

eu
ve

ba
sé

e
su

r
le

s
in

ég
al

it
és

É
tu

de
p
ol

yé
dr

al
e

d’
un

pr
ob

lè
m

e
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

un
e

m
ac

hi
ne

av
ec

co
ût

s
d’

av
an

ce
et

de
re

ta
rd

6
Fo

rm
u
la

ti
on

(e
,t
,δ
,l
,r
)

6.
1

Id
ée

et
no

uv
ea

u
co

da
ge

6.
2

Fo
rm

ul
at

io
n

6.
3

In
té

rê
t

du
po

ly
èd

re
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

et
pr

eu
ve

7
P

ro
b
lè

m
e

d
e

sé
p
ar

at
io

n
as

so
ci

é

8
R

és
u
lt

at
s

ex
p
ér

im
en

ta
u
x

C
on

cl
us

io
n

A
N

N
E
X

E
S

9
Q

u
el

qu
es

d
éfi

n
it

io
n
s

9.
1

D
éfi

ni
ti
on

s
d’

an
al

ys
e

co
nv

ex
e

9.
2

D
éfi

ni
ti
on

s
de

so
us

-m
od

ul
ar

it
é

10
C

at
al

og
u
e

d
e

co
nt

re
-e

xe
m

p
le

s
p
ou

r
d
es

fo
rm

u
la

ti
on

s
qu

i
n
e

m
ar

ch
en

t
p
as

10
.1

Fo
rm

ul
at

io
ns

po
ur

le
pr

ob
lè

m
e

ét
ud

ié
pa

r
Q

ue
yr

an
ne

[1
2]

10
.1

.1
U

ne
fo

rm
ul

at
io

n
av

ec
va

ri
ab

le
s

di
sj

on
ct

iv
es

10
.1

.2
U

ne
fo

rm
ul

at
io

n
av

ec
de

s
ve

ct
eu

rs
tr

ié
s

10
.2

Fo
rm

ul
at

io
ns

po
ur

no
tr

e
pr

ob
lè

m
e

ju
st

e-
à-

te
m

ps
10

.2
.1

U
ne

fo
rm

ul
at

io
n

av
ec

de
s

va
ri
ab

le
s

ad
ap

té
es

à
la

ge
st

io
n

de
pr

oj
et

10
.2

.2
U

ne
fo

rm
ul

at
io

n
av

ec
un

e
no

uv
el

le
fo

nc
ti
on

g̃
po

ur
le

no
n-

ch
ev

au
ch

em
en

t

11
N

ot
at

io
n
s

11
.1

N
ot

at
io

ns
gé

né
ra

le
s

11
.2

N
ot

at
io

ns
d’

an
al

ys
e

co
nv

ex
e

11
.3

N
ot

at
io

ns
po

ur
l’o

rd
on

na
nc

em
en

t

R
éf

ér
en

ce
s

2



1
In

tr
od

uc
ti

on
au

x
pr

ob
lè

m
es

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
à

un
e

m
ac

hi
ne

av
ec

co
ût

s
d’

av
an

ce
et

de
re

ta
rd

Il
s’

ag
it

d’
un

pr
ob

lè
m

e
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

à
u
n
e

m
ac

h
in

e,
c’

es
t-

à-
di

re
qu

’o
n

ve
ut

ex
éc

ut
er

un
en

se
m

bl
e

de
tâ

ch
es

J
su

r
un

e
m

ac
hi

ne
qu

in
e

pe
ut

ré
al

is
er

qu
’u

ne
se

ul
e

tâ
ch

e
à

la
fo

is
.D

e
pl

us
le

s
tâ

ch
es

ne
pe

uv
en

t
êt

re
in

te
rr

om
pu

es
en

co
ur

s
ex

éc
ut

io
n,

il
fa

ut
le

s
fa

ir
e

d’
un

e
tr

ai
te

:
on

di
t

qu
’o

n
es

t
en

m
od

e
n
on

p
ré

em
p
ti

f.
Le

te
m

ps
d’

ex
éc

ut
io

n
dé

pe
nd

de
la

tâ
ch

e,
m

ai
s

pa
s

de
l’i

ns
ta

nt
où

el
le

es
t

ex
éc

ut
ée

,
ni

de
l’o

rd
re

da
ns

le
qu

el
so

nt
eff

ec
tu

ée
s

le
s

tâ
ch

es
.

A
ut

re
m

en
t

di
t

no
tr

e
m

ac
hi

ne
es

t
in

fa
ti
ga

bl
e,

im
pe

rt
ur

ba
bl

e,
un

e
vr

ai
e

m
ac

hi
ne

qu
oi

!O
n

no
te

p
j

ce
tt

e
d
u
ré

e
d
’e

xé
cu

ti
on

po
ur

ch
aq

ue
tâ

ch
e
j
∈
J
.
O

n
su

pp
os

er
a

ce
tt

e
du

ré
e

po
si

ti
ve

,
et

m
êm

e
st

ri
ct

em
en

t
po

si
ti
ve

ca
r

un
e

tâ
ch

e
in

st
an

ta
né

e
po

ur
ra

it
êt

re
in

te
rc

al
ée

n’
im

po
rt

e
où

.
Le

bu
t

es
t

do
nc

de
ca

le
r

ce
s

tâ
ch

es
da

ns
le

te
m

ps
et

fo
rm

el
le

m
en

t
un

or
d
on

n
an

ce
m

en
t

es
t

la
do

nn
ée

de
s

pé
ri
od

es
d’

ex
éc

ut
io

n
de

ch
ac

un
e

de
s

tâ
ch

es
.P

ui
sq

u’
on

co
nn

aî
t

le
s

du
ré

es
de

s
tâ

ch
es

,o
n

pe
ut

se
co

nt
en

te
r

de
do

nn
er

le
s
d
at

es
d
e

fi
n

de
ch

aq
ue

tâ
ch

e,
qu

’o
n

no
te

ra
us

ue
lle

m
en

t
(C

j
) j

∈J
(

C
po

ur
"c

om
pl

et
io

n
ti
m

e"
en

an
gl

ai
s)

.C
e

se
ra

no
tr

e
pr

em
ie

r
co

da
ge

,n
ot

re
pr

em
iè

re
fa

ço
n

de
dé

cr
ir
e

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ré

el
de

m
an

iè
re

no
n

am
bi

gu
ë,

m
ai

s
on

ut
ili

se
ra

au
ss

i
d’

au
tr

es
co

da
ge

s
pa

r
la

su
it
e.

E
xe

m
p
le

:
i

p
i

1
3

2
2

3
1.

5
0|

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

J
1

C
1
=

6

|
J
2

C
2
=

3

|
J
3 C
3
=

9.
5

|

N
B

:u
ne

hy
po

th
ès

e
im

pl
ic

it
e

m
ai

s
im

po
rt

an
te

es
t

qu
e

l’o
n

ne
pe

ut
re

m
on

te
r

da
ns

le
te

m
ps

av
an

t
0.

Si
je

fa
is

un
pl

an
ni

ng
m

ai
nt

en
an

t
je

ne
pe

ux
di

re
qu

e
le

m
ie

ux
c’

es
t

d’
av

oi
r

dé
jà

fa
it

m
es

de
vo

ir
s

hi
er

!

P
lu

s
pr

éc
is

ém
en

t
le

pr
ob

lè
m

e
es

t
de

tr
ou

ve
r

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
qu

im
in

im
is

e
un

e
ce

rt
ai

ne
fo

nc
-

ti
on

co
ût

,c
om

m
e

pa
r

ex
em

pl
e
�

j∈
J
C

j
.C

e
pr

ob
lè

m
e,

qu
ia

no
ta

m
m

en
t

ét
é

ét
ud

ié
av

ec
un

e
ap

pr
oc

he
po

ly
éd

ra
le

pa
r

Q
ue

yr
an

ne
[1

2]
(C

f
se

ct
io

n
5)

,a
le

bo
n

go
ût

d’
êt

re
ré

gu
li
er

,c
’e

st
-à

-d
ir
e

qu
e

le
s

so
-

lu
ti
on

s
où

le
s

tâ
ch

es
so

nt
fa

it
es

au
pl

us
tô

t
so

nt
to

uj
ou

rs
m

ei
lle

ur
es

(a
u

se
ns

la
rg

e)
.

O
n

va
s’

in
té

re
ss

er
qu

an
t
à

no
us

à
de

s
co

û
ts

d
’a

va
n
ce

-r
et

ar
d
,c

’e
st

-à
-d

ir
e

qu
’o

n
do

it
fin

ir
ch

aq
ue

tâ
ch

e
j
∈
J

à
un

e
da

te
d
j

di
te

da
te

d’
éc

hé
an

ce
ou

d
u
e-

d
at

e.
C

e
n’

es
t

pa
s

un
e

de
ad

lin
e

:
on

pe
ut

né
an

m
oi

ns
fin

ir
la

tâ
ch

e
j

ap
rè

s
d
j
,m

ai
s

il
fa

ud
ra

al
or

s
pa

ye
r

un
e

p
én

al
it

é
d
e

re
ta

rd
,p

ro
po

rt
io

n-
ne

lle
au

re
ta

rd
.L

à
où

c’
es

t
un

pe
u

pl
us

su
rp

re
na

nt
,c

’e
st

qu
e

si
on

fin
it

av
an

t
la

du
e-

da
te

on
de

vr
a

au
ss

ip
ay

er
un

e
pé

na
lit

é,
pr

op
or

ti
on

ne
lle

à
l’a

va
nc

e.
D

’u
n

po
in

t
de

vu
e

pr
at

iq
ue

ce
la

pe
ut

m
od

él
is

er
le

s
co

ût
s

de
st

oc
ka

ge
qu

’e
ng

en
dr

en
t

le
s

pr
od

ui
ts

fin
is

av
an

t
le

ur
da

te
de

liv
ra

is
on

.
O

n
pa

rl
e

al
or

s
de

pr
ob

lè
m

e
ju

st
e-

à-
te

m
p
s,

ca
r

en
de

ho
rs

du
ca

s
où

on
fin

it
pi

le
à

l’h
eu

re
,
on

a
un

e
pé

na
lit

é.
La

pé
na

lis
at

io
n

de
l’a

va
nc

e
es

t
un

e
hy

po
th

ès
e

im
po

rt
an

te
ca

r
el

le
ca

ss
e

la
ré

gu
la

ri
té

du
pr

ob
lè

m
e,

on
pe

rd
la

do
m

in
an

ce
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
ta

ss
és

à
ga

uc
he

c’
es

t-
à-

di
re

qu
’o

n
ne

pe
ut

pl
us

ca
le

r
le

s
tâ

ch
es

le
pl

us
tô

t
po

ss
ib

le
au

ri
sq

ue
de

fo
ur

ni
r

un
e

so
lu

ti
on

no
n

op
ti
m

al
e.

O
n

co
m

m
en

ce
pa

r
l’é

ta
t

de
l’a

rt
qu

e
l’o

n
a

sé
pa

ré
en

de
ux

pa
rt

ie
s

ta
nt

le
s

po
in

ts
de

vu
e

di
ffè

re
nt

.
E

n
eff

et
,
da

ns
la

pr
em

iè
re

pa
rt

ie
on

fa
it

un
to

ur
d’

ho
ri
zo

n
de

s
pr

ob
lè

m
es

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ju

st
e-

à-
te

m
ps

à
un

e
m

ac
hi

ne
,
pu

is
on

se
co

nc
en

tr
e

su
r

de
ux

ar
ti
cl

es
où

la
du

e-
da

te
es

t
co

m
m

un
e

et
no

n
re

st
ri
ct

iv
e,

ta
nd

is
qu

e
da

ns
la

de
ux

iè
m

e
pa

rt
ie

on
dé

ta
ill

e
l’a

rt
ic

le
de

Q
ue

yr
an

ne
[1

2]
qu

i
tr

ai
te

un
pr

ob
lè

m
e

ré
gu

lie
r

pa
r

un
e

ap
pr

oc
he

po
ly

éd
ra

le
.

D
an

s
la

tr
oi

si
èm

e
pa

rt
ie

on
pr

és
en

te
no

tr
e

tr
av

ai
l

qu
i

fa
it

en
qu

el
qu

e
so

rt
e

la
sy

nt
hè

se
pu

is
qu

’o
n

a
ét

ud
ié

le
pr

ob
lè

m
e

ju
st

e-
à-

te
m

ps
av

ec
du

e-
da

te
co

m
m

un
e

no
n-

re
st

ri
ct

iv
e

pa
r

un
e

ap
pr

oc
he

po
ly

éd
ra

le
si

m
ila

ir
e

à
ce

lle
de

Q
ue

yr
an

ne
.

O
n

jo
in

t
en

an
ne

xe
s
qu

el
qu

es
dé

fin
it
io

ns
ut

ile
s,

un
ca

ta
lo

gu
e

de
co

nt
re

-e
xe

m
pl

es
ai

ns
iq

u’
un

ré
su

m
é

de
s
no

ta
ti
on

s
ut

ili
sé

es
.

3

É
ta

t
de

l’a
rt

de
s

pr
ob

lè
m

es
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ju
st

e-
à-

te
m

ps
à

un
e

m
ac

hi
ne

2
C

ar
to

gr
ap

hi
e

de
s

pr
ob

lè
m

es

2.
1

E
xp

re
ss

io
n

du
co

ût
et

co
da

ge
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts

O
n

in
tr

od
ui

tc
on

si
dè

re
ch

aq
ue

tâ
ch

e
j
∈
J
,α

j
et

β
j
,l

es
co

û
ts

u
n
it

ai
re

s
d
’a

va
n
ce

et
d
e

re
ta

rd
.

A
in

si
po

ur
le

co
da

ge
pa

r
le

s
C

i,
le

co
ût

gl
ob

al
de

l’o
rd

on
na

nc
em

en
t

s’
éc

ri
t

:
� j∈

J

α
j
[d

j
−
C

j
]+

+
β
j
[C

j
−
d
j
]+

où
[t
]+

dé
si

gn
e

la
pa

rt
ie

po
si

ti
ve

d’
un

ré
el

t
i.e

[t
]+
=
m
a
x
(0
,t
)

La
qu

an
ti
té

[d
j
−
C

j
]+

re
pr

és
en

te
l’a

va
n
ce

,
el

le
es

t
to

uj
ou

rs
po

si
ti
ve

et
nu

lle
si

la
tâ

ch
e

es
t

en
re

ta
rd

(o
u

à
l’h

eu
re

)
:

on
la

no
te

e
j

(e
po

ur
"e

ar
lin

es
s"

).
Sy

m
ét

ri
qu

em
en

t
[C

j
−
d
j
]+

re
pr

és
en

te
le

re
ta

rd
,e

lle
es

t
au

ss
it

ou
jo

ur
s

po
si

ti
ve

,m
ai

s
nu

lle
si

la
tâ

ch
e

es
t

en
av

an
ce

(o
u

à
l’h

eu
re

)
:o

n
la

no
te

t j
(t

po
ur

"t
ar

di
ne

ss
")

.
La

do
nn

ée
de

ce
s

de
ux

qu
an

ti
té

s
po

ur
ch

aq
ue

tâ
ch

e
ca

ra
ct

ér
is

e
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t,

et
co

ns
ti
tu

e
un

co
da

ge
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
pl

us
ad

ap
té

au
x

pr
ob

lè
m

es
ju

st
e-

à-
te

m
ps

.E
n

eff
et

le
co

ût
s’

ex
pr

im
e

al
or

s
pl

us
fa

ci
le

m
en

t,
et

su
rt

ou
t

de
m

an
iè

re
lin

éa
ir
e

:
� j∈

J

α
j
e j

+
β
j
t j

2.
2

D
iff

ér
en

te
s

hy
p
ot

hè
se

s

Le
pr

ob
lè

m
e

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ju

st
e-

à-
te

m
ps

qu
’o

n
a

dé
cr

it
da

ns
sa

ve
rs

io
n

la
pl

us
gé

né
ra

le
,

se
dé

cl
in

e
en

un
e

m
ul

ti
tu

de
de

so
us

-p
ro

bl
èm

es
lo

rs
qu

’o
n

aj
ou

te
de

s
hy

po
th

ès
es

re
st

ri
ct

iv
es

su
r

le
s

in
st

an
ce

s
co

ns
id

ér
ée

s.
O

n
pe

ut
aj

ou
te

r
de

s
hy

p
ot

h
ès

es
su

r
la

du
e

da
te

-
un

ic
it
é

de
la

du
e

da
te

i.e
.∀

j
∈
J
,
d
j
=
d

-
re

st
ri
ct

iv
it
é/

no
n

re
st

ri
ct

iv
it
é

de
la

du
e

da
te

1

i.e
.
d
<

p(
J
)/

d
�

p(
J
)

2

su
r

le
s

po
id

s
-

sy
m

ét
ri
e

i.e
.α

j
=
β
j

(q
u’

on
no

te
al

or
s
w

j
)

-
in

dé
pe

nd
an

ce
i.e

.∀
j
∈
J
,
α
j
=
α

et
β
j
=
β

su
r

le
s

du
ré

es
-

tâ
ch

es
de

m
êm

e
du

ré
e

i.e
.∀

j
∈
J
,
p
j
=
p

-
p j
=
w

j

�:
O

n
pe

ut
av

oi
r

l’i
m

pr
es

si
on

au
x

ti
tr

es
de

s
ar

ti
cl

es
qu

’il
s

tr
ai

te
nt

pa
rf

oi
s

le
ca

s
gé

né
ra

l
d’

un
e

du
e-

da
te

qu
el

co
nq

ue
,m

ai
s

le
s

ar
ti

cl
es

ci
té

s
ic

it
ra

it
en

t
so

it
le

ca
s

re
st

ri
ct

if,
so

it
le

ca
s

no
n

re
st

ri
ct

if.
Le

ca
s

gé
né

ra
l

es
t

en
fa

it
au

ss
id

ur
qu

e
le

ca
s

re
st

ri
ct

if.

O
n

pe
ut

au
ss

ic
ha

ng
er

de
pr

ob
lè

m
e

en
aj

ou
ta

nt
de

s
co

nt
ra

in
te

s
de

pr
éc

éd
en

ce
,p

ou
r

re
tr

ou
ve

r
d’

au
tr

es
ca

s
po

ly
no

m
ia

ux
,c

om
m

e
c’

es
t

le
ca

s
av

ec
la

co
nt

ra
in

te
sé

qu
en

ce
fix

ée
Le

sc
hé

m
a

ci
-a

pr
ès

ré
su

m
e

le
s

pr
in

ci
pa

ux
pr

ob
lè

m
es

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ju

st
e-

à-
te

m
ps

.
C

on
çu

co
m

m
e

un
ge

nr
e

de
ca

rt
og

ra
ph

ie
,o

n
pa

rt
du

pr
ob

lè
m

e
cl

as
si

qu
e

de
K

an
et

[1
0]

(d
ue

da
te

no
n

re
st

ri
c-

ti
ve

,p
oi

ds
to

us
ég

au
x,

do
nc

su
pp

os
és

ég
au

x
à

1)
et

on
se

dé
pl

ac
e

de
pr

ob
lè

m
e

en
pr

ob
lè

m
e

en
su

iv
an

t
le

s
flè

ch
es

.L
a

pr
em

iè
re

dé
m

ar
ch

e
de

dé
pl

ac
em

en
te

st
d’

en
le

ve
ru

ne
hy

po
th

ès
e

fo
rt

e
(fl

èc
he

s
ve

rt
es

),
ce

qu
in

ou
s
ra

m
èn

e
à

un
pr

ob
lè

m
e

pl
us

gé
né

ra
le

t
N

P
-d

iffi
ci

le
.O

n
ch

er
ch

e
en

su
it
e

le
s
so

us
-p

ro
bl

èm
es

qu
i

pe
uv

en
tê

tr
es

po
ly

no
m

ia
ux

en
aj

ou
ta

nt
d’

au
tr

es
hy

po
th

ès
es

(fl
èc

he
s
ro

se
s)

ou
co

nt
ra

in
te

s
(fl

èc
he

s
vi

o-
le

tt
es

).
O

n
pr

és
en

te
le

s
qu

at
re

va
ri
at

io
ns

de
ch

aq
ue

pr
ob

lè
m

e
ob

te
nu

es
pa

r
ch

an
ge

m
en

t
d’

hy
po

th
ès

es
su

r
le

s
co

ût
s

(fl
èc

he
s

tu
rq

uo
is

es
).

1.
La

re
st

ri
ct

iv
it
é

n’
a

vr
ai

m
en

t
de

se
ns

qu
e

lo
rs

qu
e

la
du

e-
da

te
es

t
un

iq
ue

(i
.e

.c
om

m
un

e)
2.

cf
.n

ot
at

io
ns

pa
ge

32

4



KANET [10]

due date commune ∈ P
non restrictive O(n log n)

coûts symétriques
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

due date commune ∈ P
non restrictive O(n log n)

coûts quelconques
indépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β

due date commune NP-difficile
non restrictive car déjà avec

symétriecoûts quelconques
dépendant de la tâche au sens ? ?
�→ αi et βi

HALL et POSNER [7]

due date commune NP-difficile
non restrictive par réduction

de EOPcoûts symétriques
dépendant de la tâche au sens

faible O(nP )�→ αi = βi = ωi

commune ∈ P
non restrictive O(n)

coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

ωi = pi [7]

commune ∈ P
non restrictive O(n log n)

coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

pi = p [7]

due date commune NP-difficile
et restrictive par réduction

de EOP 1 [8]coûts symétriques
indépendants de la tâche au sens

faible O(n2d)�→ αi = βi = 1

1. EOP=EVEN-ODD PARTITION est défini en section 4

commune ∈ P
restrictive O(n)

coûts symétriques
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

pi = p [8]

HOOGEVEEN et VAN DE VELDE [8]

due date commune NP-difficile
et restrictive car déjà sans

pondérationcoûts symétriques
dépendant de la tâche au sens faible

O(n2d) [8]�→ αi = βi = ωi

due date commune NP-
difficile

et restrictive car déjà avec
symétriecoûts quelconques

indépendants de la tâche au sens
faible [9]�→ αi = α et βi = β

due date commune NP-difficile
et restrictive car déjà sans

poids ou
avec symétrie

coûts quelconques
dépendant de la tâche
�→ αi et βi au sens ? ?

commune ∈ P
restrictive O(n log n)

coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

pi = p [8]

commune ∈ P
restrictive O(n log n)

coûts symétriques par pi �
avec d
placée au
milieu

dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

ωi = pi [8]

GAREY, TARJAN, WILFONG [3]

due dates quelconques NP-difficile
coûts symétriques réduction de

EOPindépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1 au sens ? ?

due dates quelconques NP-difficile
coûts quelconques car déjà avec

symétrieindépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β au sens ? ?

due dates quelconques NP-difficile
coûts symétriques car déjà sans

pondérationdépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi au sens ? ?

due dates quelconques NP-diff. au
sens fortcoûts quelconques

dépendant de la tâche car plus dur
que

�
ωiTiαi et βi

due date quelconques ∈ P
coûts symétriques O(n log n)
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

pi = p

due date quelconques ? ? ?
coûts quelconques
indépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β

pi = p

due date quelconques ? ? ?
coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

pi = p

due date quelconques ? ? ?
coûts quelconques
dépendant de la tâche
�→ αi et βi

pi = p

due dates quelconques ∈ P
coûts symétriques O(n log n)
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

séquence fixée [3]

due dates quelconques ∈ P
coûts quelconques O(n log n)
indépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β

séquence fixée [3]

due dates quelconques ∈ P
coûts symétriques O(n log n)
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

séquence fixée [3]

due dates quelconques ∈ P
coûts quelconques O(n log n)
dépendant de la tâche
�→ αi et βi

séquence fixée [3]

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pe
rt

e
de

sy
m

ét
ri
e

pondération

pondération

pondération

pondération

pondération

pondération

pondération

pondération

pondération

pondération

séquence
fixée

re
st

ri
ct

iv
it
é

perte d’unicité de la due date



3
R

és
ul

ta
ts

fo
nd

at
eu

rs
de

K
an

et
[1

0]
et

do
m

in
an

ce
s

3.
1

Id
ée

de
l’a

lg
or

it
hm

e
de

K
an

et

K
an

et
[1

0]
a

ét
ud

ié
le

pr
ob

lè
m

e
d’

or
-

do
nn

an
ce

m
en

t
ju

st
e-

à-
te

m
ps

au
to

ur
d’

un
e

d
u
e-

d
at

e
co

m
m

u
n
e

et
n
on

re
st

ri
ct

iv
e,

po
ur

de
s

pé
na

lit
és

d’
av

an
ce

et
de

re
ta

rd
s

to
ut

es
ég

al
es

(o
n

pr
en

d
al

or
s

∀j
∈

J
,

α
j
=

β
j
=

1
).

Il
a

m
on

tr
é

qu
e

ce
pr

ob
lè

m
e

es
t

po
ly

no
m

ia
le

t
se

ré
so

ut
en

O
(n

lo
g(

n
))

gr
âc

e
à

un
tr

id
es

tâ
ch

es
pa

r
du

ré
es

dé
cr

oi
s-

sa
nt

es
(a

),
pu

is
à

un
e

di
st

ri
bu

ti
on

de
st

âc
he

s
de

pa
rt

et
d’

au
tr

e
de

la
du

e
da

te
,d

e
l’e

xt
é-

ri
eu

r
ve

rs
l’i

nt
ér

ie
ur

.
D

an
s

l’i
dé

e,
on

pl
ac

e
la

tâ
ch

e
la

pl
us

lo
ng

ue
en

pr
em

iè
re

po
si

-
ti
on

(b
),

pu
is

la
de

ux
iè

m
e

pl
us

lo
ng

ue
en

de
rn

iè
re

po
si

ti
on

(c
),

pu
is

la
tr

oi
si

èm
e

pl
us

lo
ng

ue
en

de
ux

iè
m

e
po

si
ti
on

(d
)

et
ai

ns
id

e
su

it
e

(e
),

pu
is

on
re

ss
er

re
to

ut
au

to
ur

de
la

du
e

da
te

(f
).

d| d| d| d| d|

J
1

J
2

J
3

J
4

J
1

J
4

J
3

J
2

(a
)

J
1

(b
)

J
1

J
4

(c
)

J
1

J
4

J
3

(d
)

J
1

J
4

J
3

J
2

(e
)

J
1

J
4

J
3

J
2

(f
)

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

3.
2

Id
ée

de
la

pr
eu

ve
de

va
lid

it
é

de
l’a

lg
or

it
hm

e

B
ea

uc
ou

p
de

s
pr

op
ri
ét

és
qu

in
ou

s
in

té
re

ss
en

t,
ta

nt
da

ns
ce

tt
e

pa
rt

ie
qu

e
pa

r
la

su
it
e,

do
nn

en
t

de
s

co
nd

it
io

ns
né

ce
ss

ai
re

s
ou

de
s

co
nd

it
io

ns
su

ffi
sa

nt
es

po
ur

qu
’u

n
or

do
nn

an
ce

m
en

t
so

it
op

ti
m

al
.

A
fin

de
bi

en
di

st
in

gu
er

le
s

de
ux

,d
’ê

tr
e

au
ss

ip
ré

ci
s

qu
e

po
ss

ib
le

et
d’

éc
ri
re

so
us

un
m

êm
e

fo
rm

al
is

m
e

le
s

ré
su

lt
at

s
de

s
di

ffé
re

nt
s

ar
ti
cl

es
,o

n
ut

ili
se

ra
le

s
co

nc
ep

ts
de

do
m

in
an

ce
st

ri
ct

e
et

do
m

in
an

ce
la

rg
e

:
Si

to
u
s

le
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

op
ti
m

au
x

vé
ri
fie

nt
un

e
pr

op
ri
ét

é
p
,

op
ti
m

al
it
é
⇒

p
on

di
t

qu
’o

n
a

d
om

in
an

ce
st

ri
ct

e
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
vé

ri
fia

nt
p

Si
au

m
oi

n
s

u
n

or
do

nn
an

ce
m

en
t

op
ti
m

al
vé

ri
fie

la
pr

op
ri
ét

é
p

op
ti
m

al
it
é
�⇒

p
�

on
di

t
al

or
s

qu
’o

n
a

d
om

in
an

ce
la

rg
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

vé
ri
fia

nt
p

D
an

s
le

s
de

ux
ca

s
on

pe
ut

se
co

nt
en

te
r

de
ch

er
ch

er
l’o

pt
im

um
pa

rm
il

es
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
vé

ri
fia

nt
p
,
et

c’
es

t
to

ut
l’i

nt
ér

êt
de

s
do

m
in

an
ce

s.
Ic

i
en

pa
rt

ic
ul

ie
r,

la
pr

eu
ve

de
va

lid
it
é

de
l’a

lg
or

it
hm

e
de

K
an

et
re

po
se

su
r

de
ux

pr
op

ri
ét

és
de

do
m

in
an

ce
qu

i
no

us
pe

rm
et

te
nt

de
no

us
ra

m
en

er
à

un
si

m
pl

e
pr

ob
lè

m
e

d’
aff

ec
ta

ti
on

.P
ou

r
le

s
én

on
ce

r
on

in
tr

od
ui

t
de

ux
no

uv
el

le
s

no
ta

ti
on

s.
N

ot
at

io
n
s

3.
1

L’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
S

vé
ri
fie

⇔
il

es
t

sa
ns

tr
ou

�
⇔

il
ad

m
et

un
e

tâ
ch

e
qu

ifi
ni

t
à

l’h
eu

re
P

ro
p
ri

ét
é

3.
2

P
ou

r
le

pr
ob

lè
m

e
de

K
an

et
,o

n
a

do
m

in
an

ce
st

ri
ct

e
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
do

m
in

an
ce

la
rg

e
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
�

Id
ée

d
e

p
re

u
ve

:
Si

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
pr

és
en

te
un

tr
ou

on
pe

ut
,s

el
on

qu
e

l’o
n

es
t

à
dr

oi
te

ou
à

ga
uc

he
de

la
du

e-
da

te
,a

va
nc

er
ou

re
ta

rd
er

(s
tr

ic
te

m
en

t)
un

e
tâ

ch
e

de
m

an
iè

re
à

la
ra

pp
ro

ch
er

(s
tr

ic
te

m
en

t)
de

d
et

ai
ns

ir
éd

ui
re

(s
tr

ic
te

m
en

t)
le

s
pé

na
lit

és
qu

’e
lle

gé
nè

re
.D

’o
ù

la
pr

em
iè

re
do

m
in

an
ce

(s
tr

ic
te

).
Si

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
op

ti
m

al
pr

és
en

te
un

e
tâ

ch
e
t

à
ch

ev
al

su
r
d
,
il

co
ns

ti
tu

e
né

ce
ss

ai
re

m
en

t
un

bl
oc

(d
’a

pr
ès

le
pr

em
ie

r
po

in
t)

et
pa

r
op

ti
m

al
it

é
le

po
id

s
(d

on
c

ic
i

le
no

m
br

e)
de

s
tâ

ch
es

pr
éc

éd
an

t
t

es
t

le
m

êm
e

qu
e

ce
lu

id
es

tâ
ch

es
su

iv
an

t
t

(t
co

m
pr

is
e)

.O
n

pe
ut

do
nc

dé
ci

de
r

d’
av

an
ce

r
(o

u
de

re
ta

rd
er

)
to

ut
le

bl
oc

po
ur

fa
ir

e
fin

ir
(o

u
co

m
m

en
ce

r)
t

à
la

da
te

d
,e

t
ce

sa
ns

ch
an

ge
r

le
co

ût
de

l’o
rd

on
na

nc
em

en
t.

O
n

se
ra

m
èn

e
ai

ns
ià

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
op

ti
m

al
et
�

.
�

6

G
râ

ce
à

ce
s

do
m

in
an

ce
s

on
dé

ci
de

de
ch

er
ch

er
un

op
ti
m

um
et
�

,q
ui

es
t

do
nc

de
la

fo
rm

e
su

iv
an

te
:

d|
J
B

1
J
B

2
.
.
.

J
B

b
J
A

a
.
.
.

J
A

2
J
A

1

E
n

no
ta

nt
co

m
m

e
ci

-d
es

su
s
B

1
,B

2
,.
..
B

b
le

s
in

di
ce

s
de

s
tâ

ch
es

en
av

an
ce

(B
po

ur
"b

ef
or

e"
),

et

A
1
,A

2
,.
..
A

a
ce

ux
de

s
tâ

ch
es

en
re

ta
rd

(A
po

ur
"a

ft
er

")
,l

e
co

ût
s’

éc
ri
t

a � k
=
1

k
p A

k
+

b � k
=
1

(k
−

1)
p B

k

p 1 p 2 ...

p n

A
1

×
1e

A
2

×
2e

...

A
a

×
a
e

B
1

×
0e

B
2

×
1e

...

B
b

×
(b

−
1)
e

?

?

?

?

?

Q
ua

nd
a

et
b

so
nt

fix
és

,c
’e

st
-à

-d
ir
e

qu
an

d
on

im
po

se
le

no
m

br
e

de
tâ

ch
e

en
av

an
ce

(r
es

p.
en

re
ta

rd
),

ch
oi

si
r

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
re

vi
en

t
à

ch
oi

si
r

qu
is

on
t

le
s
(A

k
) k

∈[
1
..
a
]

et
le

s
(B

k
) k

∈[
1
..
b]

pa
rm

i[
1.
.n
],

et
ce

de
m

an
iè

re
bi

je
ct

iv
e.

C
el

a
qu

i
re

vi
en

t
à

di
st

ri
bu

er
le

s
du

ré
es

de
s

tâ
ch

es
de

-
va

nt
le

s
di

ffé
re

nt
s

co
effi

ci
en

ts
co

rr
es

po
nd

an
t.

Il
es

t
al

or
s

na
tu

re
l
(e

t
op

ti
m

al
!)

d’
aff

ec
te

r
to

uj
ou

rs
la

pl
us

gr
an

de
du

ré
e

re
st

an
te

au
pl

us
pe

ti
tc

oe
ffi

ci
en

te
nc

or
e

di
sp

on
ib

le
.

Fo
rm

el
le

m
en

t,
en

no
ta

nt
σ

un
tr

i3
de

s
tâ

ch
es

pa
r

du
ré

es
dé

cr
oi

ss
an

te
s

on
co

ns
id

èr
e

l’o
rd

on
na

nc
em

en
t

où
:

�
∀k

∈
[1
..
b]
,
B

k
=

σ
(2
k
−

1)
∀k

∈
[1
..
a
],

A
k
=

σ
(2
k
)

qu
ie

st
de

co
ût

:
f
(a
,b
)
=

0 ×
p σ

(1
)
+

1×
p σ

(3
)
+

..
.
+

(b
−

1)
×
p
σ
(2
b−

1
)

+
1×

p σ
(2
)
+

..
.
+

..
.

+
a
×
p
σ
(2
a
)

O
n

vo
it

fa
ci

le
m

en
t

qu
e

ce
tt

e
fo

nc
ti
on

de
a

et
b

es
t

m
in

im
al

e
si
a

et
b

so
nt

ég
au

x
qu

an
d
n

es
t

pa
ir
,

et
si
b
=

a
+
1

qu
an

d
n

es
t

im
pa

ir
,s

an
s

qu
oi

on
se

pr
iv

e
de

pe
ti
ts

co
effi

ci
en

ts
4 .

E
n

ré
su

m
é

:

m
in

S
or

do
co

ût
(S

)
=

m
in

a
,b

a
+
b=

n

m
in

S
or

do
#
E
(S

)=
a

#
T
(S

)=
b

co
ût
(S

)

=
m
in

a
,b

a
+
b=

n

0×
p σ

(1
)
+

1×
p σ

(3
)
+

..
.
+

(b
−

1)
×
p
σ
(2
b−

1
)

+
1×

p σ
(2
)
+

..
.
+

..
.

+
a
×
p
σ
(2
a
)

=

          

0 ×
p σ

(1
)
+

1×
p σ

(3
)
+

..
.
+

(k
−

1)
×
p
σ
(2
k
−
1
)

+
1×

p σ
(2
)
+

..
.
+

..
.

+
k
×
p
σ
(2
k
)

si
n

es
t

pa
ir

di
so

ns
n
=

2
k

0×
p σ

(1
)
+

1×
p σ

(3
)
+

..
.
+

k
×
p
σ
(2
k
+
1
)

+
1×

p σ
(2
)
+

..
.
+

k
×
p
σ
(2
k
)

si
n

es
t

im
pa

ir
di

so
ns

n
=

2
k
+
1

C
om

m
e

l’o
rd

on
na

nc
em

en
t

ob
te

nu
pa

r
l’a

lg
or

it
hm

e
de

K
an

et
co

rr
es

po
nd

à
ce

co
ût

da
ns

le
s

de
ux

ca
s,

il
es

t
bi

en
op

ti
m

al
.

D
an

s
la

pa
rt

ie
su

iv
an

te
on

co
m

pl
iq

ue
le

pr
ob

lè
m

e
en

pe
rm

et
ta

nt
au

x
pé

na
lit

és
de

dé
pe

nd
re

de
la

tâ
ch

e,
c’

es
t

le
pr

ob
lè

m
e

ét
ud

ié
pa

r
H

al
le

t
P
os

ne
r

[7
].

3.
O

n
en

te
nd

pa
r

là
qu

e
σ

es
t

un
e

pe
rm

ut
at

io
n

de
[1
..
n
]
qu

it
ri

e
le

s
tâ

ch
es

pa
r

du
ré

es
dé

cr
oi

ss
an

te
s

i.e
.p

σ
(1

)
�

p
σ
(2

)
�

··
·�

p
σ
(n

)

4.
Si

vo
us

n’
êt

es
pa

s
co

nv
ai

nc
us

im
ag

in
ez

qu
e
n
=

5
,m

ai
s
a
=

3
et

b
=

2
.O

n
a

un
e

pl
ac

e
à

0e
(B

1
),

de
ux

pl
ac

es
à

1e
(A

1
et

B
2
),

pu
is

un
e

pl
ac

e
à

2e
et

un
e

à
3e

(A
2

et
A

3
),

al
or

s
qu

’a
ve

c
a
=

2
et

b
=

3
on

au
ra

it
de

ux
pl

ac
es

à
2e

(A
2

et
B

3
),

ce
qu

ie
st

pl
us

av
an

ta
ge

ux
.

7



4
R

és
ul

ta
ts

de
H

al
l
et

P
os

ne
r

[7
]

D
an

s
l’a

rt
ic

le
[7

]
on

s’
in

té
re

ss
e

au
pr

ob
lè

m
e

ju
st

e-
à-

te
m

ps
au

to
ur

d’
un

e
du

e-
da

te
co

m
m

u
n
e

et
n
on

re
st

ri
ct

iv
e,

av
ec

de
s

co
ût

s
sy

m
ét

ri
qu

es
m

ai
s
d
ép

en
d
an

t
de

la
tâ

ch
e,

qu
’o

n
no

te
(ω

j
) j

∈J
.

O
n

su
pp

os
e

da
ns

ce
tt

e
pa

rt
ie

qu
e

le
s

tâ
ch

es
so

nt
in

de
xé

es
pa

r
ra

ti
os

r
j
:=

ω
j
/p

j
d
éc

ro
is

sa
nt

s.

4.
1

P
ri

nc
ip

au
x

ré
su

lt
at

s

P
ou

r
én

on
ce

r
le

s
ré

su
lt
at

s
de

do
m

in
an

ce
la

pr
em

iè
re

pa
rt

ie
,o

n
in

tr
od

ui
t

de
no

uv
el

le
s

no
ta

ti
on

s.

N
ot

at
io

n
s

4.
1

L’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
S

vé
ri
fie

�
�

r
⇔
� le

s
tâ

ch
es

en
av

an
ce

so
nt

cl
as

sé
es

pa
r

ra
ti
os

cr
oi

ss
an

ts
le

s
tâ

ch
es

en
re

ta
rd

so
nt

cl
as

sé
es

pa
r

ra
ti
os

dé
cr

oi
ss

an
ts

�
�

i
⇔
� le

s
tâ

ch
es

en
av

an
ce

so
nt

cl
as

sé
es

pa
r

in
di

ce
s

dé
cr

oi
ss

an
ts

le
s

tâ
ch

es
en

re
ta

rd
so

nt
cl

as
sé

es
pa

r
in

di
ce

s
cr

oi
ss

an
ts

P
ro

p
ri

ét
é

4.
2

P
ou

r
le

pr
ob

lè
m

e
de

H
al

le
t

P
os

ne
r,

on
a

do
m

in
an

ce
la

rg
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

do
m

in
an

ce
la

rg
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts
�

do
m

in
an

ce
st

ri
ct

e
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
�

�
r

do
m

in
an

ce
la

rg
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

�
�

i

R
em

ar
qu

es
:

Si
le

s
co

ût
s

so
nt

no
n

nu
ls

(i
.e

.∀
j
∈
J
,
ω
j
>

0)
,a

lo
rs

on
a

do
m

in
an

ce
st

ri
ct

e
de

s
or

do
.

.
Si

le
s

ra
ti

os
so

nt
to

us
di

st
in

ct
s

(i
.e

∀(
i,
j)

∈
J
<
,r

i
>

r j
),

al
or

s
il

y
a

un
ic

it
é

du
tr

i
de

s
tâ

ch
es

pa
r

ra
ti

o
dé

cr
oi

ss
an

t,
do

nc
�

�
r
éq

ui
va

ut
à
�

�
i
,o

n
a

al
or

s
do

m
in

an
ce

st
ri

ct
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

�
�

i
.

C
om

m
e

da
ns

la
pr

op
ri

ét
é

3.
2,

on
pe

ut
êt

re
pl

us
pr

éc
is

qu
an

t
à

la
do

m
in

an
ce

de
s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
�

:e
n

fa
it

on
pe

ut
to

uj
ou

rs
se

ra
m

en
er

d’
un

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

op
ti

m
al

à
un

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

op
ti

m
al
�

sa
ns

ch
an

ge
r

l’o
rd

re
de

s
tâ

ch
es

.
C

el
a

as
su

re
la

do
m

in
an

ce
la

rg
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

,�
et

�
�

r
ai

ns
i

qu
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

,�
et

�
�

i
.

P
ro

p
ri

ét
é

4.
3

So
it
S

or
do

nn
an

ce
m

en
t

et
�

.
O

n
no

te
s

l’i
nd

ic
e

de
sa

pr
em

iè
re

tâ
ch

e
et

t
ce

lu
id

e
la

tâ
ch

e
qu

ifi
ni

t
à

l’h
eu

re
.

S
i
S

es
t

op
ti
m

al
,a

lo
rs

on
a

:
ω
� E

(S
)�

−
ω
t

�
ω
� T

(S
)�

�
ω
� E

(S
)�

+
ω
t

p�
E

� (
S)
� −

2p
t

�
p�
T
(S

)�
�

p�
E

� (
S)
�

D
éfi

n
it

io
n

4.
4

O
n

dé
fin

it
W

E
IG

T
E

D
E

A
R

LI
N

E
SS

TA
R

D
IN

E
SS

le
pr

ob
lè

m
e

de
dé

ci
si

on
as

so
ci

é
à

no
tr

e
pr

o-
bl

èm
e

d’
op

ti
m

is
at

io
n

:
W

E
T

E
nt

ré
e

:n
,
(p

j
) j

∈[
1
..
n
]
∈

(N
∗ )

n
,
(w

j
) j

∈[
1
..
n
]
∈

(N
)n
,
d
∈

N
tq

d
�

p(
[1
..
n
])
,

m
od

él
is

an
t

re
sp

ec
ti

ve
m

en
t

le
no

m
br

e,
le

s
du

ré
es

,l
es

co
ût

s
et

la
du

e-
da

te
co

m
m

un
e

de
n

tâ
ch

es
y
∈

N
So

rt
ie

:
ou

is
’il

ex
is

te
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

de
co

ût
�

y
no

n
si

no
n

et
le

pr
ob

lè
m

e
de

dé
ci

si
on

E
V

E
N

-O
D

D
PA

R
T

IT
IO

N
:

E
O

P
E

nt
ré

e
:(
a
i)

i∈
[1
..
2
n
]
∈
(N

∗ )
2
n

st
ri
ct

em
en

t
cr

oi
ss

an
te

So
rt

ie
:

ou
is

’il
ex

is
te

un
e

bi
pa

rt
it
io

n
I
/J

de
[1
..
2n

]
tq

:    

� i∈
I

a
i
=
� j∈

J

a
j

∀k
∈
[1
..
n
],
{2
k
-1
,2
k
}∩

I
�=

∅
∀k

∈
[1
..
n
],
{2
k
-1
,2
k
}∩

J
�=

∅
no

n
si

no
n

8

P
ro

p
ri

ét
é

4.
5

Le
pr

ob
lè

m
e

W
E

T
es

t
N

P
-d

iffi
ci

le
au

se
ns

fa
ib

le
.

Id
ée

d
e

p
re

u
ve

:
P
ou

r
m

on
tr

er
qu

e
W

E
T
∈N

P
il

su
ffi

t
de

m
on

tr
er

qu
’o

n
pe

ut
,e

n
te

m
ps

po
ly

no
m

ia
l,

vé
ri

fie
r

qu
’u

n
or

do
nn

an
ce

m
en

t
es

t
va

lid
e,

ca
lc

ul
er

so
n

co
ût

et
le

co
m

pa
re

r
à
y
.L

a
vr

ai
di

ffi
cu

lt
é

es
t

de
m

on
tr

er
qu

e
W

E
T

es
t

N
P

-d
iffi

ci
le

.
H

al
l
et

P
os

ne
r

[7
]
pr

op
os

en
t

un
e

pr
eu

ve
pa

r
ré

du
ct

io
n

de
E

O
P,

qu
i
es

t
N

P
-

di
ffi

ci
le

co
m

m
e

l’o
nt

m
on

tr
é

G
ar

ey
,T

ar
ja

n
et

W
ilf

on
g

[3
].

Le
fa

it
qu

e
ce

so
it

au
se

ns
fa

ib
le

dé
co

ul
e

de
l’e

xi
st

en
ce

d’
un

al
go

ri
th

m
e

de
pr

og
ra

m
m

at
io

n
dy

na
m

iq
ue

qu
ir

és
ou

t
ce

pr
ob

lè
m

e
av

ec
un

e
co

m
pl

ex
it

é
ps

eu
do

-p
ol

yn
om

ia
le

.I
lf

ai
t

l’o
bj

et
de

la
pa

rt
ie

4
de

l’a
rt

ic
le

de
H

al
le

t
P
os

ne
r

[7
],

m
ai

s
on

ne
le

dé
ve

lo
pp

er
a

pa
s

ic
i.

H
al

le
t

P
os

ne
r

[7
]m

en
ti
on

ne
nt

au
ss

iq
ua

tr
e

so
us

-p
ro

bl
èm

es
po

ly
no

m
ia

ux
.L

es
de

ux
de

rn
ie

rs
ét

an
t

tr
ès

pa
rt

ic
ul

ie
rs

(p
ui

sq
u’

ils
né

ce
ss

it
en

tq
u’

un
e

tâ
ch

e
so

it
vr

ai
m

en
tt

rè
sl

on
gu

e
pa

rr
ap

po
rt

au
x

au
tr

es
),

on
n’

a
fa

it
ap

pa
ra

ît
re

qu
e

le
s

de
ux

pr
em

ie
rs

da
ns

la
ca

rt
og

ra
ph

ie
pa

ge
5.

B
ie

n
qu

e
pe

u
ré

al
is

te
,l

e
ca

s
w

j
=
p j

es
t

un
ca

s
cl

as
si

qu
e,

et
c’

es
t

no
ta

m
m

en
t

lu
iq

ui
pe

rm
et

,d
an

s
un

ca
dr

e
ré

gu
lie

r,
de

cr
ée

r
de

s
co

nt
ra

in
te

s
tr

ad
ui

sa
nt

le
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

(c
f.

se
ct

io
n

5.
2)

.
Le

ca
s
p j
=
1

es
t

in
té

re
ss

an
t

qu
an

t
à

lu
i
pa

rc
e

qu
e

c’
es

t
le

pe
nd

an
t

de
l’a

lg
or

it
hm

e
de

K
an

et
,
si

on
in

ve
rs

e
le

s
ω

et
le

s
p.

9



É
ta

t
de

l’a
rt

su
r

l’a
pp

ro
ch

e
po

ly
éd

ra
le

du
pr

ob
lè

m
e

de
m

in
im

is
at

io
n

de
la

so
m

m
e

po
nd

ér
ée

de
s

en
co

ur
s

5
R

és
ul

ta
ts

de
Q

ue
yr

an
ne

[1
2]

D
an

s
l’a

rt
ic

le
[1

2]
,
on

s’
in

té
re

ss
e

à
un

pr
ob

lè
m

e
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ré
gu

li
er

tr
ès

si
m

pl
e

:
m

in
i-

m
is

er
la

so
m

m
e

po
nd

ér
ée

de
s

en
co

ur
s

ou
"C

om
pl

et
io

n
ti
m

e"
en

an
gl

ai
s

(i
.e

.m
in
� j∈

J

ω
j
C

j
).

P
ui

sq
u’

il
s’

ag
it

d’
un

pr
ob

lè
m

e
ré

gu
lie

r,
on

a
la

do
m

in
an

ce
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
ca

lé
s

à
ga

u
ch

e
(q

u’
on

no
te

ra
)

et
dè

s
19

56
,S

m
it
h

affi
rm

e
[1

6]
qu

’il
fa

ut
et

qu
’il

su
ffi

t
de

cl
as

se
r

le
s

tâ
ch

es
pa

r
ra

ti
o
r
j
:=

w
j

p
j

d
éc

ro
is

sa
nt

(c
e

qu
’o

n
no

te
ra

�
r
).

O
n

ap
pe

lle
ce

tt
e

do
m

in
an

ce
st

ri
ct

e
tr

ès
cl

as
si

qu
e

la
rè

gl
e

de
Sm

it
h.

E
lle

fo
ur

ni
t

ic
iu

n
al

go
ri
th

m
e

en
O

(n
lo
g
n
)

qu
ic

on
si

st
e

es
se

nt
ie

lle
m

en
t

en
un

tr
i.

M
ai

sd
an

sc
et

ar
ti
cl

e,
on

ch
an

ge
de

po
in

td
e

vu
e,

on
ne

pa
rl
e

pa
sv

ra
im

en
td

e
do

m
in

an
ce

pa
rc

e
qu

e,
pl

us
qu

e
tr

ou
ve

r
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

op
ti
m

al
,
on

ve
ut

d’
ab

or
d

co
m

pr
en

dr
e

la
st

ru
ct

ur
e

po
ly

éd
ra

le
de

l’e
nv

el
op

pe
co

nv
ex

e
de

s
ve

ct
eu

rs
C

co
da

nt
le

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
ré

al
is

ab
le

s
po

ur
un

e
fa

m
ill

e
de

tâ
ch

es
do

nn
ée

.L
es

du
ré

es
(p

j
) j

∈J
so

nt
do

nc
fix

ée
,e

n
re

va
nc

he
on

ne
fix

e
pa

s
de

po
id

s
pa

rt
ic

ul
ie

r.

5.
1

St
ru

ct
ur

e
p
ol

yé
dr

al
e

D
éfi

n
it

io
n

5.
1

O
n

no
te

ra
Q

l’e
ns

em
bl

e
de

s
ve

ct
eu

rs
co

da
nt

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

ré
al

is
ab

le
s,

i.e
.

Q
:=

� C
∈

R
J

∀j
∈
J
,
C

j
�

p j
po

si
ti

vi
té

∀(
j,
k
)
∈
J
2
,
C

k
�

C
j
+
p j

ou
C

j
�

C
k
+
p j

no
n-

ch
ev

au
ch

em
en

t

�

N
ot

re
pr

ob
lè

m
e

s’
éc

ri
t

al
or

s
m
in

C
∈Q

� j∈
J

ω
j
C

j
ou

en
co

re
m
in

C
∈Q

�ω
|C

�

P
ro

p
ri

ét
é

5.
2

(r
èg

le
de

S
m

it
h
)

So
it
ω
∈

R
J
=

R
n

S
i
ω

ad
m

et
un

e
co

m
po

sa
nt

e
st

ri
ct

em
en

t
né

ga
ti
ve

al
or

s
�ω

|.�
n’

es
t

pa
s

m
in

or
ée

su
r
Q

.
S
in

on
le

s
C
∈
Q

m
in

im
is

an
t
�ω

|.�
so

nt
ex

ac
te

m
en

t
ce

ux
co

da
nt

de
s

or
do

.
et

�
r

R
em

ar
qu

e
:

D
’u

n
po

in
t

de
vu

e
po

ly
éd

ra
l,

ce
tt

e
pr

op
ri

ét
é

as
su

re
qu

e
le

s
po

in
ts

ex
tr

êm
es

de
C

on
v(
Q

)
so

nt
de

s
ve

ct
eu

rs
co

da
nt

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

et
�

r
et

ju
st

ifi
e

qu
’o

n
s’

y
in

té
re

ss
e

pl
us

pa
rt

ic
ul

iè
re

m
en

t.

N
ot

at
io

n
s

5.
3

P
ou

r
ch

aq
ue

"o
rd

re
"
σ
∈
S

n
on

dé
fin

it
:

•
C

σ
:=

�
σ
−
1
(j
)

� k
=
1

p σ
(k
)�

j∈
J

le
ve

ct
eu

r
co

da
nt

l’o
rd

on
na

nc
em

en
t

et
�

r
da

ns
le

qu
el

le
s

tâ
ch

es
so

nt
da

ns
l’o

rd
re

σ
c’

es
t-

à-
di

re
σ
(1
)

pu
is
σ
(2
)

ju
sq

u’
à
σ
(n
)

•
∀k

∈
[1
..
n
],

u
k
,σ

:=
1 σ

([
k
..
n
])

l’a
jo

ut
de

ce
ve

ct
eu

r
à

un
ve

ct
eu

r
co

da
nt

un
or

do
.
da

ns
l’o

rd
re

σ
re

vi
en

t
à

in
sé

re
r

un
e

un
it

é
de

te
m

ps
av

an
t

la
i-è

m
e

tâ
ch

e

•
K

σ
:=

C
σ
+

C
C

°(
{u

i,
σ
|i

∈
[1
..
n
]})

5
le

cô
ne

de
s

ve
ct

eu
rs

co
da

nt
le

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
où

le
s

tâ
ch

es
ap

pa
ra

is
se

nt
da

ns
l’o

rd
re

σ

5.
P
ou

r
E

⊂
R
n
,C

C
°(
E
)

dé
si

gn
e

le
cô

ne
co

nv
ex

e
co

nt
en

an
t

0
en

ge
nd

ré
pa

r
E

10

L
em

m
e

5.
4

Q
=
� σ
∈S

C
on

v(
{C

σ
})

+
C

C
°�
{u

i,
σ
|i

∈
[1
..
n
]}�

�
��

�
=
K

σ

C
or

ol
la

ir
e

5.
5

C
on

v(
Q
)=

C
on

v{
C

σ
|σ

∈
S

n
}

:=
A

+
C

C
°�

u
i,
σ
|i∈

[1
..
n
]

σ
∈S

n

�

:=
B

P
re

u
ve

:
P
ar

un
ré

su
lt

at
d’

an
al

ys
e

co
nv

ex
e,

cf
.1

9.
6

[1
3]

�

C
or

ol
la

ir
e

5.
6

C
on

v(
Q
)
=

C
on

v
({
C

σ
|σ

∈
S

n
})

+
(R

+
)J

P
re

u
ve

:
O

n
vo

it
fa

ci
le

m
en

tq
ue

B
⊂

(R
+
)J

,e
tc

om
m

e
po

ur
to

ut
i
∈

[1
..
n
]
on

a
1
i
=

u
n
,τ

po
ur

τ
la

tr
an

sp
os

it
io

n
(i
,n

)
pa

r
ex

em
pl

e,
on

en
dé

du
it

qu
e
B

=
(R

+
)J

.
D

’a
ut

re
pa

rt
on

pe
ut

m
on

tr
er

qu
e
A

+
B

⊂
C

on
v(
Q
),

ce
qu

i
as

su
re

qu
e

C
on

v(
Q
)
=

C
on

v(
Q
)

et
pe

rm
et

de
co

nc
lu

re
.

�

0

C
2 0

C
1

C
on

v(
Q

)

_
p 2

C
σ
�
• �

p 1
+
p 2

� p 1

C
σ
•

_
p 1

+
p 2

K
σ

K
σ
�

u
2
,σ

u
1
,σ

u
2
,σ

�

u
1
,σ

�

av
ec

σ
=
� 1

�→
1

2
�→

2
et

σ
� =
� 1

�→
2

2
�→

1

5.
2

D
es

cr
ip

ti
on

de
C

on
v(

Q
)

pa
r

de
s

in
ég

al
it
és

N
ot

re
ob

je
ct

if
es

t
m

ai
nt

en
an

t
d’

ob
te

ni
r

un
e

de
sc

ri
pt

io
n

de
C

on
v(
Q

),
no

n
pl

us
gé

om
ét

ri
qu

e
m

ai
s

pa
r
de

s
in

ég
al

it
és

lin
éa

ir
es

.C
ep

en
da

nt
la

de
sc

ri
pt

io
n

pr
éc

éd
en

te
pe

rm
et

à
Q

ue
yr

an
ne

un
e

jo
lie

pr
eu

ve
qu

e
le

sy
st

èm
e

d’
éq

ua
ti
on

s
qu

’il
pr

op
os

e
ca

ra
ct

ér
is

e
bi

en
le

po
ly

èd
re

de
s

so
lu

ti
on

s.

O
n

sa
it

qu
’u

ne
in

ég
al

it
é

dé
fin

is
sa

nt
un

e
fa

ce
tt

e
de

C
on

v(
Q

)
es

t
fo

rc
ém

en
t

de
la

fo
rm

e
�ω

|C
��

c
où

ω
∈
(R

+
)J

et
où

la
co

ns
ta

nt
e
c

va
ut

m
in

C
∈Q

�ω
|C

�6
.

Q
ue

yr
an

ne
s’

in
té

re
ss

e
au

x
in

ég
al

it
és

as
so

ci
ée

s
au

x
ve

ct
eu

rs
ω

S
:=
� j∈

S

p j
1 j

po
ur

S
⊂
J
,7

et
au

po
ly

èd
re

dé
fin

ip
ar

ce
s

se
ul

es
in

ég
al

it
és

,l
e

bu
t

ét
an

t
de

m
on

tr
er

qu
e

ce
po

ly
èd

re
es

t
C

on
v(
Q

).
N

ot
at

io
n
s

5.
7

O
n

dé
fin

it
le

po
ly

èd
re

P
Q
:=
� C

∈
R
J

∀S
∈
P

∗ (
J
),

p
∗C

(S
)
�

g
(S

)�

où
g
:=

�
P
(J

)
→

R
S
�−→

m
in

C
∈Q

p
∗C

(S
)�

et
où

po
ur

C
∈

R
J
,e

t
S
⊂

J
on

no
te

p
∗
C
(S

):
=
� j∈

S

p j
C

j
=

�ω
S
|C

�.

P
ro

p
ri

ét
é

5.
8

O
n

a
l’i

nc
lu

si
on

C
on

v(
Q
)
⊂

P
Q

et
l’é

ga
lit

é
de

sc
ôn

es
de

ré
ce

ss
io

n
0
+
(P

Q
)
=

(R
+
)J
=

0+
(C

on
v(
Q
))

.

P
re

u
ve

:
P
ar

co
ns

tr
uc

ti
on

P
Q

co
nt

ie
nt

C
on

v(
Q

)p
ui

sq
u’

il
es

td
éfi

ni
tp

ar
de

s
in

ég
al

it
és

qu
is

on
tt

ou
te

s
va

lid
es

po
ur

C
on

v(
Q

),
d’

où
le

pr
em

ie
r

po
in

t.
P

ui
sq

u’
on

n’
a

qu
e

de
s

bo
rn

es
in

f.
su

r
de

s
fo

nc
ti

on
s

à
co

effi
ci

en
ts

po
si

ti
fs

,a
jo

ut
er

un
ve

ct
eu

r
de

(R
+
)J

à
un

po
in

t
de

P
Q

ne
pe

ut
no

us
en

fa
ir

e
so

rt
ir

,d
’o

ù
le

se
co

nd
.

�
R

em
ar

qu
es

:
G

râ
ce

à
ce

tt
e

ég
al

it
é

de
s

cô
ne

s
de

ré
ce

ss
io

n
il

no
us

su
ffi

t
de

m
on

tr
er

E
xt

r(
P

Q
)
⊂

C
on

v(
Q

).
P
ar

ai
lle

ur
s

le
fa

it
qu

e
le

cô
ne

de
ré

ce
ss

io
n

de
P

Q
so

it
(R

+
)J

,n
ou

s
pe

rm
et

d’
affi

rm
er

qu
e

ch
ac

un
de

se
s

po
in

ts
ex

tr
êm

es
s’

éc
ri

t
co

m
m

e
un

iq
ue

m
in

im
um

d’
un

e
fo

nc
ti

on
lin

éa
ir

e
à

co
effi

ci
en

ts
po

si
ti

fs
.

6.
C

’e
st

au
ss

i
m
in

x
∈C

on
v(

Q
)�ω

|x
�

7.
C

e
qu

ir
ev

ie
nt

à
co

ns
id

ér
er

le
co

ût
da

ns
le

ca
s
ω
j
=
p
j

en
ou

bl
ia

nt
le

s
tâ

ch
es

do
nt

l’i
nd

ic
e

es
t

ho
rs

de
S

.

11



L
em

m
e

5.
9

P
ou

r
to

ut
S
⊂

J
,o

n
a
g
(S

)
=

1 2

� p
(S

)2
+
p
∗p

(S
)�

P
re

u
ve

:
E

n
ut

ili
sa

nt
la

rè
gl

e
de

Sm
it

h,
on

sa
it

qu
e

to
us

le
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

co
m

m
en

ça
nt

pa
r

le
s

tâ
ch

es
de

S
(c

el
le

s
de

ra
ti

o
1)

ta
ss

ée
s

à
ga

uc
he

m
in

im
is

en
t

la
fo

nc
ti

on
co

ût
as

so
ci

ée
à
ω
S
,p

eu
im

po
rt

e
co

m
m

en
t

so
nt

pl
ac

ée
s

le
s

au
tr

es
tâ

ch
es

ap
rè

s,
pu

is
qu

’e
lle

s
n’

in
te

rv
ie

nn
en

t
pa

s
da

ns
le

co
ût

8 .
E

n
ca

lc
ul

an
t
p
∗C

(S
)

po
ur

C
le

ve
ct

eu
r

d’
un

te
lo

rd
on

na
nc

em
en

t,
on

ob
ti

en
t

le
ré

su
lt

at
.

�

P
ro

p
ri

ét
é

5.
10

P
ou

r
to

ut
(A

,B
)
∈
P
(J

)2
,o

n
a

:g
(A

∪
B
)
=

g
(A

)
+
g
(B

)
−

g
(A

∩
B
)
+
p(
A

\B
)
p(
B

\A
).

E
n

pa
rt

ic
ul

ie
r

on
en

dé
du

it
qu

e
g

es
t

un
e

fo
nc

ti
on

su
p
er

-m
od

u
la

ir
e

9

O
n

ch
er

ch
e

m
ai

nt
en

an
tà

se
ra

m
en

er
de

P
Q

à
un

po
ly

èd
re

P
� s

ou
s-

m
od

ul
ai

re
,c

ar
on

sa
it

bi
en

op
ti
m

is
er

su
r

ce
ge

nr
e

de
po

ly
èd

re
ce

qu
iv

a
no

us
pe

rm
et

tr
e

de
bi

en
ca

ra
ct

ér
is

er
le

s
po

in
ts

ex
tr

êm
es

.P
ou

r
ce

la
on

in
tr

od
ui

t
un

ch
an

ge
m

en
t
de

va
ri
ab

le
θ,

pa
s

ta
nt

po
ur

pa
ss

er
de

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

à
so

us
-m

od
ul

ai
re

,
m

ai
s

au
ss

ip
ou

r
"n

or
m

al
is

er
"

le
s

co
nt

ra
in

te
s,

pa
ss

er
du

ty
pe

�ω
S
|x
��

g
� (
S
)

au
ty

pe
x
(S

)
�

g
� (
S
).

N
ot

at
io

n
s

5.
11

O
n

in
tr

od
ui

t
le

ch
an

ge
m

en
t

de
va

ri
ab

le
θ
:=

� R
J
→

R
J

C
�→
� p

j
[p
(J

)
−

C
j
]� j∈

J

�

O
n

dé
fin

it
P

:=
� x

∈
R
J

∀S
∈
P

∗ (
J
),
x
(S

)
�

g
� (
S
)�

où
g
�
:=

� P
(J

)
→

R
S
�−→

p(
S
)p
(J

)
−

g
(S

)�

P
ro

p
ri

ét
é

5.
12

La
fo

nc
ti
on

θ
ét

ab
lit

un
e

bi
je

ct
io

n
en

tr
e
P

Q
et

P
� .

Av
ec

le
ch

an
ge

m
en

t
de

va
ri
ab

le
x
=

θ(
C
),

po
ur

to
ut

ω
∈

R
J

on
a
�ω p

|x
�=

p(
J
)ω

(J
)
−
�ω

|C
�

P
ro

p
ri

ét
é

5.
13

La
fo

nc
ti
on

g
�
es

t
po

si
ti
ve

,c
ro

is
sa

nt
e

et
so

u
s-

m
od

u
la

ir
e.

E
n

pa
rt

ic
ul

ie
r,

le
po

ly
èd

re
P

�
es

t
do

nc
un

po
ly

èd
re

so
us

-m
od

ul
ai

re
.

R
ap

p
el

5.
14

(A
lg
o.

de
m

ax
im

is
at

io
n

en
O

(n
lo
gn

)
su

r
un

po
ly

èd
re

so
us

-m
od

ul
ai

re
10

)

S
i
P

�
es

t
un

po
ly

èd
re

so
us

-m
od

ul
ai

re
as

so
ci

é
à

la
fo

nc
ti
on

g
�
et

si
ω
∈
(R

+
)J

al
or

s
en

no
ta

nt
σ

la
pe

rm
ut

at
io

n
de

J
qu

it
ri
e

le
s

co
m

po
sa

nt
es

de
ω

pa
r

or
dr

e
dé

cr
oi

ss
an

t
et

en
po

sa
nt

po
ur

to
ut

j
∈
J
,
x
∗ σ
(j
)
:=

g
� (
σ
[1
..
j]
)
−

x
∗ (
σ
[1
..
j-
1]
),

on
a
x
∗ ∈

ar
gm

ax
x
∈P

�
�ω

|x
�

P
ro

p
ri

ét
é

5.
15

So
us

le
s

no
ta

ti
on

s
du

ra
pp

el
5.

14
,l

e
ve

ct
eu

r
C

∗ :
=

θ−
1
(x

∗ )
vé

ri
fie

C
∗ =

C
σ

P
ro

p
ri

ét
é

5.
16

O
n

a
l’i

nc
lu

si
on

E
xt

r(
P

Q
)
⊂

E
xt

r�
C

on
v(
Q
)�

=
{C

σ
|σ

∈
S

n
}

P
re

u
ve

:
Si

C
∗
∈

E
xt

r(
P
),

d’
ap

rè
s

5.
8

il
ex

is
te

ω
∈
(R

+
)J

te
lq

ue
{C

∗ }
=

ar
gm

in
C
∈P

Q

�ω
|C

�.
D

’a
pr

ès
5.

12
on

a

al
or

s
{θ
(C

∗ )
}=

ar
gm

ax
x
∈P

�
�ω p

|x
�.

O
r

le
ve

ct
eu

r
x
∗

do
nn

é
pa

r
l’a

lg
or

it
hm

e
gl

ou
to

n
ra

pp
el

é
en

5.
14

es
t

un
te

l

m
ax

im
is

eu
r,

do
nc

né
ce

ss
ai

re
m

en
t
θ(
C

∗ )
=

x
∗ ,

et
al

or
s

d’
ap

rè
s

5.
15

on
a
C

∗
=

C
σ

où
σ

es
t
la

pe
rm

ut
at

io
n

qu
it

ri
e

ω p
de

m
an

iè
re

dé
cr

oi
ss

an
te

.A
ut

re
m

en
t

di
t

no
tr

e
po

in
t

ex
tr

êm
e

co
de

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
et

�
r
,c

’e
st

ce
lu

iq
ue

do
nn

e
la

rè
gl

e
de

Sm
it

h
!1

1
�

8.
O

n
pe

ut
no

te
r

au
pa

ss
ag

e
qu

e
da

ns
le

ca
s
ω
j
=
p
j
,l

’o
rd

re
de

s
tâ

ch
es

n’
im

po
rt

e
pa

s
po

ur
le

s
or

do
.

9.
cf

.d
éfi

ni
ti
on

9.
7

10
.c

f.
Se

ct
io

n
44

.2
de

l’e
nc

yc
lo

pé
di

e
de

Sc
hr

ijv
er

[1
4]

po
ur

un
e

pr
eu

ve
11

.
A

tt
en

ti
on

on
ne

po
uv

ai
t

pa
s

a
pr

io
ri

ut
ili

se
r

la
rè

gl
e

de
Sm

it
h

ic
i,

on
m

in
im

is
ai

t
su

r
P

Q
(v

ia
P

� )
or

el
le

pe
rm

et
de

m
in

im
is

er
su

r
C

on
v(
Q

)
et

on
n’

av
ai

t
pa

s
en

co
re

m
on

tr
é

l’é
ga

lit
é

en
tr

e
C

on
v(
Q

)
et

P
Q

.

12

C
or

ol
la

ir
e

5.
17

O
n

a
l’é

ga
lit

é
P

Q
=

C
on

v(
Q
).

D
e

pl
us

on
pe

ut
m

on
te

r
qu

e
to

ut
es

le
s

in
ég

al
it
és

dé
fin

is
sa

nt
P

Q
en

5.
7

so
nt

es
se

nt
ie

lle
s.

Q
ue

yr
an

ne
a

do
nc

fo
ur

ni
t

un
e

de
sc

ri
pt

io
n

co
m

pl
èt

e
et

m
in

im
al

e
de

C
on

v(
Q

),
m

ai
s

on
re

ti
en

dr
a

su
rt

ou
t

qu
’il

a
in

tr
od

ui
t

de
s

in
ég

al
it
és

qu
is

em
bl

en
t
tr

ad
u
ir

e
le

n
on

-c
h
ev

au
ch

em
en

t
12

de
s

tâ
ch

es
.

A
tt

en
ti
on

,c
el

a
ne

ve
ut

pa
s

di
re

qu
’u

n
ve

ct
eu

r
qu

iv
ér

ifi
e

ce
s

in
ég

al
it
és

co
de

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ré

al
is

ab
le

,c
’e

st
-à

-d
ir
e

sa
ns

ch
ev

au
ch

em
en

t.
E

n
eff

et
pe

ns
ez

au
ve

ct
eu

r
C

m
=
(p

1
+

p
2 2
,p

2
+

p
1 2
)

m
ili

eu
de

C
1
=
(p

1
,p

1
+

p 2
)

et
C

2
=
(p

1
+

p 2
,p

2
).

Il
vé

ri
fie

bi
en

le
s

in
ég

al
it
és

et
po

ur
ta

nt
ne

co
de

pa
s

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ré

al
is

ab
le

.
E

n
fa

it
on

ne
pe

ut
es

pé
re

r
av

oi
r

de
s

in
ég

al
it
és

va
lid

es
po

ur
C

on
v(
Q

)
qu

i
as

su
re

ra
ie

nt
le

no
n-

ch
ev

au
ch

em
en

t,
ca

r
en

pr
en

an
t

l’e
nv

el
op

pe
co

nv
ex

e
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
ré

al
is

ab
le

s
on

en
gl

ob
e

fo
rc

ém
en

t
de

s
m

ili
eu

x
co

m
m

e
C

m
.

C
e

qu
’o

n
en

te
nd

en
di

sa
nt

qu
’e

lle
s

tr
ad

ui
se

nt
le

no
n-

ch
ev

au
ch

em
en

t,
c’

es
t

qu
’u

n
po

in
t

ex
tr

êm
e

du
po

ly
èd

re
qu

’e
lle

s
dé

fin
is

se
nt

es
t

bi
en

sa
ns

ch
ev

au
ch

em
en

t,
et

c’
es

t
bi

en
ce

qu
in

ou
s

in
té

re
ss

e
ca

r
le

s
al

go
ri
th

m
es

us
ue

lle
m

en
t

ut
ili

sé
s

po
ur

ré
so

ud
re

de
s

P
L

fo
ur

ni
ss

en
t

de
s

po
in

ts
ex

tr
êm

es
.

5.
3

P
ro

bl
èm

e
de

sé
pa

ra
ti
on

B
ie

n
qu

e
tr

ès
ex

pr
es

si
ve

s
co

m
m

e
on

l’a
m

on
tr

é,
le

s
in

ég
al

it
és

de
Q

ue
yr

an
ne

n’
en

so
nt

pa
s

m
oi

ns
no

m
br

eu
se

s!
A

ut
an

t
de

co
nt

ra
in

te
s

qu
e

de
pa

rt
ie

s
da

ns
J

ça
fa

it
u
n

n
om

b
re

ex
p
on

en
ti

el
d
e

co
nt

ra
in

te
s,

so
it

tr
op

po
ur

le
s
en

tr
er

to
ut

es
da

ns
un

so
lv

eu
r.

Q
ue

yr
an

ne
pr

op
os

e
do

nc
l’
al

go
ri

th
m

e
d
e

co
u
p
es

su
iv

an
t.

O
n

co
m

m
en

ce
pa

rc
on

si
dé

re
rs

eu
le

m
en

tl
es

in
ég

al
it
és

p
j
C

j
�

p2 j
po

ur
j
∈
J
,q

ui
so

nt
ce

lle
sa

ss
oc

ié
es

au
x

si
ng

le
to

ns
et

qu
it

ra
du

is
en

t
le

s
co

nt
ra

in
te

s
de

po
si

ti
vi

té
.L

a
ré

so
lu

ti
on

de
ce

P
L

no
us

fo
ur

ni
t

un
ve

ct
eu

r
qu

ip
eu

t
ap

pa
rt

en
ir

ou
no

n
à
P

Q
.

•S
’il

y
ap

pa
rt

ie
nt

,o
n

a
tr

ou
vé

un
ve

ct
eu

r
qu

im
in

im
is

e
l’o

bj
ec

ti
f
su

r
un

su
r-

en
se

m
bl

e
de

P
Q

et
qu

i
ap

pa
rt

ie
nt

à
P

Q
,c

’e
st

do
nc

un
m

in
im

is
eu

r
su

r
P

Q
,l

’a
lg

or
it
hm

e
s’

ar
rê

te
.

•S
in

on
,i

lf
au

t
aj

ou
te

r
au

P
L

un
e

in
ég

al
it
é

qu
ic

ou
p
e

ce
po

in
t,

c’
es

t-
à-

di
re

un
e

in
ég

al
it
é

vi
ol

ée
pa

r
ce

ve
ct

eu
r,

qu
ia

ss
ur

e
qu

’o
n

ne
re

to
m

be
ra

pa
s

su
r

ce
tt

e
fa

us
se

so
lu

ti
on

pa
r

la
su

it
e.

P
ui

s
on

re
co

m
m

en
ce

su
r

ce
P

L
en

ri
ch

i.
Le

cœ
ur

de
l’a

lg
or

it
hm

e
es

t
de

sa
vo

ir
si

un
e

so
lu

ti
on

es
t

da
ns

P
Q

ou
no

n,
c’

es
t-

à-
di

re
si

el
le

vé
ri
fie

to
ut

es
le

s
co

nt
ra

in
te

s.
Fo

rm
el

le
m

en
t

il
s’

ag
it

du
pr

ob
lè

m
e

su
iv

an
t

:
S
E
P
A

R
A

T
IO

N
E

nt
ré

e
:C

∈
R
J

So
rt

ie
:o

ui
si
C

vé
ri
fie

to
ut

es
le

s
in

ég
al

it
és

de
Q

ue
yr

an
ne

(i
.e

C
∈
P

Q
)

un
en

se
m

bl
e
S
⊂

J
te

lq
ue

C
vi

ol
e

la
co

nt
ra

in
te

p
∗C

(S
)
�

g
(S

)
si

no
n

P
ro

p
ri

ét
é

5.
18

So
it
C

∈
R
J
.E

n
no

ta
nt

Γ
C
:=

� P
(J

)
→

R
S
�−→

g
(S

)
−

p
∗C

(S
)�

on
a

C
∈
P

⇔
m
ax

S
∈P

(J
)
Γ
C
(S

)
�

0

L
em

m
e

5.
19

∀S
∈
P
(J

),
∀k

∈
S
,

Γ
(S

\{
k
})

=
Γ
(S

)
−

p k
[p
(S

)
−

C
k
]

∀S
∈
P
(J

),
∀k

�∈
S
,
Γ
(S

�
{k

})
=

Γ
(S

)
+
p k
[p
(S

)
−

C
k
+
p k
]

P
ro

p
ri

ét
é

5.
20

S
i
S

m
ax

im
is

e
Γ
C
,a

lo
rs

k
∈
S
⇔

p(
S
)
�

C
k

d
on

c
si
σ
∈
S

n
tr

ie
C

pa
r

or
dr

e
cr

oi
ss

an
t,
S

s’
éc

ri
t
σ
([
1.
.i
])

po
ur

un
ce

rt
ai

n
i
∈
[1
..
n
].

12
.

E
lle

s
en

gl
ob

en
t

au
ss

il
a

po
si

ti
vi

té
pu

is
qu

e
po

ur
un

si
ng

le
to

n
{i
},

la
co

nt
ra

in
te

de
Q

ue
yr

an
ne

s’
éc

ri
t
p
2 i
�

p
iC

i

13



C
or

ol
la

ir
e

5.
21

O
n

a
un

al
go

ri
th

m
e

de
sé

pa
ra

ti
on

en
O

(n
lo

g
n
).

P
re

u
ve

:
Il

su
ffi

t
de

tr
ie

r
le

s
co

m
po

sa
nt

es
de

C
(é

ta
pe

en
O

(n
lo

g
n)

),
pu

is
de

ca
lc

ul
er

Γ
(σ
[1
..
k
])

po
ur

ch
aq

ue
k
∈
[1
..
n
]
en

ut
ili

sa
nt

5.
19

po
ur

op
ti

m
is

er
le

s
ca

lc
ul

s
(é

ta
pe

en
O

(n
))

.S
it

ou
te

s
le

s
va

le
ur

s
ca

lc
ul

ée
s

so
nt

né
ga

ti
ve

s
on

pe
ut

ré
po

nd
re

ok
C

∈
P

Q
,s

in
on

on
re

nv
oi

e
σ
[1
..
k
]
po

ur
le

k
m

ax
im

is
an

t
Γ
(σ
[1
..
k
])

(é
ta

pe
en

O
(n

))
.

�

G
rö

ts
ch

el
,

Lo
vá

sz
et

Sc
hr

ijv
er

[5
]

on
t

m
on

tr
é

qu
e

la
co

m
pl

ex
it
é

de
l’a

lg
or

it
hm

e
de

co
up

es
es

t
po

ly
no

m
ia

le
si

l’o
n

ré
so

ut
le

pr
ob

lè
m

e
de

sé
pa

ra
ti
on

en
te

m
ps

po
ly

no
m

ia
l.

C
om

m
e

Q
ue

yr
an

ne
pr

op
os

e
un

al
go

ri
th

m
e

de
sé

pa
ra

ti
on

en
O

(n
lo

g(
n)

),
on

re
tr

ou
ve

av
ec

ce
t

al
go

ri
th

m
e

de
co

up
es

qu
e

ce
pr

ob
lè

m
e

es
t

po
ly

no
m

ia
l.

5.
4

D
eu

x
no

uv
el

le
s

pr
eu

ve
s

du
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

de
s

p
oi

nt
s

ex
tr

êm
es

Q
ue

yr
an

ne
s’

es
tl

ar
ge

m
en

ta
pp

uy
é

su
rl

a
pr

em
iè

re
de

sc
ri
pt

io
n

de
C

on
v(
Q

)p
ou

rp
ro

uv
er

la
va

lid
it
é

de
sa

fo
rm

ul
at

io
n

(i
.e

.l
a

pr
op

ri
ét

é
5.

17
),

m
ai

s
da

ns
le

ca
s

de
po

ly
èd

re
s

pl
us

co
m

pl
iq

ué
s

on
n’

a
pa

s
ce

ge
nr

e
de

de
sc

ri
pt

io
n

et
sa

jo
lie

pr
eu

ve
ne

pe
ut

pa
s

s’
ad

ap
te

r.
N

ou
s

pr
op

os
on

s
do

nc
ic

id
eu

x
au

tr
es

pr
eu

ve
s

(n
on

is
su

es
de

la
lit

té
ra

tu
re

),
qu

e
l’o

n
re

pr
en

dr
a

po
ur

le
pr

ob
lè

m
e

ju
st

e-
à-

te
m

ps
.

5.
4.

1
U

n
e

p
re

u
ve

co
n
st

ru
ct

iv
e

O
n

co
ns

id
èr

e
un

po
in

t
C

∈
P

Q
,d

on
t

on
su

pp
os

e
qu

’il
ne

tr
ad

ui
t

pa
s

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ré

al
i-

sa
bl

e,
et

on
va

m
on

tr
er

qu
’il

ne
pe

ut
êt

re
ex

tr
ém

al
en

l’é
cr

iv
an

t
co

m
m

e
m

ili
eu

de
de

ux
po

in
ts

de
P

Q
.

S’
il

ne
co

de
pa

s
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ré
al

is
ab

le
c’

es
t

né
ce

ss
ai

re
m

en
t

pa
rc

e
qu

e
de

ux
tâ

ch
es

se
ch

e-
va

uc
he

nt
,c

’e
st

-à
-d

ir
e

qu
’il

ex
is

te
(i
,j
)
∈
J
2
,a

ve
c
i�=

j
te

lq
ue

C
i
�

C
j
<

C
i
+
p j

.

O
n

po
se

ε
1
:=

m
in
{p

∗C
(S

1
)
−

g
(S

1
)
|S

∈
P

∗ (
J
),
i
�∈
S
1
,j

∈
S
1
}

ε
2
:=

m
in
{p

∗C
(S

2
)
−

g
(S

2
)
|S

∈
P

∗ (
J
),
i
∈
S
2
,j

�∈
S
2
}

ε
:=

m
in
{ε

1
,ε

2
}.

pu
is

C
+
−
:=

C
+

ε p
i
1 i

−
ε p
j
1 j

C
−
+
:=

C
−

ε p
i
1 i

+
ε p
j
1 j

A
in

si
on

a
di

re
ct

em
en

t
C

=
C

+
−
+
C

−
+

2
,

et
on

vé
ri
fie

fa
ci

le
m

en
t

qu
e

ce
tt

e
co

ns
tr

uc
ti
on

as
su

re
qu

e
C

+
−
∈

P
Q

et
C

−
+
∈

P
Q
.
M

ai
s

at
te

nt
io

n
po

ur
co

nc
lu

re
il

fa
ut

s’
as

su
re

r
qu

e
C

+
−
�=

C
,
c’

es
t-

à-
di

re
qu

e
ε
>

0,
et

po
ur

ce
la

on
a

be
so

in
de

s
de

ux
le

m
m

es
su

iv
an

ts
.

L
em

m
e

5.
22

So
it
C

∈
P

Q
.S

oi
t
(i
,j
)
∈
J
2
.

S
i
C

i
�

C
j
,a

lo
rs

∀S
1
∈
P
(J

),
i
�∈
S
1

j
∈
S
1

�
⇒

p
∗C

(S
1
)
>

g
(S

1
)

P
re

u
ve

:
P
ar

l’a
bs

ur
de

on
su

pp
os

e
qu

’il
ex

is
te

S
1
∈
P
(J

)
co

nt
en

an
t
j

m
ai

s
pa

s
i
te

lq
ue

p
∗C

(S
1
)
=

g
(S

1
).

O
n

no
te

S̃
1
=

S
1 \{
j}

.A
lo

rs
on

dé
co

m
po

se
13
g
(S

1
)
=

g
(S̃

1
)
+
p
j
p
(S

1
)

et
p
∗C

(S
1
)
=

p
∗C

(S̃
1
)
+
p
j
C
j
.

O
n

a
su

pp
os

é
ce

s
de

ux
te

rm
es

ég
au

x,
et

on
sa

it
pa

r
ai

lle
ur

s
qu

e
p
∗C

(S̃
1
)
�

g
(S̃

1
)

pu
is

qu
e
C

∈
P

Q
.

O
n

en
dé

du
it

qu
e
C
j
�

p
(S

1
) �

.A
lo

rs
on

a
p
∗C

(S
1
∪
{i
})

=
p
∗C

(S
1
)
+
p
iC

i

=
g
(S

1
)
+
p
iC

i
su

pp
os

it
io

n
ab

su
rd

e
�

g
(S

1
)
+
p
iC

j
hy

po
th

ès
e

�
g
(S

1
)
+
p
ip
(S

1
)

pa
r
�

<
g
(S

1
)
+
p
i[
p
(S

1
)
+
p
i]

ca
r
p
i
>

0
=

g
(S

1
∪
{i
})

cf
.é

ga
lit

é
5.

10
�

p
∗C

(S
1
∪
{i
})

ca
r
C

∈
P

Q

A
B

S
U

R
D

E
�

13
.

E
n

ut
ili

sa
nt

5.
10

on
a
g
(A

�
{i
})

=
g
(A

)
+

g
({
i}

+
p
ip
(A

)
=

g
(A

)
+

p
2 i
+
p
ip
(A

)
=

g
(A

)
+

p
ip
(A

�
{i
})

14

L
em

m
e

5.
23

So
it
C

∈
P

Q
.S

oi
t
(i
,j
)
∈
J
2
.

S
i
C

j
<

C
i
+
p j

,a
lo

rs
∀S

2
∈
P
(J

),
i
∈
S
2

j
�∈
S
2

�
⇒

p
∗C

(S
2
)
>

g
(S

2
)

P
re

u
ve

:
P
ar

l’a
bs

ur
de

on
su

pp
os

e
qu

’il
ex

is
te

S
2
∈
P
(J

)
co

nt
en

an
t
i
m

ai
s

pa
s
j

te
lq

ue
p
∗C

(S
2
)
=

g
(S

2
).

O
n

m
on

tr
e

de
m

êm
e

qu
e
C
i
�

p
(S

2
) �

et
al

or
sp

∗C
(S

2
∪
{j
})
=

p
∗C

(S
2
)
+
p
j
C
j

=
g
(S

2
)
+
p
j
C
j

su
pp

os
it

io
n

ab
su

rd
e

<
g
(S

2
)
+
p
j
[C

i
+
p
j
]

hy
po

th
ès

e
�

g
(S

2
)
+
p
j
[p
(S

2
)
+
p
j
]

pa
r
�

=
g
(S

2
∪
{j
})

cf
.é

ga
lit

é
5.

10
�

p
∗C

(S
2
∪
{j
})

ca
r
C

∈
P

Q

A
B

S
U

R
D

E
�

Le
le

m
m

e
5.

22
no

us
as

su
re

qu
e
ε 1

>
0

et
le

le
m

m
e

5.
23

qu
e
ε 2

>
0,

do
nc

ε
>

0.
A

in
si
C

ne
pe

ut
êt

re
ex

tr
ém

al
.P

ar
co

nt
ra

po
sé

e
on

en
dé

du
it

qu
’u

n
po

in
t

ex
tr

êm
e

de
P

Q
es

t
sa

ns
ch

ev
au

ch
em

en
t.

5.
4.

2
U

n
e

p
re

u
ve

b
as

ée
su

r
le

s
in

ég
al

it
és

O
n

fa
it

ic
i

un
e

pr
eu

ve
di

re
ct

e.
O

n
co

ns
id

èr
e
C

∈
E

xt
r(
P

Q
)

et
on

va
m

on
tr

er
qu

’il
co

de
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ré
al

is
ab

le
.P

ou
r

ce
la

on
ut

ili
se

le
fa

it
qu

’u
n

po
in

t
ex

tr
êm

e
sa

tu
re

au
ta

nt
d’

in
ég

al
it
és

qu
e

la
di

m
en

si
on

du
po

ly
èd

re
.I

ci
P

Q
es

t
de

pl
ei

ne
di

m
en

si
on

(i
.e

.d
e

di
m

en
si

on
n
),

no
ta

m
m

en
t

pa
rc

e
qu

e
so

n
cô

ne
de

ré
ce

ss
io

n
es

t
(R

+
)n

,o
n

sa
it

do
nc

qu
e
C

sa
tu

re
n

in
ég

al
it
és

.O
n

ut
ili

se
m

ai
nt

en
an

t
la

st
ru

ct
ur

e
pa

rt
ic

ul
iè

re
de

ce
s

in
ég

al
it
és

,e
t

no
ta

m
m

en
t

le
s

pr
op

ri
ét

és
de

la
fo

nc
ti
on

g
po

ur
co

nn
aî

tr
e

ce
s
n

in
ég

al
it
és

.
P

ro
p
ri

ét
é

5.
24

So
it
C

∈
P

Q
.S

oi
t
(S
,T

)
∈
P

∗ (
J
)2

.
S
i
p
∗C

(S
)
=

g
(S

)
et

p
∗C

(T
)
=

g
(T

)
al

or
s
S
⊂

T
ou

T
⊂

S
.

P
re

u
ve

:
P
ar

l’a
bs

ur
de

on
su

pp
os

e
qu

e
S
�⊂

T
et

T
�⊂

S
.O

n
a

al
or

s
S
\T

�=
∅

et
T
\S

�=
∅.

D
on

c
p
(S

\T
)p
(T

\S
)

es
t
st

ri
ct

em
en

t
po

si
ti

f,
ce

qu
ia

ss
ur

e
d’

ap
rè

s
5.

10
qu

e
g
(S

∪T
)
>

g
(S

)+
g
(T

)−
g
(S

∩T
).

O
r
pa

r
hy

po
th

ès
e

on
a
g
(S

)
=

p
∗C

(S
)

et
g
(T

)
=

p
∗C

(T
),

et
pu

is
qu

e
C

∈
P

Q
on

a
au

ss
ig

(S
∩
T
)
�

p
∗C

(S
∩
T
).

D
on

c
on

en
dé

du
it
g
(S

∪
T
)
>

p
∗C

(S
)
+
p
∗C

(T
)
−
p
∗C

(S
∩
T
)
=

p
∗C

(S
∪
T
).

A
B

S
U

R
D

E
ca

r
C

do
it

sa
ti

sf
ai

re
la

co
nt

ra
in

te
po

ur
l’e

ns
em

bl
e
S
∪
T

pu
is

qu
e
C

∈
P

Q
.

�

C
or

ol
la

ir
e

5.
25

S
i
C

es
t

ex
tr

êm
e

da
ns

P
Q

al
or

s
il

ex
is

te
(S

i)
i∈

[1
..
n
]

un
e

su
it
e

de
so

us
-e

ns
em

bl
es

im
br

iq
ué

s
de

ca
rd

in
au

x
éc

he
lo

nn
és

de
1

à
n

te
lle

qu
e
∀i

∈
[1
..
n
],

p
∗C

(S
i)
=

g
(S

i)
.

O
r

de
te

lle
s

in
ég

al
it
és

as
su

re
nt

qu
e
C

co
de

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ré

al
is

ab
le

et
m

êm
e

.

P
re

u
ve

:
O

n
sa

it
dé

jà
qu

e
C

sa
tu

re
n

in
ég

al
it

és
lin

éa
ir

em
en

t
in

dé
pe

nd
an

te
s.

La
pr

op
ri

ét
é

pr
éc

éd
en

te
as

su
re

qu
e

de
ux

in
ég

al
it

és
sa

tu
ré

es
ne

pe
uv

en
t

co
rr

es
po

nd
re

à
de

ux
en

se
m

bl
es

di
st

in
ct

s
de

m
êm

e
ca

rd
in

au
x

;e
n

eff
et

si
on

a
ég

al
it

é
en

tr
e
p
∗C

et
g

su
r

de
ux

en
se

m
bl

es
,l

’u
n

es
t

in
cl

us
da

ns
l’a

ut
re

,s
ie

n
pl

us
ils

on
t

m
êm

e
ca

rd
in

al
ils

so
nt

ég
au

x.
D

on
c

le
s
n

in
ég

al
it

és
sa

tu
ré

es
pa

r
C

co
rr

es
po

nd
en

t
à

de
s

en
se

m
bl

es
(S

i)
i∈

[1
..
n
]
de

ca
rd

in
au

x
éc

he
lo

nn
és

de
1

à
n
,
et

en
ut

ili
sa

nt
à

no
uv

ea
u

la
pr

op
ri

ét
é

pr
éc

éd
en

te
on

ob
ti

en
t

le
ur

im
br

ic
at

io
n,

c’
es

t-
à-

di
re

qu
e

S
1
⊂

S
2
..
.
⊂

S
n
−
1
⊂

S
n
.

E
n

no
ta

nt
S
0
=
∅

et
σ
(i
)

po
ur

i∈
[1
..
n
]
l’u

ni
qu

e
él

ém
en

t
de

S
i\
S
i−

1
,d

e
so

rt
e

qu
e
∀i

∈
[1
..
n
],
S
i
=

σ
([
1
..
i]
).

D
’u

ne
pa

rt
on

a
g
(S

i)
=

g
(S

i−
1
∪
{i
})

=
g
(S

i−
1
)
+

p
σ
(i
)p
(S

i)
=

p
∗C

(S
i−

1
)
+

p
σ
(i
)p
(S

i)
et

d’
au

tr
e

pa
rt

g
(S

i)
=

p
∗C

(S
i)
=

p
∗C

(S
i−

1
)
+
p
σ
(i
)C

σ
(i
),

on
en

dé
du

it
qu

e
C
σ
(i
)
=

p
(S

i)
=

p
(σ
([
1
..
i]
))

et
ce

po
ur

to
ut

i∈
[1
..
n
].

D
on

c
C
=
C

σ
,a

in
si

C
∈
Q

et
c

es
t

bi
en

�

15



É
tu

de
po

ly
éd

ra
le

d’
un

pr
ob

lè
m

e
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

un
e

m
ac

hi
ne

av
ec

co
ût

s
d’

av
an

ce
et

de
re

ta
rd

O
n

re
vi

en
t
ic

is
ur

no
s
pr

ob
lè

m
es

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ju

st
e-

à-
te

m
ps

.P
lu

s
pr

éc
is

ém
en

t
on

s’
in

té
re

ss
e

au
pr

ob
lè

m
e

av
ec

d
u
e-

d
at

e
co

m
m

u
n
e

et
n
on

re
st

ri
ct

iv
e.

C
om

m
e

da
ns

l’a
rt

ic
le

de
Q

ue
yr

an
ne

[1
2]

on
va

d’
ab

or
d

s’
in

té
re

ss
er

au
po

ly
èd

re
de

s
so

lu
ti
on

s,
c’

es
t-

à-
di

re
au

po
ly

èd
re

de
s

ve
ct

eu
rs

co
da

nt
le

s
so

lu
ti
on

s
po

ur
un

co
da

ge
qu

’o
n

va
ju

st
em

en
t

dé
te

rm
in

er
14

;
c’

es
t

po
ur

qu
oi

da
ns

to
ut

e
ce

tt
e

pa
rt

ie
,

on
ne

co
ns

id
ér

er
a

fix
és

qu
e
n

le
no

m
br

e
de

tâ
ch

es
et

(p
j
) j

∈J
le

s
du

ré
es

de
ce

s
tâ

ch
es

,
m

ai
s

pa
s

le
s

co
ût

s.
O

n
pe

ut
au

ss
i
co

ns
id

ér
er

fix
ée

d
un

e
du

e-
da

te
vé

ri
fia

nt
d
�

p(
J
),

m
ai

s
co

m
m

e
el

le
n’

es
t

pa
s

re
st

ri
ct

iv
e

on
pe

ut
au

ss
is

im
pl

em
en

t
l’o

m
et

tr
e.

6
Fo

rm
ul

at
io

n
(e
,t
,δ
,l
,r
)

6.
1

Id
ée

et
no

uv
ea

u
co

da
ge

O
n

a
dé

jà
ex

pl
iq

ué
(2

.1
)

qu
’o

n
ut

ili
sa

it
un

co
da

ge
pa

r
(e
,t
)

po
ur

ex
pr

im
er

le
co

ût
de

m
an

iè
re

lin
éa

ir
e.

M
ai

s
il

fa
ut

au
ss

i
po

uv
oi

r
as

su
re

r
pa

r
de

s
co

nt
ra

in
te

s
lin

éa
ir
es

qu
’u

n
ve

ct
eu

r
co

de
bi

en
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ré
al

is
ab

le
.I

ly
a

es
se

nt
ie

lle
m

en
t

tr
oi

s
ch

os
es

à
ga

ra
nt

ir
:

[c
oh

ér
en

ce
]

Le
s

va
le

ur
s
e i

et
t i

pe
rm

et
te

nt
de

dé
te

rm
in

er
la

pé
ri
od

e
d’

ex
éc

ut
io

n
de

la
tâ

ch
e
J
i

[n
on

-c
h
ev

au
ch

em
en

t]
Le

s
pé

ri
od

es
d’

ex
éc

ut
io

n
de

s
tâ

ch
es

so
nt

de
ux

à
de

ux
di

sj
oi

nt
es

.
[p

os
it

iv
it

é]
Le

s
pé

ri
od

es
d’

ex
éc

ut
io

n
de

s
tâ

ch
es

ne
co

m
m

en
ce

nt
pa

s
av

an
t

le
te

m
ps

0.

P
ou

r
la

co
h
ér

en
ce

il
fa

ut
as

su
re

r
qu

e
e j
=
0

ou
t j
=
0.

C
e

n’
es

t
pa

s
ex

cl
us

if
pu

is
qu

’u
ne

tâ
ch

e
à

l’h
eu

re
es

t
d’

av
an

ce
nu

lle
et

de
re

ta
rd

nu
l.

P
ou

r
gé

re
r

ce
tt

e
di

sj
on

ct
io

n
on

in
tr

od
ui

t,
po

ur
to

ut
j
∈
J
,

la
va

ri
ab

le
δ j

qu
iv

au
t

1
si

la
tâ

ch
e

es
t

en
av

an
ce

(o
u

à
l’h

eu
re

)
et

0
si

no
n.

M
ai

s
ça

ne
su

ffi
t

pa
s

:p
ou

r
di

re
"s

iδ
j
=
0,

al
or

s
e j

do
it

êt
re

nu
l"

,i
ln

ou
s

fa
ut

un
e

co
ns

ta
nt

e
qu

i
m

aj
or

e
e j

,q
u’

on
ap

pe
lle

us
ue

lle
m

en
t

un
"b

ig
M

".
Ic

il
a

po
si

ti
vi

té
no

us
en

fo
ur

ni
t

un
d’

offi
ce

:d
.L

a
co

nt
ra

in
te

e j
�
d
δ j

es
t

al
or

s
bi

en
sa

ti
sf

ai
te

pa
r

to
us

le
s
(e
,t
,δ
)

co
da

nt
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ré
al

is
ab

le
,

et
ré

ci
pr

oq
ue

m
en

t
un

ve
ct

eu
r
(e
,t
,δ
)

av
ec

δ
∈
{0
,1
}n

qu
iv

ér
ifi

e
ce

tt
e

co
nt

ra
in

te
a

bi
en

e j
=
0

si
δ j
=
0.

M
ai

s
po

ur
di

re
"s

iδ
j
=
1,

al
or

s
t j

do
it

êt
re

nu
l"

,i
ln

ou
s

fa
ut

un
e

bo
rn

e
su

r
le

s
t j

al
or

s
qu

’a
pr

io
ri

ils
so

nt
no

n
bo

rn
és

(u
ne

tâ
ch

e
pe

ut
to

uj
ou

rs
av

oi
r

lie
u

pl
us

ta
rd

,
c’

es
t

ce
qu

i
fa

is
ai

t
qu

e
P

Q
ét

ai
t

no
n

bo
rn

é)
.C

ep
en

da
nt

si
on

ch
er

ch
e

à
m

in
im

is
er

le
co

ût
,c

es
so

lu
ti
on

s
ta

rd
iv

es
ne

no
us

in
té

re
ss

en
t

pa
s,

et
on

pe
ut

se
re

st
re

in
dr

e
au

x
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
et
�

ca
r

la
pr

op
ri
ét

é
4.

2
re

st
e

vr
ai

e
po

ur
de

s
co

ût
s

po
si

ti
fs

qu
el

co
nq

ue
s,

(à
m

oi
ns

qu
e
β
=

0,
et

∀j
∈
J
,
α
j
>

0
m

ai
s

on
pe

ut
ex

cl
ur

e
ce

ca
s

ca
r

un
pr

ob
lè

m
e

ju
st

e-
à-

te
m

ps
sa

ns
co

ût
de

re
ta

rd
es

t
un

pr
ob

lè
m

e
ré

gu
lie

r
vu

da
ns

un
m

ir
oi

r)
.

Se
re

st
re

in
dr

e
au

x
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
et
�

bo
rn

e
le

s
re

ta
rd

s
(e

t
le

s
av

an
ce

s)
pa

r
p(
J
),

qu
’o

n
ch

oi
si

t
fin

al
em

en
t

co
m

m
e

"b
ig

M
"

po
ur

le
s

de
ux

cô
té

s,
pa

rc
e

qu
e

da
ns

le
ca

s
no

n-
re

st
ri
ct

if
c’

es
t

un
e

m
ei

lle
ur

e
bo

rn
e

qu
e
d
.N

ot
ez

do
nc

M
:=

p(
J
).

P
ou

r
ce

qu
ie

st
du

n
on

-c
h
ev

au
ch

em
en

t
on

ai
m

er
ai

t
ut

ili
se

r
le

s
in

ég
al

it
és

de
Q

ue
yr

an
ne

de
pa

rt
et

d’
au

tr
e

de
la

du
e-

da
te

.E
n

eff
et

,p
ou

r
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t
�

il
su

ffi
t

de
s’

as
su

re
r

qu
e

le
s

tâ
ch

es
en

re
ta

rd
so

nt
to

ut
es

à
dr

oi
te

de
d

(c
’e

st
un

e
no

uv
el

le
po

si
ti
vi

té
),

qu
’e

lle
sn

e
se

ch
ev

au
ch

en
tp

as
en

tr
e

el
le

s
et

qu
e

le
s

tâ
ch

es
en

av
an

ce
so

nt
to

ut
es

à
ga

uc
he

de
d

et
ne

se
ch

ev
au

ch
en

t
pa

s
no

n
pl

us
en

tr
e

el
le

s.
D

u
cô

té
re

ta
rd

c’
es

t
fa

ci
le

pa
rc

e
qu

e
t
jo

ue
pa

r
ra

pp
or

t
à
d

le
m

êm
e

rô
le

qu
e
C

pa
r

ra
pp

or
t

à
0.

E
n

re
va

nc
he

cô
té

av
an

ce
c’

es
t
e
+
p

qu
ij

ou
e

le
rô

le
de

C
.

d| 0|
J
i

|
e i

p
i

J
t

J
t

J
i

|
C
i
=

p
i+

e i

14
.

O
n

pr
és

en
te

en
an

ne
xe

,s
ec

ti
on

10
.2

,d
eu

x
co

da
ge

s
et

fo
rm

ul
at

io
ns

en
vi

sa
gé

s
m

ai
s

in
fr

uc
tu

eu
x

16

E
n

no
ta

nt
E

� :
=
� j

∈
J
|δ

j
=
1�

et
T
:=
� j

∈
J
|δ

j
=
0�

on
a

en
vi

e
d’

éc
ri
re

le
s

in
ég

al
it
és

� ∀
S
⊂

J
,
p
∗[
p
+
e]
(S

)
�

g
(S

)
∀S

⊂
J
,
p
∗t

(S
)
�

g
(S

)

M
ai

s
ce

s
in

ég
al

it
és

ne
so

nt
m

êm
e

pa
s

to
uj

ou
rs

va
lid

es
:s

io
n

pr
en

d
i
∈
E

et
j
∈
T

,l
a

de
ux

iè
m

e
in

ég
al

it
é

po
ur

S
=

{i
,j
}

s’
éc

ri
t
p
j
t j

�
1 2
[(
p i

+
p j
)2

+
(p

2 i
+
p2 j
)]
=

p2 i
+
p2 j

+
p i
p j

>
p2 j

,c
e

qu
ii

nt
er

di
t

t j
=

p j
,m

êm
e

si
J
j

ét
ai

t
la

tâ
ch

e
ju

st
e

ap
rè

s
d
.L

’e
rr

eu
r

vi
en

t
du

fa
it

qu
’o

n
a

co
ns

id
ér

é
J
i
un

e
tâ

ch
e

en
av

an
ce

,a
lo

rs
qu

’o
n

vo
ul

ai
t

ex
pr

im
er

du
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

à
dr

oi
te

de
la

du
e-

da
te

.I
lf

au
t

tr
ai

te
r

av
an

ce
et

re
ta

rd
sé

pa
ré

m
en

t
et

éc
ri
re

pl
ut

ôt
� ∀

S
⊂

J
,
p
∗[
p
+
e]
(S

∩
E

� )
�

g
(S

∩
E

� )
(S

1’
)

∀S
⊂

J
,
p
∗t

(S
∩
T
)
�

g
(S

∩
T
)

(S
2’

)

Là
c’

es
t

bi
en

da
ns

l’i
dé

e
m

ai
s

at
te

nt
io

n
E

�
et

T
dé

pe
nd

en
t

de
δ,

et
de

s
co

nt
ra

in
te

s
qu

id
ép

en
de

nt
de

s
va

ri
ab

le
s

c’
es

t
co

m
pl

èt
em

en
t

in
te

rd
it

en
P

L
!A

lo
rs

on
va

es
sa

ye
r

d’
ut

ili
se

r
no

tr
e

va
ri
ab

le
δ

po
ur

fa
ir
e

di
sp

ar
aî

tr
e

ce
tt

e
in

te
rs

ec
ti
on

,d
’a

bo
rd

su
r

(S
1’

)
:

(S
1’

)
⇔

∀S
⊂

J
,
� j∈

J

p j
[p

j
+
e j
]δ

j
�

1 2

�
�� j∈

J

p j
δ j
� 2

+
� j∈

J

p2 j
δ j

�

⇔
∀S

⊂
J
,
� j∈

J

p2 j
δ j

+
� j∈

J

p j
e j
δ j

��
��

=
e j

�
1 2

�

(i
,j
)∈

J
2p i
p j
δ i
δ j

+
1 2

� j∈
J

p2 j
δ j

⇔
∀S

⊂
J
,

✚
✚
✚

✚✚
� j∈

J

p2 j
δ j

+
� j∈

J

p j
e j

�
1 2

�

(i
,j
)∈

J
2

i�=
j

p i
p j
δ i
δ j

+
✟
✟

✟
✟
✟
✟

1 2

� j∈
J

p2 j
δ2 j
=
δ j

+

✚
✚

✚
✚

✚✚
1 2

� j∈
J

p2 j
δ j

⇔
∀S

⊂
J
,
� j∈

J

p j
e j

�
�

(i
,j
)∈

J
2

i<
j

p i
p j
δ i
δ j

P
ou

rr
em

pl
ac

er
le

te
rm

e
qu

ad
ra

ti
qu

e
δ i
δ j

(l
e

se
ul

qu
ip

os
e

en
co

re
pr

ob
lè

m
e)

,o
n

in
tr

od
ui

td
e

no
uv

el
le

s
va

ri
ab

le
s

bo
ol

ée
nn

es
,
le

s
l i
,j

po
ur

(i
,j
)
∈
J
<

où
J

<
:=
� (
i,
j)

∈
J
2
|i

<
j�

.
P
ou

r
(i
,j
)
∈
J
<
,
l i
,j

do
it

va
lo

ir
1

ss
iδ

i
et

δ j
va

le
nt

1,
c’

es
t-

à-
di

re
ss

iJ
i
et

J
j
so

nt
à

ga
uc

he
de

la
du

e
da

te
(d

’o
ù

lc
om

m
e

"l
ef

t"
).

P
ou

r
(S

2’
)

on
fa

it
le

m
êm

e
ge

nr
e

de
ca

lc
ul

,m
ai

s
c’

es
t

le
pr

od
ui

t
(1

−
δ i
)(
1
−
δ j
)

qu
ia

pp
ar

aî
t.

O
n

in
tr

od
ui

t
al

or
s

le
s

va
ri
ab

le
s

bo
ol

ée
nn

es
r i

,j
po

ur
(i
,j
)
∈
J
<
,q

ui
do

iv
en

t
va

lo
ir

1
ss

iδ
i
et

δ j
va

le
nt

0,
c’

es
t-

à-
di

re
ss

iJ
i
et

J
j

so
nt

à
dr

oi
te

de
la

du
e

da
te

(d
’o

ù
le

r
co

m
m

e
"r

ig
ht

")
.

P
ou

r
as

su
re

r
la

co
hé

re
nc

e
en

tr
e
δ

et
l,

(r
es

p.
en

tr
e
δ

et
r)

on
in

tr
od

ui
t

de
no

uv
el

le
s

co
nt

ra
in

te
s

:

∀(
i,
j)
∈J

<
,
l i
,j
�

0
l i
,j
�

δ i
l i
,j
�

δ j
l i
,j
�

δ i
+
δ j

−
1

(l
.1
)

(l
.2
)

(l
.3
)

(l
.4
)

∀(
i,
j)
∈J

<
,
r i

,j
�

0
r i

,j
�

(1
−
δ i
)

r i
,j
�

(1
−
δ j
)

r i
,j
�

1
−

δ i
−

δ j

(r
.1
)

(r
.2
)

(r
.3
)

(r
.4
)

L
em

m
e

6.
1

So
it
δ
∈
{0
,1
}n

.
S
i
(l
,r
)
∈

R
n
(n
−1

)
vé

ri
fie

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(l
.-)

et
(r
.-)

ci
-d

es
su

s
al

or
s

on
a
∀(
i,
j)
∈
J
<
,
l i
,j
=
1
⇔
� δ

i
=
1

δ j
=
1

et
∀(
i,
j)
∈
J
<
,r

i,
j
=
1
⇔
� δ

i
=
0

δ j
=
0

P
re

u
ve

:
So

it
(i
,j
)
∈
J
<
.S

il
i,
j
=
1
,a

lo
rs

on
a
δ i

�
1

pa
r

la
co

nt
ra

in
te

(l
.2

),
or

δ i
∈
{0
,1
},

do
nc

δ i
=
1

et
de

m
êm

e
pa

r
la

co
nt

ra
in

te
(l
.3

)
on

a
δ j
=
1
.R

éc
ip

ro
qu

em
en

t,
si

δ i
=
1

et
δ j
=
1
,l

es
co

nt
ra

in
te

s
(l
.2

)
ou

(l
.3

)
do

nn
en

t
l i
,j
�

1
,
ta

nd
is

qu
e

la
co

nt
ra

in
te

(δ
.4

)
do

nn
e
l i
,j
�

−
1
+

1
+

1
=

1
do

nc
l i
,j
=
1
.
O

n
m

on
tr

e
de

m
êm

e
l’é

qu
iv

al
en

ce
po

ur
r i
,j

av
ec

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(r
.-)

�

17



M
ai

nt
en

an
t

qu
’o

n
s’

es
t

m
un

i
de

ce
s

no
uv

el
le

s
va

ri
ab

le
s

on
pe

ut
éc

ri
re

de
s

in
ég

al
it
és

lin
éa

ir
es

tr
ad

ui
sa

nt
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(S

1’
)

et
(S

2’
)

:

∀S
∈
P

∗ (
J
),
� i∈
S

p i
e i

�
�

(i
,j
)∈

S
<p i
p j
l i
,j

� i∈
S

p i
t i
�
�

(i
,j
)∈

S
<p i
p j
r i

,j
+
� i∈
S

p2 i
(1

−
δ i
)

(S
1)

(S
2)

C
or

ol
la

ir
e

6.
2

So
it
x
=

(e
,t
,δ
,l
,r
)
∈

R
n
2
+
2
n
.

S
i
δ
∈
{0
,1
}n

et
si
(l
,r
)

vé
ri
fie

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(l
.-)

et
(r
.-)

al
or

s
x

vé
ri
fie

(S
1)

⇔
e

vé
ri
fie

(S
1’

)
x

vé
ri
fie

(S
2)

⇔
t

vé
ri
fie

(S
2’

)

P
ui

sq
u’

on
a

pr
is

en
co

m
pt

e
la

p
os

it
iv

it
é

da
ns

le
s

co
nt

ra
in

te
s

as
su

ra
nt

la
co

hé
re

nc
e

en
tr

e
le

s
e

et
le

s
t,

on
a

m
ai

nt
en

an
t

to
ut

ce
qu

’il
no

us
fa

ut
.O

n
s’

ar
rê

te
do

nc
su

r
ce

co
da

ge
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
pa

r
un

ve
ct

eu
r
(e
,t
,δ
,l
,r
)
∈

R
2
n
×

[0
,1
]n

2
.

O
n

pr
és

en
te

da
ns

la
se

ct
io

n
su

iv
an

te
le

po
ly

èd
re

qu
e

l’o
n

va
ét

ud
ie

r,
qu

ie
st

l’e
ns

em
bl

e
de

s
ve

ct
eu

rs
vé

ri
fia

nt
to

ut
es

le
s

co
nt

ra
in

te
s

lin
éa

ir
es

m
en

ti
on

né
es

ju
sq

u’
ic

i,
m

ai
s

pa
s

né
ce

ss
ai

re
m

en
t

l’i
nt

ég
ri
té

de
se

s
n
2

de
rn

iè
re

s
co

m
po

sa
nt

es
.I

le
st

do
nc

un
pe

u
pl

us
qu

e
l’e

nv
el

op
pe

co
nv

ex
e

de
s

co
da

ge
s

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

ré
al

is
ab

le
s.

6.
2

Fo
rm

ul
at

io
n

D
éfi

n
it

io
n

6.
3

P
"e

,t
,δ

,l,
r"
:=
�

(e
,t
,δ
,l
,r
)∈

R
J
×

R
J
×

R
J
×

R
J
<
×

R
J
<

|
∀j

∈
J
,
e j

�
0

e j
�

M
δ j

(e
.1
)

(e
.2
)

∀j
∈
J
,
t j
�

0
t j
�

M
(1

−
δ j
)
(t
.1
)

(t
.2
)

∀j
∈
J
,0

�
δ j

�
1
(δ
)

∀(
i,
j)
∈J

<
,
l i
,j
�

0
l i
,j
�

δ i
l i
,j
�

δ j
l i
,j
�

δ i
+
δ j

−
1

(l
.1
)

(l
.2
)

(l
.3
)

(l
.4
)

∀(
i,
j)
∈J

<
,
r i

,j
�

0
r i

,j
�

(1
−
δ i
)

r i
,j
�

(1
−
δ j
)

r i
,j
�

1
−

δ i
−

δ j

(r
.1
)

(r
.2
)

(r
.3
)

(r
.4
)

∀S
∈
P

∗ (
J
),
� i∈
S

p i
e i

�
�

(i
,j
)∈

S
<p i
p j
l i
,j

� i∈
S

p i
t i
�
�

(i
,j
)∈

S
<p i
p j
r i

,j
+
� i∈
S

p2 i
(1

−
δ i
)

(S
1)

(S
2)
�

6.
3

In
té

rê
t

du
p
ol

yè
dr

e
P

"e
,t
,δ

,l
,r

"
et

pr
eu

ve

N
ot

re
bu

t
n’

es
t

pa
s

co
m

m
e

ch
ez

Q
ue

yr
an

ne
de

m
on

tr
er

qu
e

le
po

ly
èd

re
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

es
t

l’e
nv

el
op

pe
co

nv
ex

e
de

s
ve

ct
eu

rs
co

da
nt

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

ré
al

is
ab

le
s

(à
ca

us
e

de
s

in
ég

al
it
és

av
ec

bi
g

M
on

sa
it

dé
jà

qu
e

ce
po

ly
èd

re
ne

le
s

co
nt

ie
nt

pa
s

to
us

),
ni

m
êm

e
ce

lle
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
et
�

.
E

n
eff

et
,e

n
re

lâ
ch

an
t

la
co

nt
ra

in
te

d’
in

té
gr

it
é

su
r

le
s

va
ri
ab

le
s
δ,

l
et

r
on

en
gl

ob
e

de
s

so
lu

ti
on

s
qu

is
on

t
ho

rs
de

l’e
nv

el
op

pe
co

nv
ex

e.

x
e

x
δ

P

••
• •

C
on

v(
Q

)

O
n

ill
us

tr
e

ce
tt

e
id

ée
pa

r
le

pe
ti
t

ex
em

pl
e

su
iv

an
t

:
Si

P
=
� (
x
e
,x

δ
)
|x

e
�

0,
0
�

x
δ
�

1,
x
δ
�

2
−

x
e
,
x
δ
�

x
e
−

1�

et
Q

=
P
∩

Z
2

on
a

C
on

v(
Q
)
�

P

18

N
ot

re
bu

t
ic

iv
a

êt
re

de
m

on
tr

er
qu

e
le

s
po

in
ts

ex
tr

êm
es

qu
’e

st
su

sc
ep

ti
bl

e
de

no
us

re
nv

oy
er

un
so

lv
eu

r
lo

rs
qu

’o
n

lu
i

de
m

an
de

ra
de

m
in

im
is

er
un

e
fo

nc
ti
on

co
ût

co
de

nt
bi

en
to

us
de

s
or

do
nn

an
ce

-
m

en
ts

ré
al

is
ab

le
s.

O
n

ne
re

ga
rd

e
do

nc
pa

s
to

us
le

s
po

in
ts

ex
tr

êm
es

,s
eu

le
m

en
t

ce
ux

qu
im

in
im

is
en

t
un

e
fo

nc
ti
on

de
la

fo
rm

e
� j∈

J

α
j
e j

+
� j∈

J

β
j
t j

,e
t

qu
is

on
t

en
(δ
,l
,r
)

en
ti
er

s.

D
éfi

n
it

io
n

6.
4

O
n

no
te

E
xt

r∗
:=

�
x
∗
∈

E
xt

r(
P

"e
,t
,δ

,l,
r"
)

x
∗ =

(e
,t
,δ
,l
,r
)

av
ec

(δ
,l
,r
)∈

{0
,1
}n

2

∃(
α
,β

)∈
(R

+
∗ )

2
n
,
x
∗ ∈

ar
gm

in
x
∈P

"e
,t

,δ
,l
,r

"
�(α

,β
,0
,0
,0
)|x

��

R
em

ar
qu

e
:

O
n

pe
ut

m
on

tr
er

qu
e

E
xt

r∗ =

�
x
∗ ∈

P
"e

,t
,δ

,l,
r"

x
∗ =

(e
,t
,δ
,l
,r
)

av
ec

(δ
,l
,r
)
∈
{0
,1
}n

2

∃(
α
,β

)
∈
(R

+
∗ )

2
n
,
x
∗ =

ar
gm

in
x
∈P

"e
,t

,δ
,l
,r

"
�(
α
,β

,0
,0
,0
)|x

��

D
éfi

n
it

io
n

6.
5

P
ou

r
x
=
(e
,t
,δ
,l
,r
)
∈
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

av
ec

δ
∈
{0
,1
}n

on
no

te
E

� (
x
):
=
� j

∈
J
|δ

j
=
1�

T
(x
):
=
� j

∈
J
|δ

j
=
0�

L
em

m
e

6.
6

S
i
x
=
(e
,t
,δ
,l
,r
)
∈

E
xt

r∗
al

or
s

on
a
T
(x
)
�

J

R
em

ar
qu

e
:

P
ar

l’a
bs

ur
de

on
su

pp
os

e
qu

e
T
(x
)
=
J
,i

.e
.q

ue
δ
=
0
,e

=
0

et
l=

0
.O

n
va

m
on

tr
er

qu
’a

lo
rs

on
pe

ut
co

ns
tr

ui
re

un
au

tr
e

po
in

t
de

P
"e

,t
,δ

,l,
r"

de
m

êm
e

co
ût

en
pl

aç
an

t
un

e
tâ

ch
e
i 0

∈
J

à
l’h

eu
re

.
P
ou

r
ce

fa
ir

e
on

co
ns

id
èr

e
x
�
=

(e
� ,
t�
,δ

� ,
l�
,r

� )
où

e�
=

e
=

0
,
t�
=

t
−

t i
0
1 i

0
,
δ�

=
1 i

0
et

où
l�

et
r�

so
nt

dé
fin

is
en

ad
éq

ua
ti

on
av

ec
δ�

(e
n

pa
rt

ic
ul

ie
r
l�
=

l
=

0
pa

rc
e

qu
’il

n’
y

a
pa

s
de

ux
tâ

ch
es

en
av

an
ce

).
C

e
ve

ct
eu

r
vé

ri
fie

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(e
.-)

,
(t

.-)
,

(δ
.-)

,
(l

.-)
,

(r
.-)

pa
r

co
ns

tr
uc

ti
on

,
et

m
êm

e
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(S

1)
pu

is
qu

e
e�

et
l�

so
nt

nu
ls

.
P
ou

r
de

s
S
⊂

J
ne

co
nt

en
an

t
pa

s
i 0

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(S
2)

so
nt

vé
ri

fié
es

in
di

ffé
re

m
m

en
t

pa
r
x

et
x
� p

ui
sq

ue
le

s
te

rm
es

in
te

rv
en

an
t

so
nt

ég
au

x,
or

x
∈
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

do
it

vé
ri

fie
r

ce
s

co
nt

ra
in

te
s,

do
nc

x
�
au

ss
i.

Il
no

us
re

st
e

do
nc

à
tr

ai
te

r
le

ca
s

où
S
⊂

J
co

nt
ie

nt
i 0

.O
n

po
se

al
or

s
S̃
=

S
\{

i 0
}.

O
n

a
al

or
s

:

� i∈
S

p
it
� i
=
� i∈

S̃

p
it
i

ca
r
t� i 0

=
0

et
si

i
�=

i 0
,t

i
=

t� i

�
�

(i
,j
)∈

S̃
<

p
ip

j
r i
,j
+
� i∈

S̃

p
2 i
(1

-δ
i)

ca
r
x
∈
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

sa
ti

sf
ai

t
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(S

2)

=
�

(i
,j
)∈

S̃
<

p
ip

j
r� i,

j
+
� i∈

S̃

p
2 i
(1

-δ
� i)

ca
r

se
ul

s
le

s
r i

0
,j
,l

es
r i
,i
0

et
δ i

0
di

ffè
re

nt
en

tr
e
x

et
x
�

=
�

(i
,j
)∈

S̃
<

p
ip

j
r� i,

j
+
� i∈

S̃
i<

i 0

p
ip

i 0
r� i,

i 0 ↑ 0

+
� j∈

S̃
j>

i 0

p
i 0
p
j
r� i 0

,j ↑ 0

+
� i∈

S̃

p
2 i
(1

-δ
� i)
+
p
i 0
(1

-δ
� i 0
)

�
��
�

=
0

ca
r
δ� i 0

=
1

=
�

(i
,j
)∈

S
<

p
ip

j
r� i,

j
+
� i∈

S

p
2 i
(1

-δ
� i)

D
on

c
x
�
vé

ri
fie

bi
en

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(S
2)

.
A

in
si

x
�
∈

P
"e

,t
,δ

,l,
r"

,
or

en
pa

ss
an

t
de

x
à
x
�
on

a
an

nu
lé

la
pé

na
lit

é
en

ge
nd

ré
e

pa
r

la
tâ

ch
e
J
i 0

,s
an

s
ch

an
ge

r
le

s
au

tr
es

,c
’e

st
-à

-d
ir

e
qu

’o
n

es
t

pa
ss

é
de

x
un

un
iq

ue
m

in
im

is
eu

r
à

un
po

in
t
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

de
co

ût
in

fé
ri

eu
r

ou
ég

al
.A

B
SU

R
D

E
.

�

19



L
em

m
e

6.
7

S
i
x
=

(e
,t
,δ
,l
,r
)∈

E
xt

r∗
al

or
s

on
a
∀j

∈
E

� (
x
),
e j
<
M

et
∀j

∈
T
(x
),
t j
<
M

R
em

ar
qu

e
:

P
ui

sq
ue

x
∈

E
xt

r∗
,i

le
xi

st
e
(α

,β
)
∈
(R

+
∗ )

2
n

te
lq

ue
x

so
it

l’u
ni

qu
e

m
in

im
is

eu
r

de
�α

|e�
+
�β

|t�
.

P
ar

l’a
bs

ur
de

on
su

pp
os

e
qu

’il
ex

is
te

j
∈
E
(x
)

te
lq

ue
e j
=
M

.O
n

ai
m

er
ai

t
al

or
s

po
se

r
x
−
=
(e

−
,t
,δ
,l
,r
)

où
e−
=
e
−

ε1
j

po
ur

un
ε

bi
en

ch
oi

si
(i

.e
.

te
l

qu
e
x
−

vé
ri

fie
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(e
.1

)
et

(S
1)

),
ca

r
al

or
s

on
au

ra
it

un
po

in
t

de
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

de
co

ût
�α

|e−
�+

�β
|t�

m
oi

nd
re

qu
e

ce
lu

id
e
x

(A
B

SU
R

D
E

si
x
�=

x
−
).

P
ou

r
as

su
re

r
(e
.1

)
il

su
ffi

t
de

ch
oi

si
r
ε
�

M
.

P
ui

sq
u’

on
ne

ch
an

ge
pa

s
δ

on
a
E

� (
x
)
=

E
� (
x
−
)

et
δ

re
st

e
en

ti
er

,
ce

qu
i
no

us
ra

m
èn

e
à

vé
ri

fie
r

(S
1’

)(
cf

.
6.

2)
.
C

om
m

e
po

ur
to

ut
S
⊂
E

� (
x
)

te
l
qu

e
j
∈
S

on
a

p
∗[
e−

+
p
](
S
)
=

p
∗[
e
+
p
](
S
)−

p
j
ε

il
su

ffi
t
qu

e
ε
�

m p
j

où
m

:=
m
in
� p

∗[
e
+
p
](
S
)−

g
(S

)
|S

⊂
E

� (
x
),
j
∈
S
� .

O
n

po
se

do
nc

ε
=

m
in
� M

,
m p
j

� .
M

ai
s
po

ur
qu

e
x
−

so
it

té
m

oi
n

d’
un

e
ab

su
rd

it
é,

il
fa

ut
en

co
re

qu
e
x
−

so
it

di
ffé

re
nt

de
x
,i

.e
.ε

>
0.

O
r
po

ur
to

ut
S
⊂

E
� (
x
)

te
lq

ue
j
∈
S

on
a
p
∗[
e
+
p
](
S
)
=

p
∗[
e
+
p
](
S
\{

j}
)
+
p
j
M

+
p
2 j

et
g
(S

)
=

g
(S

\{
j}
)
+
p
j
p
(S

),
sa

ch
an

t
qu

e
p
∗[

e
+

p
](
S
\{

j}
)
�

g
(S

\{
j}
)

ce
la

do
nn

e
p
∗[

e
+

p
](
S
)
−

g
(S

)
�

p
j
[p

j
+

M
−

p
(S

)]
>

0
ca

r
p
j
>
0

et
p
(S

)�
p
(J

)
=

M
,d

on
c
m

>
0

et
pa

r
co

ns
éq

ue
nt

ε
>
0.

C
Q

F
D

P
ou

r
l’a

ut
re

as
se

rt
io

n
on

su
pp

os
e

pa
r

l’a
bs

ur
de

qu
’il

ex
is

te
j
∈
T
(x
)

te
lq

ue
t j

=
M

.D
an

s
la

m
êm

e
dé

-
m

ar
ch

e
on

po
se

x
− =

(e
,t

− ,
δ,
l,
r)

av
ec

t−
=

t−
ε1

j
et

ε
=
m
in
� M

,
1 p
j
m
in
� p

∗t
(S

)
−
g
(S

)
|S

⊂
T
(x
),
j
∈
S
��

M
on

tr
er

ic
i

qu
e
ε
>

0
es

t
un

pe
u

pl
us

di
ffi

ci
le

:
on

a
to

uj
ou

rs
l’é

ga
lit

é
g
(S

)
=

g
(S

\{
j}
)
+

p
j
p
(S

)
m

ai
s

p
∗t
(S

)
=

p
∗t
(S

\{
j}
)+

p
j
M

sa
ns

le
te

rm
e
p
2 j
.O

n
ob

ti
en

tp
∗t
(S

)−
g
(S

)
�

p
j
[M

−
p
(S

)]
�

p
j
[p
(J

)−
p
(T

(x
))
].

O
n

ut
ili

se
al

or
s

le
le

m
m

e
pr

éc
éd

en
t

:p
ui

sq
ue

x
∈

E
xt

r∗
,T

(x
)
�

J
,d

on
c
p
(J

)
−
p
(T

(x
))
>
0

et
do

nc
on

a
bi

en
ε
>
0.

C
Q

F
D

�

L
em

m
e

6.
8

So
it
x
=

(e
,t
,δ
,l
,r
)
∈
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

av
ec

δ
∈
{0
,1
}n

S
’i
l
ex

is
te

(i
,j
)∈

E
� (
x
)2

av
ec

i�=
j

tq
e i
+
p
i
�

e j
+
p
j
<

e i
+
p
i
+
p
j
,e

i
�=
M

et
e j
�=
M

al
or

s
x
�∈

E
xt

r∗
.

S
’i
l
ex

is
te

(i
,j
)∈

T
(x
)2

av
ec

i�=
j

te
lq

ue
t i
�

t j
<

t i
+
p j

,t
i
�=
M

et
t j
�=
M

al
or

s
x
�∈

E
xt

r∗
.

R
em

ar
qu

e
:

C
on

si
dé

ro
ns

(i
,j
)∈

E
� (
x
)2

av
ec

i�=
j

tq
e i
+
p
i
�

e j
+
p
j
<

e i
+
p
i
+
p
j
.O

n
va

ad
ap

te
r

la
pr

eu
ve

co
ns

tr
uc

ti
ve

fa
it

e
en

5.
4.

1,
et

éc
ri

re
x

co
m

m
e

m
ili

eu
de

de
ux

po
in

ts
de

P
"e

,t
,δ

,l,
r"

.P
ou

r
ce

la
on

ai
m

er
ai

t
dé

fin
ir
e+

−
:=

e
+

ε p
i
1 i

−
ε p
j
1 j

e−
+
:=

e
−

ε p
i
1 i

+
ε p
j
1 j

po
ur

un
ε

bi
en

ch
oi

si
,i

.e
.t

el
qu

e
x
+
−
:=

(e
+
−
,t
,δ
,l
,r
)
∈
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

x
−
+
:=

(e
−
+
,t
,δ
,l
,r
)
∈
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

.

P
ou

r
as

su
re

r
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(e
.1

),
il

su
ffi

t
de

pr
en

dr
e
ε
�

p
ie

i
et

ε
�

p
j
e j

.
P
ou

r
as

su
re

r
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(e
.2

),
il

su
ffi

t
de

pr
en

dr
e
ε
�

p
i[
M

−
e i
]
et

ε
�

p
j
[M

−
e j
].

P
ou

ra
ss

ur
er

le
sc

on
tr

ai
nt

es
(S

1’
),

il
su

ffi
td

e
pr

en
dr

e
ε
�

m
1
:=

m
in
{p

∗[
e
+
p
](
S
1
)
|S

1
∈P

∗ (J
),
i∈

S
1
,j

�∈
S
1
}

ε
�

m
2
:=

m
in
{p

∗[
e
+
p
](
S
1
)
|S

2
∈P

∗ (J
),
i�∈

S
2
,j

∈
S
2
}

et
d’

ap
rè

s
le

le
m

m
e

6.
2

ce
la

su
ffi

t
po

ur
as

su
re

r
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(S

1)
.

O
n

po
se

al
or

s
ε
=

m
in
(m

1
,m

2
,M

−
e i
,M

−
e j
,e

i,
e j
),

m
ai

s
po

ur
co

nc
lu

re
il

no
us

fa
ut

ε
>

0.
Le

s
te

rm
es

M
−
e i

et
M

−
e j

so
nt

po
si

ti
fs

pa
r

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(e
.2

),
et

no
n

nu
ls

pa
r

hy
po

th
ès

e.
Su

pp
os

on
s

qu
e
e i

=
0,

l’i
né

ga
lit

é
st

ri
ct

e
de

l’h
yp

ot
hè

se
de

vi
en

t
al

or
s
e j

+
p
j
<

p
i
+
p
j

do
nc

e j
<

p
i.

M
ai

s
la

co
nt

ra
in

te
(S

1)
po

ur
S
=

{i
,j
}

(i
.e

.p
ie

i
+
p
j
e j

�
p
ip

j
)

do
nn

e
p
j
e j

�
p
ip

j
so

it
e j

�
p
i.

A
B

SU
R

D
E

Su
pp

os
on

s
qu

e
e j

=
0,

l’i
né

ga
lit

é
la

rg
e

de
l’h

yp
ot

hè
se

de
vi

en
t

al
or

s
e i

+
p
i
�

p
j

do
nc

e i
<

p
j
.
M

ai
s

la
co

nt
ra

in
te

(S
1)

po
ur

S
=

{i
,j
}

do
nn

e
ic

ip
ie

i
�

p
ip

j
so

it
e i

�
p
j
.A

B
SU

R
D

E
P
ou

r
le

s
de

ux
te

rm
es

re
st

an
ts

,
on

ap
pl

iq
ue

le
s

le
m

m
es

5.
23

et
5.

22
au

ve
ct

eu
r
C

e
:=

e
+

p
,
pu

is
qu

e
m

1

et
m

2
so

nt
à
C

e
ce

qu
e
ε 1

et
ε 2

so
nt

à
C

da
ns

5.
4.

1.
O

n
pe

ut
bi

en
le

s
ut

ili
se

r
ca

r
l’h

yp
ot

hè
se

se
ré

éc
ri

t
C

e i
�

C
e j
<

C
e i
+
p
j

et
qu

e
le

le
m

m
e

6.
2

as
su

re
qu

e
e

vé
ri

fie
le

s
co

nt
ra

in
te

s
(S

1’
),

ce
qu

ir
ev

ie
nt

à
di

re
qu

e
C

e
sa

ti
sf

ai
t

to
ut

es
le

s
in

ég
al

it
és

de
Q

ue
yr

an
ne

.O
n

en
dé

du
it
m

1
>

0
et

m
2
>

0.
C

Q
F
D

O
n

m
on

tr
e

fa
ci

le
m

en
t

le
de

ux
iè

m
e

po
in

t
en

fa
is

an
t

po
ur

le
s
t

ce
qu

’o
n

a
fa

it
po

ur
le

s
e.

La
se

ul
e

pa
rt

ie
qu

id
iff

èr
e

un
pe

u
es

t
la

st
ri

ct
e

po
si

ti
vi

té
de

t i
et

t j
.P

ui
sq

ue
t i
�

t j
il

su
ffi

t
de

m
on

tr
er

qu
e
t i
>

0.
Su

pp
os

on
s

qu
e
t i

=
0.

L’
in

ég
al

it
é

st
ri

ct
e

de
l’h

yp
ot

hè
se

de
vi

en
t

al
or

s
t j

<
p
j
,

m
ai

s
la

co
nt

ra
in

te
(S

2)
po

ur
S
=

{i
,j
}

do
nn

e
ic

ip
j
t j

�
p
ip

j
+
p
2 i
+
p
2 j
>

p
j
[p

i
+
p
j
]
do

nc
t j

>
p
i
+
p
j
>

p
j

A
B

SU
R

D
E

.

20

P
ro

p
ri

ét
é

6.
9

S
i
x
∈

E
xt

r∗
al

or
s
x

co
de

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ré

al
is

ab
le

et
�

.

R
em

ar
qu

e
:

Si
x
∈

E
xt

r∗
,a

lo
rs

il
vé

ri
fie

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(e
.-)

,(
t.
-)

,(
δ.

-)
,(

l.-
),

(r
.-)

,c
e

qu
in

ou
s

pe
rm

et
de

dé
te

rm
in

er
de

m
an

iè
re

un
iq

ue
de

s
pé

ri
od

es
d’

ex
éc

ut
io

n
po

ur
ch

aq
ue

tâ
ch

e.
D

e
pl

us
d’

ap
rè

s
le

le
m

m
e

6.
7,

se
s
co

m
po

sa
nt

es
so

nt
to

ut
es

di
ffé

re
nt

es
de

M
,c

e
qu

in
ou

s
pe

rm
et

d’
ut

ili
se

r
le

le
m

m
e

6.
8

:p
ar

co
nt

ra
po

sé
e

on
en

dé
du

it
qu

e
le

sd
it

es
pé

ri
od

es
d’

ex
éc

ut
io

n
ne

se
ch

ev
au

ch
en

t
pa

s,
et

so
nt

bi
en

d’
un

cô
té

ou
de

l’a
ut

re
de

la
du

e
da

te
.

D
on

c
x

co
de

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
S

sa
ns

tâ
ch

e
à

ch
ev

al
,

po
ur

m
on

tr
er

qu
’il

es
t
�

il
su

ffi
t

de
m

on
tr

er
qu

’il
es

t
(c

ar
on

sa
it

qu
’a

u
m

oi
ns

un
e

tâ
ch

e
es

t
en

av
an

ce
,e

n
eff

et
si

el
le

s
ét

ai
en

t
to

ut
es

en
re

ta
rd

on
au

ra
it

un
t j

=
M

,c
e

qu
ie

st
im

po
ss

ib
le

d’
ap

rè
s

le
le

m
m

e
6.

7)
.

P
ar

dé
fin

it
io

n
de

E
xt

r∗
,
S

es
t

op
ti

m
al

po
ur

de
s

po
id

s
α

β
.s

tr
ic

te
m

en
t

po
si

ti
fs

,
do

nc
on

a
la

do
m

in
an

ce
st

ri
ct

e
de

s
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
et

en
pa

rt
ic

ul
ie

r
S

es
t

.
�

P
ro

p
ri

ét
é

6.
10

R
éc

ip
ro

qu
em

en
t

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ré

al
is

ab
le

et
�

es
t

co
dé

pa
r

un
ve

ct
eu

r
de

E
xt

r∗
.

R
em

ar
qu

e
:

O
n

co
ns

id
èr

e
x
S
=

(e
,t
,δ
,l
,r
)

le
co

da
ge

de
S

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
et
�

.O
n

sa
it

dé
jà

qu
e

x
S
∈

P
"e

,t
,δ

,l,
r"

,
on

ve
ut

m
ai

nt
en

an
t

m
on

tr
er

qu
e
x
S
∈

E
xt

r∗
.
Il

su
ffi

t
po

ur
ce

la
de

co
ns

tr
ui

re
de

s
po

id
s

(α
,β

)
∈
(R

+
)2

n
te

ls
qu

e
S

so
it

le
se

ul
or

do
nn

an
ce

m
en

t
op

ti
m

al
.

E
n

eff
et

si
x
S

es
t

ba
ry

ce
nt

re
de

de
ux

po
in

ts
x
�
et

x
��

de
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

,
ce

ux
-c

i
on

t
fo

rc
ém

en
t

un
δ

bo
ol

ée
n

pu
is

qu
e

le
δ

de
x
S

es
t

à
va

le
ur

s
da

ns
{0
,1
}

et
qu

e
le

le
ur

es
t

à
va

le
ur

s
da

ns
[0
,1
].

Il
s

co
de

nt
do

nc
au

ss
i

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

,q
u’

on
ap

pe
lle

re
sp

ec
ti

ve
m

en
t
S

’e
t
S

”.
P
ar

op
ti

m
al

it
é

de
S

on
sa

it
qu

e
S

’e
t
S

”
on

t
de

s
co

ût
s

pl
us

él
ev

és
,m

ai
s

pu
is

qu
e

ce
co

ût
co

rr
es

po
nd

à
la

fo
nc

ti
on

lin
éa

ir
e
ϕ
=

x
�→

�(
α
,β

,0
,0
,0
)
|x

�e
t

qu
e
x
S

es
t

su
r

le
se

gm
en

t
[x

� ,
x
�� ]

on
a

fin
al

em
en

t
l’é

ga
lit

é
de

s
co

ût
s

:
S

,
S

’
et

S
”

so
nt

to
us

tr
oi

s
op

ti
m

au
x.

O
r

il
n’

y
a

qu
’u

n
se

ul
op

ti
m

um
do

nc
S

=
S

’=
S

”,
et

x
S
=

x
� =

x
�� .

O
n

en
dé

du
it

qu
e
x
S

es
t

un
po

in
t

ex
tr

êm
e

de
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

et
pa

r
su

it
e

qu
e
x
∈

E
xt

r∗
en

ta
nt

qu
e

m
in

im
is

eu
r

de
ϕ
.

d|
J
i 1

..
.

J
i u

J
t

J
j v

..
.

J
j 1

E
=

{i
k
|k
∈
[1
..
u
]}

T
=

{i
k
|k
∈
[1
..
v
]}

O
n

co
ns

tr
ui

t
do

nc
de

te
ls
α

et
β

en
s’

ap
pu

ya
nt

su
r
la

de
sc

ri
pt

io
n

de
S

pa
r
le

s
no

ta
ti

on
s
ill

us
tr

ée
s
ci

-d
es

su
s.

O
n

po
se

:
∀k

∈
[1
..
v
],
β
j k

=
k
∗p

j k
ai

ns
iβ

j k
=
k
�
n

et
(β

j k
/
p
j k
) k

∈[
1
..
v
]
�
�

α
t
=

(n
+
1
)
∗p

(T
)

ai
ns

i(
β
k
j
/
p
k
j
)p
(T

)
<
α
t

∀k
∈
[1
..
v
],
α

j k
∈
� β

j k
p
(T

)/
p
t
,
p
j k
α
t/
p
t�

ai
ns

iα
j k
/
p
j k
<
r t
:=

α
t/
p
t
et

α
j k
p
t
>
β
j k
p
(T

)
∀k

∈
[1
..
u
],
α

i k
=

k
/
(u

+
1
)
∗r

t
∗p

i k
ai

ns
iα

i k
/
p
i k
<
r t

z
=
�

j∈
E
α
j
e j

+
�

j∈
T
β
j
t j

c’
es

t
le

co
ût

de
l’o

rd
on

na
nc

em
en

t
S

∀k
∈
[1
..
u
],
β
i k

=
(z
+
1
)/
p
i k

ai
ns

ip
i k
∗β

i k
>
z

β
t
=

(z
+
1
)/
p
t

ai
ns

ip
t
∗β

t
>
z

M
on

tr
on

s
qu

e
S

es
t

op
ti

m
al

po
ur

ce
s

po
id

s,
et

qu
’il

es
t

le
se

ul
.S

oi
t
S∗

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
op

ti
m

al
�

et
z
∗

so
n

co
ût

.P
ui

sq
u’

au
cu

n
po

id
s

n’
es

t
nu

l,
S∗

es
t

né
ce

ss
ai

re
m

en
t

.
Si

J
t
es

te
n

re
ta

rd
da

ns
S∗

,a
lo

rs
z
∗ �

β
t
p
t
=
z+
1
.A

B
SU

R
D

E
.D

on
c
t
∈
E

� (
S∗

),
et

co
m

m
e

po
ur

to
ut

j
∈
J
\{

t}
,

et
a

fo
rt

io
ri

po
ur

to
ut

j
∈
E

� (
S∗

),
α
t/
p
t
>
α
j
/
p
j

on
en

dé
du

it
qu

e
J
t
es

t
au

ss
il

a
tâ

ch
e

à
l’h

eu
re

de
S∗

.
S’

il
ex

is
te

k
∈[
1
..
u
]
te

lq
ue

J
i k

es
te

n
re

ta
rd

da
ns

S∗
,a

lo
rs

z
∗ �

β
i k
p
i k
=
z+

1
.A

B
SU

R
D

E
.D

on
c
E
(S

)
⊂
E
(S

∗ )
.

S’
il

ex
is

te
k
∈
[1
..
v
]
te

l
qu

e
J
j k

es
t

en
av

an
ce

da
ns

S∗
,
al

or
s

el
le

es
t

né
ce

ss
ai

re
m

en
t

pl
ac

ée
av

an
t
J
t,

so
n

av
an

ce
es

t
do

nc
su

pé
ri

eu
re

à
p
t

et
sa

pé
na

lit
é

su
pé

ri
eu

re
à
p
t
α
j k

>
β
j k
p
(T

(S
))

�
β
j k
p
(T

(S
∗ )
).

C
el

a
si

gn
ifi

e
qu

e
la

tâ
ch

e
J
j k

au
ra

it
un

e
pé

na
lit

é
m

oi
nd

re
en

ét
an

t
pl

ac
ée

ap
rè

s
to

ut
es

le
s

tâ
ch

es
en

re
ta

rd
de

S∗
,
et

qu
e

ce
fa

is
an

t
on

ob
ti

en
dr

ai
t

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
de

co
ût

m
oi

nd
re

qu
e

ce
lu

i
de

S∗
.
A

B
SU

R
D

E
.

D
on

c
T
(S

)⊂
T
(S

∗ )
et

co
m

m
e
J
=

T
(S

)�
E

� (
S)

=
T
(S

∗ )
�
E

� (
S∗

)
on

a
E
(S

)
=
E
(S

∗ )
et

T
(S

)
=
T
(S

∗ )

21



O
n

en
dé

du
it

qu
e
S

=
S∗

pa
r

la
do

m
in

an
ce

st
ri

ct
e

de
s

or
do

nn
an

ce
m

en
ts

�
�

r
.(

A
tt

en
ti

on
au

x
ra

ti
os

à
co

ns
id

ér
er

ic
i
:
pu

is
qu

e
le

s
co

ût
s

so
nt

no
n

sy
m

ét
ri

qu
es

le
ra

ti
o

d’
un

e
tâ

ch
e

en
av

an
ce

es
t
α
j
/p

j
,
ta

nd
is

qu
e

ce
lu

id
’u

ne
tâ

ch
e

en
re

ta
rd

β
j
/p

j
).

A
in

si
S

es
t

le
se

ul
or

do
nn

an
ce

m
en

t
�

op
ti

m
al

.O
r

s’
il

y
av

ai
t

au
ss

iu
n

or
do

nn
an

ce
m

en
t

op
ti

m
al

av
ec

un
e

tâ
ch

e
à

ch
ev

al
su

r
la

du
e-

da
te

,o
n

po
ur

ra
it

av
an

ce
r

ou
re

ta
rd

er
ce

t
or

do
nn

an
ce

m
en

t
et

ob
te

ni
r

ai
ns

id
eu

x
or

do
nn

an
ce

m
en

ts
en

co
re

op
ti

m
au

x
et
�

.O
n

en
dé

du
it

qu
e

le
se

ul
or

do
nn

an
ce

m
en

t
op

ti
m

al
es

t
S

.
�

7
P

ro
bl

èm
e

de
sé

pa
ra

ti
on

as
so

ci
é

P
ou

r
gé

re
r

le
s

in
ég

al
it
és

de
ty

pe
(S

1)
et

(S
2)

qu
i

so
nt

en
no

m
br

e
ex

po
ne

nt
ie

l,
on

do
it

fo
ur

ni
r

un
al

go
ri
th

m
e

de
sé

pa
ra

ti
on

.
É

ta
nt

do
nn

é
un

ve
ct

eu
r
x
,

ce
t

al
go

ri
th

m
e

do
it

no
us

co
nfi

rm
er

qu
e

x
∈
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

ou
no

us
do

nn
er

de
s

co
nt

ra
in

te
s

de
ty

pe
(S

1)
et

(S
2)

tr
an

sg
re

ss
ée

s
pa

r
x
.

Le
s

de
ux

fa
m

ill
es

d’
in

ég
al

it
és

so
nt

re
la

ti
ve

m
en

t
in

dé
pe

nd
an

te
s,

in
tu

it
iv

em
en

t
l’u

ne
gè

re
le

no
n-

ch
ev

au
ch

em
en

t
de

s
tâ

ch
es

en
av

an
ce

,e
t

l’a
ut

re
ce

lu
id

es
tâ

ch
es

en
re

ta
rd

.O
n

a
do

nc
de

ux
pr

ob
lè

m
es

de
sé

pa
ra

ti
on

an
al

og
ue

s
m

ai
s

in
dé

pe
nd

an
ts

.
O

n
dé

ta
ill

e
le

de
ux

iè
m

e,
le

pr
em

ie
r

se
tr

ai
ta

nt
pa

r
la

m
êm

e
m

ét
ho

de
.F

or
m

el
le

m
en

t
il

s’
ag

it
de

ré
so

ud
re

le
pr

ob
lè

m
e

su
iv

an
t

:

S
E
P
A

R
A

T
IO

N
_

2
E

nt
ré

e
:x

=
(e
,t
,δ
,l
,r
)

un
po

in
t

qu
i

vé
ri
fie

le
s

in
ég

al
it
és

de
P

"e
,t
,δ

,l,
r"

sa
uf

év
en

tu
el

le
m

en
t

ce
lle

s
de

ty
pe

(S
1)

ou
(S

2)

So
rt

ie
:

ou
is

ix
vé

ri
fie

to
ut

es
le

s
in

ég
al

it
és

de
ty

pe
(S

2)
un

en
se

m
bl

e
S
⊂

J
te

lq
ue

x
vi

ol
e

la
co

nt
ra

in
te

(S
2)

si
no

n

O
n

po
se

Γ
2
=

 
P
(J

)
−→

R
S

�−→
�

(i
,j
)∈

S
2

i<
j

p i
p j
r i

,j
−
� i∈
S

p2 i
(1

-δ
i)

-p
it
i

 
(r

es
p.

Γ
1
=

 
P
(J

)
−→

R
S

�−→
�

(i
,j
)∈

S
2

i<
j

p i
p j
l i
,j
−
� i∈
S

p i
e i

  )
.

N
ot

re
ap

pr
oc

he
co

ns
is

te
à

ch
er

ch
er

à
m

ax
im

is
er

Γ
2
:s

il
e

m
ax

im
um

tr
ou

vé
es

t
né

ga
ti
f,

al
or

s
to

ut
es

le
s

co
nt

ra
in

te
s

de
ty

pe
(S

2)
so

nt
sa

ti
sf

ai
te

s,
si

no
n

on
a

tr
ou

vé
un

en
se

m
bl

e
S

qu
im

ax
im

is
e
Γ
2

et
qu

i
es

t
do

nc
as

so
ci

é
à

un
e

de
s

co
nt

ra
in

te
s

(S
2)

le
s

pl
us

tr
an

sg
re

ss
ée

s.
P

ui
sq

ue
to

us
le

s
co

effi
ci

en
ts

(p
j
) j

∈J
so

nt
po

si
ti
fs

le
s

fo
nc

ti
on

s
Γ
1

et
Γ
2

so
nt

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

s.
N

ot
re

pr
ob

lè
m

e
de

sé
pa

ra
ti
on

es
t
do

nc
p
ol

yn
om

ia
lp

ui
sq

ue
m

ax
im

is
er

un
e

fo
nc

ti
on

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

éq
ui

va
ut

à
m

in
im

is
er

un
e

fo
nc

ti
on

so
us

-m
od

ul
ai

re
,e

t
qu

’il
ex

is
te

pl
us

ie
ur

s
al

go
ri
th

m
es

po
ly

no
m

ia
ux

po
ur

ce
pr

ob
lè

m
e

(c
f.

[1
1]

po
ur

un
su

rv
ol

).
M

ai
s

ce
s

al
go

ri
th

m
es

so
nt

co
ût

eu
x,

et
av

ec
un

e
év

al
ua

ti
on

de
la

fo
nc

ti
on

qu
is

e
fa

it
en

O
(n

2
),

on
au

ra
it

au
m

ie
ux

un
e

co
m

pl
ex

it
é

en
O

(n
7
lo
g
n
)a

ve
c

l’a
lg

or
it
hm

e
de

Iw
at

a
et

O
rl
in

[1
5]

.
N

ot
re

fo
nc

ti
on

n’
ét

an
tp

as
un

e
fo

nc
ti
on

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

qu
el

co
nq

ue
,o

n
pe

ut
es

pé
re

ru
ne

m
ei

lle
ur

e
co

m
pl

ex
it
é

po
ur

ce
tt

e
m

ax
im

is
at

io
n.

U
ne

pr
em

iè
re

te
nt

at
iv

e
a

ét
é

un
e

ap
pr

oc
he

gl
ou

to
nn

e
in

sp
ir
ée

de
l’a

lg
or

it
hm

e
de

sé
pa

ra
ti
on

qu
e

do
nn

e
Q

ue
yr

an
ne

[1
2]

:
on

ex
pr

im
e

fa
ci

le
m

en
t

la
va

ri
at

io
n

de
la

Γ
2

lo
rs

qu
’o

n
aj

ou
te

à
un

en
se

m
bl

e
S

un
él

ém
en

t
k
∈
J
\S

,o
u

lo
rs

qu
’o

n
lu

ir
et

ir
e

un
él

ém
en

t.
O

n
pa

rt
al

or
s

de
l’e

ns
em

bl
e
S
=
{1
},

et
à

ch
aq

ue
ét

ap
e

on
ch

oi
si

t
d’

aj
ou

te
r

le
no

uv
el

él
ém

en
t

qu
io

ffr
e

la
pl

us
gr

an
de

au
gm

en
ta

ti
on

.S
ia

uc
un

n’
off

re
un

e
va

ri
at

io
n

po
si

ti
ve

on
pa

ss
e

da
ns

un
e

de
ux

iè
m

e
ph

as
e

où
l’o

n
re

ti
re

à
ch

aq
ue

ét
ap

e
l’é

lé
m

en
t

qu
io

ffr
e

la
pl

us
gr

an
de

au
gm

en
ta

ti
on

.S
ip

lu
s

au
cu

n
él

ém
en

t
de

l’e
ns

em
bl

e
co

ur
an

t
n’

off
re

de
va

ri
at

io
n

po
si

ti
ve

ou
si

l’e
ns

em
bl

e
co

ur
an

t
a

ét
é

vi
dé

,o
n

a
te

rm
in

é,
en

O
(n

2
).

M
al

he
ur

eu
se

m
en

t
ce

qu
’o

n
a

ob
te

nu
es

t
un

ge
nr

e
de

m
ax

im
um

lo
ca

l(
au

se
ns

où
le

s
en

se
m

bl
es

do
nt

l’i
nd

ic
at

ri
ce

es
t

un
so

m
m

et
vo

is
in

de
1
S

su
r

l’h
yp

er
cu

be
on

t
to

us
de

s
va

le
ur

s
pl

us
pe

ti
te

s)
,
m

ai
s

pa
s

un
m

ax
im

um
gl

ob
al

.I
ly

a
de

s
co

nt
re

-e
xe

m
pl

es
,c

ep
en

da
nt

da
ns

de
s

ca
s

où
le

m
ax

im
um

gl
ob

al
es

t
né

ga
ti
f,

c’
es

t-
à-

di
re

de
s

ca
s

où
l’o

n
n’

a
pa

s
vr

ai
m

en
t

be
so

in
de

m
ax

im
is

er
po

ur
no

tr
e

sé
pa

ra
ti
on

.
C

et
te

pi
st

e
re

st
e

do
nc

à
cr

eu
se

r,
m

ai
s

da
ns

le
so

uc
id

e
pr

és
en

te
r

un
co

de
co

m
pl

et
on

s’
es

t
ra

ba
tt

u
su

r
un

e
so

lu
ti
on

pl
us

ra
pi

de
à

co
m

pr
en

dr
e

et
à

co
de

r
(m

ai
s

de
co

m
pl

ex
it
é

ex
p
on

en
ti

el
le

!)
:

on
ra

m
èn

e
la

m
ax

im
is

at
io

n
de

Γ
2

au
pr

ob
lè

m
e

M
A

X
-C

U
T

da
ns

un
gr

ap
he

co
m

pl
et

,
do

nt
on

co
de

la

22

ré
so

lu
ti
on

pa
r

un
P

LN
E

co
m

pa
ct

.
L’

as
tu

ce
ut

ili
sé

e
po

ur
se

ra
m

en
er

à
M

A
X

-C
U

T
(u

ti
lis

ée
po

ur
la

m
od

él
is

at
io

n
de

s
ve

rr
es

de
sp

in
),

ai
ns

iq
ue

la
fo

rm
ul

at
io

n
co

m
pa

ct
e

de
M

A
X

-C
U

T
po

ur
le

s
gr

ap
he

s
co

m
pl

et
s

so
nt

dé
ve

lo
pp

ée
s

da
ns

[1
].

Je
pr

és
en

te
ic

il
es

ca
lc

ul
s

ra
m

en
an

t
la

m
ax

im
is

at
io

n
de

Γ
2

à
la

re
ch

er
ch

e
d’

un
e

co
up

e
m

in
im

al
e

da
ns

un
gr

ap
he

co
m

pl
et

au
x

po
nd

ér
at

io
ns

qu
el

co
nq

ue
s.

15
.

m
ax

S
∈P

(J
)
Γ
2
(S

)
=

m
a
x

x
∈{

0
,1
}J

 
�

(i
,j
)∈

J
<

p
ip

j
r i
,j

:=
q i

,j

x
ix

j
+
� i∈

J

p
2 i
(1

−
δ i
)
−
p
it
i

:=
c i

x
i 

=
m
a
x

x
∈{

0
,1
}J

 
�

(i
,j
)∈

J
<

q i
,j

x
ix

j
+
� i∈

J

c i
x
i 

=
m
a
x

s∈
{−

1
,1
}J

 
�

(i
,j
)∈

J
<

q i
,j

�
s i

+
1

2

�
�
s j

+
1

2

�
+
� i∈

J

c i

�
s i

+
1

2

� 

=
m
a
x

s∈
{−

1
,1
}J

 
�

(i
,j
)∈

J
<

q i
,j 4

[s
is

j
+
s i

+
s j

+
1
]
+
� i∈

J

c i 2
[s

i
+
1
] 

=
m
a
x

s∈
{−

1
,1
}J

    
�

(i
,j
)∈

J
<

q i
,j 4

s i
s j

+
� i∈

J

 �

j>
i

q i
,j 4
+
� j<

i

q j
,i 4
+

c i 2

 
s i

+
1 4

�

(i
,j
)∈

J
<

q i
,j

:=
Q

+
1 2

� i∈
J

c i

:=
C

    

=
1 4

m
a
x

s∈
{−

1
,1
}J

    
�

(i
,j
)∈

J
<

q i
,j

:=
ω
i,
j

s i
s j

+
� i∈

J

  2
c i
+
� j>

i

q i
,j
+
� j<

i

q j
,i

 

:=
ω
0
,i

s i

    
+

Q 4
+

C 2

=
1 4

m
a
x

s 0
=
1

s∈
{−

1
,1
}J

       

�

(i
,j
)∈

J
<

ω
i,
j

s i
s j ↑

=
1

si
s i
=
s j

=
−
1

si
no

n

+
� i∈

J

ω
0
,i

s 0
s i ↑

=
1

si
s i
=
s 0

=
−
1

si
no

n

       
+

Q 4
+

C 2

=
1 4

m
a
x

s 0
=
1

s∈
{−

1
,1
}J

    
�

(i
,j
)∈

J
<

ω
i,
j
−

2
�

(i
,j
)∈

J
<

s i
�=
s j

ω
i,
j

+
� i∈

J

ω
0
,i
−

2
� i∈

J
s i
�=
s @

ω
0
,i

    
+

Q 4
+

C 2

=
−
2 4

m
in

s 0
=
1

s∈
{−

1
,1
}J

    
�

(i
,j
)∈

(J
0
)<

s i
�=
s j

ω
i,
j

    
+

1 4

�

(i
,j
)∈

J
<ω
i,
j

=
Q

+
1 4

� i∈
J

ω
0
,i

+
Q 4

+
C 2

=
−
1 2

m
in

s 0
=
1

s∈
{−

1
,1
}J

    
�

(i
,j
)∈

(J
0
)<

s i
�=
s j

ω
i,
j

    
+

Q 4
+

1 4

    � i∈
J

2
c i

=
2
C

+
� i∈

J

� j>
i

q i
,j

=
Q

+
� i∈

J

� j<
i

q j
,i

=
Q

    
+

Q 4
+

C 2

=
−
1 2

   

va
le

ur
d’

un
e

co
u
p
e

m
in

da
ns

le
gr

ap
he

co
m

pl
et

no
n

or
ie

nt
é

d’
en

se
m

bl
e

de
so

m
m

et
s
J
∪
{0
}

et
d’

ar
êt

es
po

nd
ér

ée
s

pa
r
ω

   
+

Q
+
C

15
.

C
’e

st
du

fa
it

de
s

po
id

s
né

ga
ti
fs

qu
e

no
tr

e
re

ch
er

ch
e

d’
un

e
co

up
e

"m
in

"
se

ra
m

èn
e

à
M

A
X

-C
U

T
,

et
no

n
à

M
IN

-C
U

T

23



8
R

és
ul

ta
ts

ex
p
ér

im
en

ta
ux

P
ui

sq
ue

no
tr

e
fo

rm
ul

at
io

n
co

nt
ie

nt
de

s
va

ri
ab

le
s

en
ti
èr

es
,

no
us

av
on

s
ut

ili
sé

un
al

go
ri
th

m
e

de
br

an
ch

em
en

t,
co

m
m

e
on

ut
ili

se
ra

it
un

al
go

ri
th

m
e

de
B

ra
nc

h-
an

d-
B

ou
nd

po
ur

ré
so

ud
re

un
P

LN
E

.
M

ai
s

ic
i,

à
ch

aq
ue

nœ
ud

de
l’a

rb
re

de
br

an
ch

em
en

t,
on

do
it

ré
so

ud
re

un
P

L
qu

ip
ré

se
nt

e
un

no
m

br
e

ex
po

ne
nt

ie
ld

e
co

nt
ra

in
te

s
de

ty
pe

(S
1)

et
(S

2)
.D

on
c

à
ch

aq
ue

nœ
ud

ut
ili

se
un

al
go

ri
th

m
e

de
co

up
es

an
al

og
ue

à
ce

lu
ip

ré
se

nt
é

da
ns

la
se

ct
io

n
5.

3.
O

n
pa

rl
e

al
or

s
d’

al
go

ri
th

m
e

de
B

ra
n
ch

-a
n
d
-C

u
t.

C
om

m
e

l’a
fa

it
Q

ue
yr

an
ne

,o
n

co
m

m
en

ce
no

tr
e

al
go

ri
th

m
e

de
co

up
es

av
ec

le
s

co
nt

ra
in

te
s

de
po

si
-

ti
vi

té
(i
ci

le
s
co

nt
ra

in
te

s
(S

2)
po

ur
le

s
si

ng
le

to
ns

),
m

ai
s
au

ss
ia

ve
c

le
s
co

nt
ra

in
te

s
(e

,-)
,(
t,-

),
(δ

,-)
,(
l,-

),
et

(r
,-)

,q
ui

so
nt

en
no

m
br

e
po

ly
no

m
ia

l.
P

ui
s

on
aj

ou
te

au
fu

r
et

à
m

es
ur

e
de

s
co

nt
ra

in
te

s
de

ty
pe

(S
1)

et
de

ty
pe

(S
2)

gr
âc

e
à

l’a
lg

or
it
hm

e
de

sé
pa

ra
ti
on

dé
cr

it
da

ns
la

se
ct

io
n

7.

N
ou

s
av

on
s

co
dé

no
tr

e
al

go
ri
th

m
e

de
B

ra
nc

h-
an

d-
C

ut
en

ut
ili

sa
nt

le
lo

gi
ci

el
C

P
L
E
X

(v
er

-
si

on
12

.6
.3

)
et

l’i
nt

er
fa

ce
C

on
ce

rt
Te

ch
no

lo
gy

.O
n

fo
ur

ni
t

à
C

P
LE

X
no

s
co

nt
ra

in
te

s
"fi

xe
s"

,i
ci

le
s

co
nt

ra
in

te
s

(e
,-)

,(
t,-

),
(δ

,-)
,(
l,-

),
et

(r
,-)

,a
in

si
qu

e
no

tr
e

al
go

ri
th

m
e

de
sé

pa
ra

ti
on

.I
lg

èr
e

en
su

it
e

to
ut

se
ul

le
br

an
ch

em
en

t
et

l’i
té

ra
ti
on

de
l’a

lg
or

it
hm

e
de

co
up

e
à

ch
aq

ue
nœ

ud
s.

P
ui

sq
u’

on
a

ch
oi

si
de

ré
so

ud
re

le
pr

ob
lè

m
e

de
sé

pa
ra

ti
on

pa
r

un
e

fo
rm

ul
at

io
n

P
LN

E
de

M
A

X
-C

U
T

da
ns

un
gr

ap
he

co
m

-
pl

et
,o

n
fa

it
ap

pe
là

C
P

LE
X

au
ss

ia
u

se
in

de
la

sé
pa

ra
ti
on

,m
ai

s
ce

tt
e

ut
ili

sa
ti
on

es
t

in
dé

pe
nd

an
te

de
la

pr
em

iè
re

.
P
ou

r
te

st
er

no
tr

e
co

de
,
on

a
ut

ili
sé

le
b
en

ch
m

ar
k

pr
op

os
é

pa
r

B
is

ku
p

et
Fe

ld
m

an
n

[2
]
et

di
s-

po
ni

bl
e

en
lig

ne
su

r
ht

tp
:/

/p
eo

pl
e.

br
un

el
.a

c.
uk

/
m

as
tj

jb
/j

eb
/o

rl
ib

/s
ch

in
fo

.h
tm

l.
Il

es
t

co
ns

ti
tu

é
de

se
pt

sé
ri
es

de
10

pr
ob

lè
m

es
sa

ns
du

e-
da

te
(d

on
c

no
n

re
st

ri
ct

if
),

po
ur

n
=

10
,2
0,
50
,1
00
,2
00

et
10
00

,
au

xq
ue

ls
on

pe
ut

aj
ou

te
r

un
e

du
e-

da
te

d
=

h
∗p

(J
)

po
ur

h
=

0.
2,

0.
4,

0.
6

ou
0.

8.
afi

n
d’

ob
te

ni
r

un
pa

ne
l
d’

in
st

an
ce

s
re

st
ri
ct

iv
es

.
Le

s
au

te
ur

s
pr

op
os

en
t

po
ur

le
s

28
0

in
st

an
ce

s
ai

ns
i
co

ns
tr

ui
te

s
le

s
bo

rn
es

su
pé

ri
eu

re
s

fo
ur

ni
es

pa
r

le
ur

he
ur

is
ti
qu

e,
et

pr
éc

is
en

t
qu

an
d

ce
lle

s-
ci

co
ïn

ci
de

nt
av

ec
la

va
le

ur
op

ti
m

al
e.

P
ou

r
no

tr
e

pr
ob

lè
m

e
no

n
re

st
ri
ct

if,
on

ne
gé

nè
re

pa
s

de
du

e-
da

te
,

m
ai

s
on

ca
lc

ul
e

a
po

st
er

io
ri

po
ur

qu
el

le
va

le
ur

m
in

im
al

e
de

d
no

tr
e

so
lu

ti
on

es
t

en
co

re
va

lid
e.

P
lu

s
pr

éc
is

ém
en

t
on

ca
lc

ul
e

la
pr

op
or

ti
on

de
la

du
ré

e
de

s
tâ

ch
es

en
av

an
ce

pa
r

ra
pp

or
t

à
la

du
ré

e
gl

ob
al

e
de

s
tâ

ch
es

,c
e

qu
id

on
ne

la
va

le
ur

m
in

im
al

e
du

co
effi

ci
en

t
h

po
ur

le
qu

el
ce

tt
e

so
lu

ti
on

es
t

va
lid

e
(p

ou
r

la
du

e-
da

te
d
=
h
∗p
(J

))
.

C
el

a
no

us
pe

rm
et

de
ch

oi
si

r
à

qu
el

le
bo

rn
e

su
pé

ri
eu

re
no

us
co

m
pa

re
r.

O
n

pr
és

en
te

ci
-d

es
so

us
le

sr
és

ul
ta

ts
ob

te
nu

se
n

la
nç

an
tn

ot
re

al
go

ri
th

m
e

su
ru

n
or

di
na

te
ur

In
te

l(
R

)
X

eo
n(

R
)C

P
U

E
5-

26
30

v2
@

2.
60

G
H

z.
Le

sv
al

eu
rs

de
bo

rn
es

su
pé

ri
eu

re
so

nt
ce

lle
sf

ou
rn

ie
sp

ar
B

is
ku

p
et

Fe
ld

m
an

n
[2

](
ob

te
nu

es
pa

r
un

e
m

ét
ho

de
ex

ac
te

po
ur

n
=

10
et

pa
r

le
ur

s
he

ur
is

ti
qu

es
au

de
là

).
P
ou

r
le

s
in

st
an

ce
s

de
ta

ill
es

n
=

10
et

20
,o

n
a

la
is

sé
no

tr
e

al
go

ri
th

m
e

se
dé

ro
ul

er
ju

sq
u’

au
bo

ut
,

do
nc

le
s

va
le

ur
s

de
l’o

bj
ec

ti
fp

ré
se

nt
ée

s
da

ns
le

s
de

ux
ta

bl
es

su
iv

an
te

s
so

nt
le

s
va

le
ur

s
op

ti
m

al
es

.

n
k

p(
J)

va
le

ur
de

pr
op

or
ti
on

bo
rn

e
te

m
ps

en
no

m
br

e
no

m
br

e
l’o

bj
ec

ti
f

en
av

an
ce

su
pé

ri
eu

re
se

co
nd

es
de

co
up

es
de

nœ
ud

s

10
1

11
6

81
8

0,
66

81
8

<
1

10
5

2
12

9
61

5
0,

40
61

5
<

1
12

0
3

12
5

79
3

0,
54

79
3

<
1

14
10

4
10

2
80

3
0,

67
80

3
<

1
13

0
5

94
52

1
0,

54
52

1
<

1
15

4
6

88
75

5
0,

50
75

5
<

1
13

0
7

10
3

10
83

0,
60

10
83

1,
4

18
4

8
79

54
0

0,
77

54
0

<
1

13
4

9
92

55
4

0,
67

55
4

1,
3

12
12

10
12

7
67

1
0,

69
67

1
<

1
11

0

24

D
an

s
ce

tt
e

ta
bl

e
on

pr
éc

is
e

ic
ie

n
pl

us
l’é

ca
rt

re
la

ti
fe

nt
re

la
bo

rn
e

su
pé

ri
eu

re
et

no
tr

e
va

le
ur

.O
n

ob
se

rv
e

al
or

s
qu

e
le

s
he

ur
is

ti
qu

es
de

B
is

ku
p

et
Fe

ld
m

an
n

[2
]d

on
ne

nt
de

tr
ès

bo
ns

ré
su

lt
at

s
su

r
ce

s
in

st
an

ce
s.

n
k

p(
J)

va
le

ur
de

pr
op

or
ti
on

bo
rn

e
éc

ar
t

te
m

ps
en

no
m

br
e

no
m

br
e

l’o
bj

ec
ti
f

en
av

an
ce

su
pé

ri
eu

re
re

la
ti
f

se
co

nd
es

de
co

up
es

de
nœ

ud
s

20
1

21
7

29
86

0,
44

29
86

0
73

56
26

9
2

23
7

29
80

0,
70

29
80

0
76

54
10

7
3

23
3

35
83

0,
47

36
00

0,
47

%
65

68
74

7
4

23
0

30
40

0,
70

30
40

0
90

48
14

5
5

18
8

21
73

0,
53

22
06

1,
5%

83
77

35
4

6
20

7
30

10
0,

53
30

16
0,

19
%

68
96

36
4

7
24

4
38

78
0,

67
39

00
0,

56
%

71
53

25
0

8
20

2
16

38
0,

53
16

38
0

16
1

52
14

4
9

13
9

19
65

0,
51

19
92

1,
3%

10
7

76
50

5
10

21
6

19
72

0,
62

19
95

1,
1%

71
33

10
0

P
ou

r
le

s
in

st
an

ce
s

de
ta

ill
e
n
=

50
,

on
a

d’
ab

or
d

m
is

un
e

lim
it
e

de
te

m
ps

de
qu

in
ze

m
in

ut
es

,
pu

is
on

a
la

is
sé

to
ur

né
l’a

lg
or

it
hm

e
pl

us
lo

ng
te

m
ps

su
r

de
ux

in
st

an
ce

s
do

nt
la

ré
so

lu
ti
on

se
m

bl
ai

t
pa

rm
i

le
s

m
ie

ux
en

ga
gé

es
au

bo
ut

d’
un

qu
ar

t
d’

he
ur

e.
Le

s
di

ffé
re

nt
es

ex
éc

ut
io

ns
pr

és
en

té
es

po
ur

l’i
ns

ta
nc

e
k

=
2

di
ffè

re
nt

pa
r

le
ur

br
an

ch
em

en
t

(e
n

pa
rt

ic
ul

ie
r

le
no

m
br

e
de

nœ
ud

s
n’

es
t

pa
s

le
m

êm
e)

,c
ep

en
da

nt
el

le
s

pr
és

en
te

nt
le

s
m

êm
e

va
le

ur
s.

L’
in

st
an

ce
po

ur
k
=

3
a

ét
é

ré
so

lu
e

en
un

pe
u

m
oi

ns
de

de
ux

he
ur

es
,

m
ai

s
po

ur
l’i

ns
ta

nc
e
k
=

4
on

a
in

te
rr

om
pu

l’a
lg

or
it
hm

e
ap

rè
s

un
e

he
ur

e
qu

ar
an

te
-c

in
q.

n
k

p(
J)

bo
rn

e
ga

p
bo

rn
e

éc
ar

t
te

m
ps

en
no

m
br

e
no

m
br

e
in

fé
ri
eu

re
C

P
LE

X
su

pé
ri
eu

re
re

la
ti
f

se
co

nd
es

de
co

up
es

de
nœ

ud
s

50
1

54
9

68
94

-
17

99
0

15
8%

18
26

.3
1

13
9

0
2

51
2

63
92

65
,6

4%
14

13
2

12
1%

19
02

.5
9

17
2

12
51

2
63

92
65

,6
4%

14
13

2
12

1%
19

12
.1

1
17

2
27

51
2

63
92

65
,6

4%
14

13
2

12
1%

19
02

.5
1

17
2

22
3

53
5

10
40

0
20

.6
2%

16
94

7
59

%
20

85
.8

23
3

20
4

47
8

90
57

79
.2

7%
14

10
5

55
%

21
33

.6
19

5
31

5
54

2
58

97
-

14
65

0
14

8%
18

56
.3

1
17

0
0

6
54

8
73

56
87

.0
1%

14
07

5
91

%
18

50
.5

1
16

3
10

8
63

8
11

94
5

44
.4

7%
21

36
7

78
%

16
14

.7
2

11
1

4
9

45
7

91
08

83
,7

9%
13

95
2

53
%

21
35

.0
3

17
2

10
10

50
5

92
57

82
.2

5%
14

37
7

55
%

21
37

.3
2

18
3

10

50
3

53
5

16
49

5.
4

0
16

94
7

0,
01

%
1h

50
60

4
30

00
7

4
47

8
12

27
4

13
.2

8%
14

10
5

14
%

1h
45

74
8

12
73

3

25



C
on

cl
us

io
n

G
râ

ce
à

de
s

in
ég

al
it
és

in
sp

ir
ée

s
de

s
in

ég
al

it
és

de
Q

ue
yr

an
ne

[1
2]

,o
n

a
pu

tr
ad

ui
re

le
no

n
ch

ev
au

-
ch

em
en

t
de

s
tâ

ch
es

po
ur

no
tr

e
pr

ob
lè

m
e

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t
ju

st
e-

à-
te

m
ps

av
ec

du
e-

da
te

co
m

m
un

e
no

n
re

st
ri
ct

iv
e,

et
ai

ns
io

bt
en

ir
un

e
fo

rm
ul

at
io

n
P

LN
E

(n
on

co
m

pa
ct

e)
du

pr
ob

lè
m

e.
Si

Q
ue

yr
an

ne
a

pu
dé

m
on

tr
er

la
va

lid
it
é

de
se

s
in

ég
al

it
és

pa
r

un
e

pr
eu

ve
re

po
sa

nt
su

r
un

e
de

s-
cr

ip
ti
on

gé
om

ét
ri
qu

e,
il

no
us

a
fa

llu
ch

an
ge

r
de

m
ét

ho
de

po
ur

pr
ou

ve
r

qu
e

no
tr

e
fo

rm
ul

at
io

n
ét

ai
t

co
rr

ec
te

,m
ai

s
da

ns
le

s
de

ux
ca

s
on

s’
ap

pu
ie

su
r

de
s

pr
op

ri
ét

és
de

do
m

in
an

ce
co

nn
ue

s
po

ur
ce

s
pr

o-
bl

èm
es

d’
or

do
nn

an
ce

m
en

t.

N
ot

re
fo

rm
ul

at
io

n,
co

m
m

e
el

le
es

t
ac

tu
el

le
m

en
t

co
dé

e,
pe

rm
et

de
ré

so
ud

re
de

m
an

iè
re

ex
ac

te
de

s
pe

ti
te

s
in

st
an

ce
s

(p
ou

r
un

e
vi

ng
ta

in
e

de
tâ

ch
es

),
m

ai
s

el
le

pe
ut

êt
re

la
rg

em
en

t
am

él
io

ré
e

no
ta

m
m

en
t

au
ni

ve
au

de
la

sé
pa

ra
ti
on

.E
n

eff
et

pa
r

m
an

qu
e

de
te

m
ps

on
a

ut
ili

sé
un

al
go

ri
th

m
e

ex
po

ne
nt

ie
l(

la
ré

so
lu

ti
on

d’
un

P
LN

E
),

al
or

s
qu

’o
n

sa
it

qu
e

no
tr

e
pr

ob
lè

m
e

de
sé

pa
ra

ti
on

es
t

po
ly

no
m

ia
l

pu
is

qu
e

la
m

ax
im

is
at

io
n

d’
un

e
fo

nc
ti
on

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

l’e
st

.
D

e
pl

us
on

a
ém

is
un

e
id

ée
d’

al
go

ri
th

m
e

en
O

(n
2
)

qu
i,

m
êm

e
s’

il
n’

es
t

pa
s

ex
ac

t,
po

ur
ra

it
se

rv
ir

d’
he

ur
is

ti
qu

e
da

ns
la

sé
pa

ra
ti
on

:o
n

aj
ou

te
ra

it
le

s
in

ég
al

it
és

vi
ol

ée
s
qu

’il
fo

ur
ni

ra
it

ju
sq

u’
à

ce
qu

’il
n’

en
tr

ou
ve

pl
us

,a
lo

rs
on

ut
ili

se
ra

it
un

al
go

ri
th

m
e

ex
ac

t
m

ai
s

pl
us

co
ût

eu
x

po
ur

s’
as

su
re

r
qu

e
to

ut
es

le
s

in
ég

al
it
és

so
nt

sa
ti
sf

ai
te

s.
O

n
pe

ut
au

ss
i

es
pé

re
r

l’a
da

pt
er

au
ca

s
re

st
ri
ct

if
en

aj
ou

ta
nt

si
m

pl
em

en
t

le
s

co
nt

ra
in

te
s
e j

�
d

po
ur

to
ut

j
∈
J
,

m
ai

s
la

pr
eu

ve
qu

e
le

s
po

in
ts

ex
tr

êm
es

so
nt

sa
ns

ch
ev

au
ch

em
en

t
de

m
an

de
à

êt
re

re
tr

av
ai

lle
r.

P
ar

la
su

it
e

on
po

ur
ra

es
sa

ye
r

de
re

tr
ou

ve
r

la
po

ly
no

m
ia

lit
é

du
pr

ob
lè

m
e

po
ur

de
s

po
id

s
in

dé
pe

n-
da

nt
s
de

s
tâ

ch
es

,e
n

ét
ud

ia
nt

le
s
so

lu
ti
on

s
ob

te
nu

es
en

ré
so

lv
an

tl
e

P
L

re
lâ

ch
é

(i
.e

.s
an

s
le

s
co

nt
ra

in
te

s
d’

in
té

gr
it
é)

po
ur

vo
ir

si
un

e
ét

ap
e

d’
ar

ro
nd

i
pe

rm
et

tr
ai

t
de

tr
ou

ve
r

un
e

so
lu

ti
on

op
ti
m

al
e

co
m

m
e

c’
es

t
le

ca
s

da
ns

le
pr

ob
lè

m
e

du
sa

c-
à-

do
s

lo
rs

qu
e

le
s

co
ût

s
so

nt
to

us
id

en
ti
qu

es
.

O
n

po
ur

ra
au

ss
i

s’
in

té
re

ss
er

au
x

au
tr

es
fo

rm
ul

at
io

ns
P

LN
E

du
pr

ob
lè

m
e,

qu
’o

n
a

ic
i

la
is

se
r

de
cô

té
,d

an
s

le
bu

t
d’

ob
te

ni
r

fin
al

em
en

t
un

co
da

ge
po

ur
le

qu
el

on
co

nn
aî

t
la

de
sc

ri
pt

io
n

m
in

im
al

e
du

po
ly

èd
re

de
s

so
lu

ti
on

s.

26

A
N

N
E
X

E
S

9
Q

ue
lq

ue
s

dé
fin

it
io

ns

9.
1

D
éfi

ni
ti
on

s
d’

an
al

ys
e

co
nv

ex
e

D
éfi

n
it

io
n

9.
1

So
it
A

⊂
R
n
.

A
es

t
co

nv
ex

e
⇔

∀(
x
,y
)
∈
A

2
,∀
θ
∈
]0
,1
[,

θx
+
(1

-θ
)y

∈
A

A
es

t
un

cô
n
e
⇔

∀x
∈
A
,∀
λ
∈

R
+
∗ ,

λ
x
∈
A

D
éfi

n
it

io
n

9.
2

So
it
A

⊂
R
n
.

O
n

no
te

C
on

v(
A
)

le
pl

us
pe

ti
t

co
nv

ex
e

co
nt

en
an

t
A

.
O

n
no

te
C

on
e(
A
)

le
pl

us
pe

ti
t

cô
ne

co
nt

en
an

t
A

.
O

n
no

te
C

C
(A

)
le

pl
us

pe
ti
t

cô
ne

co
nv

ex
e

co
nt

en
an

t
A

.
O

n
no

te
C

C
°(
A
)

le
pl

us
pe

ti
t

cô
ne

co
nv

ex
e

co
nt

en
an

t
A
∪
{0
}

.

D
éfi

n
it

io
n

9.
3

So
it
A

⊂
R
n
.S

oi
t
u
∈

R
n

u
es

t
un

e
d
ir

ec
ti

on
d
e

ré
ce

ss
io

n
de

A
⇔

∀x
∈
A
,∀
λ
∈

R
+
∗ ,

x
+
λ
u
∈
A

O
n

no
te

0
+
(A

)
le

cô
n
e

d
e

ré
ce

ss
io

n
de

A
,c

’e
st

-à
-d

ir
e

l’e
ns

em
bl

e
de

se
s

di
re

ct
io

ns
de

ré
ce

ss
io

n.

R
em

ar
qu

e
:

Si
C

⊂
R
n

es
t

co
nv

ex
e,

al
or

s
0
+
(C

)
es

t
un

cô
ne

co
nv

ex
e

co
nt

en
an

t
0.

D
éfi

n
it

io
n

9.
4

So
it
C

un
co

nv
ex

e
de

R
n
.S

oi
t
x
∈

R
n

x
es

t
un

p
oi

nt
ex

tr
êm

e
de

C
⇔

∀(
y
,z
)
∈
C

2
,∀
θ
∈]
0,
1[
,
x
=

θy
+
(1

-θ
)z

⇒
x
=
y
=
z

O
n

no
te

E
xt

r(
C

)
l’e

ns
em

bl
e

de
s

po
in

ts
ex

tr
êm

es
de

C
.

9.
2

D
éfi

ni
ti
on

s
de

so
us

-m
od

ul
ar

it
é

D
éfi

n
it

io
n

9.
5

So
it
J

un
en

se
m

bl
e

fin
in

on
vi

de
.S

oi
t
g

un
e

fo
nc

ti
on

de
P
(J

)
da

ns
R
.

g
es

t
so

u
s-

m
od

u
la

ir
e
⇔

∀(
A
,B

)
∈
P
(J

)2
,
g
(A

∪
B
)
�

g
(A

)
+
g
(B

)
−

g
(A

∩
B
)

⇔
∀(
X
,Y

)∈
P
(J

)2
,∀
z
∈
Y

C
,X

⊂
Y

⇒
g
(X

� )
−
g
(X

)
�

g
� Y

� )
−
g
(Y

)
où

X
� :
=
X
∪{

z
}

et
Y

� :
=
Y
∪{

z
}

R
em

ar
qu

e
:

L’
éq

ui
va

le
nc

e
en

tr
e

le
s

de
ux

dé
fin

it
io

ns
es

t
m

on
tr

ée
da

ns
[1

1]

D
éfi

n
it

io
n

9.
6

U
n

po
ly

èd
re

P
es

t
di

t
so

u
s-

m
od

u
la

ir
e

s’
il

ex
is

te
un

e
fo

nc
ti
on

g
so

us
-m

od
ul

ai
re

dé
fin

ie
su

r
P
(J

)
et

vé
ri
fia

nt
g
(∅
)
=

0
te

lle
qu

e
P

=
� x

∈
R
n
|∀

S
∈
P
(J

),
�1

S
|x
��

g
(S

)�

D
éfi

n
it

io
n

9.
7

So
it
J

un
en

se
m

bl
e

fin
in

on
vi

de
.S

oi
t
g

un
e

fo
nc

ti
on

de
P
(J

)
da

ns
R
.

g
es

t
so

u
s-

m
od

u
la

ir
e
⇔

∀(
A
,B

)
∈
P
(J

)2
,
g
(A

∪
B
)
�

g
(A

)
+
g
(B

)
−

g
(A

∩
B
)

⇔
∀(
X
,Y

)∈
P
(J

)2
,∀
z
∈
Y

C
,X

⊂
Y

⇒
g
(X

� )
−
g
(X

)
�

g
� Y

� )
−
g
(Y

)
où

X
� :
=
X
∪{

z
}

et
Y

� :
=
Y
∪{

z
}

27



10
C

at
al

og
ue

de
co

nt
re

-e
xe

m
pl

es
p
ou

r
de

s
fo

rm
ul

at
io

ns
qu

in
e

m
ar

ch
en

t
pa

s

10
.1

Fo
rm

ul
at

io
ns

p
ou

r
le

pr
ob

lè
m

e
ét

ud
ié

pa
r

Q
ue

yr
an

ne
[1

2]

10
.1

.1
U

n
e

fo
rm

u
la

ti
on

av
ec

va
ri

ab
le

s
d
is

jo
n
ct

iv
es

P
ou

r
gé

re
r

le
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

de
s

tâ
ch

es
da

ns
le

pr
ob

lè
m

e
ét

ud
ié

pa
r

Q
ue

yr
an

ne
,

on
pe

ut
d’

ab
or

d
pe

ns
er

qu
’il

su
ffi

t
d’

in
tr

od
ui

re
de

s
va

ri
ab

le
s

di
sj

on
ct

iv
es

(a
i,
j
) (
i,
j)
∈J

<
qu

ii
nd

iq
ue

nt
si
J
i
a

lie
u

av
an

t
J
j

(a
i,
j
=
1

da
ns

ce
ca

s)
.O

n
co

ns
id

èr
e

al
or

s
le

po
ly

èd
re

su
iv

an
t

:

P
C
,a
=

      

∀j
∈
J
,
C

j
�

p j
(1

)
∀(
i,
j)

∈
J
<
,
0
�

a
i,
j
�

1
(2

)
(C

,a
)
∈

R
n
×

R
J
<

∀(
i,
j)

∈
J
<
,
C

i
−

p i
−

C
j
�

−
p(
J
)
∗a

i,
j

(3
)

∀(
i,
j)

∈
J
<
,
C

j
−

p j
−

C
i
�

−
p(
J
)
∗(

1
−
a
i,
j
)

(4
)

      

E
n

eff
et

po
ur

(i
,j
)∈

J
<
,
si

a
i,
j
=
1

la
co

nt
ra

in
te

(4
)

s’
éc

ri
t
C

j
−

p j
−

C
i
�

0
so

it
C

j
�

C
i
+

p j
,
on

re
tr

ou
ve

la
co

nt
ra

in
te

de
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

vo
ul

ue
,
et

si
a
i,
j
=
0

c’
es

t
la

co
nt

ra
in

te
(3

)
qu

i
do

nn
e

C
i
�

C
j
+

p j
.

M
ai

s
la

co
nt

ra
in

te
(4

)
da

ns
le

ca
s

où
a
i,
j
=

0
do

nn
e
−
C

i
�

−
p(
J
)
−

C
j
+

p j
so

it
C

i
�

p(
J
)
+

(C
j
−
p j
).

C
et

te
co

nt
ra

in
te

es
t

va
lid

e
po

ur
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

pu
is

qu
’a

lo
rs

on
a

né
ce

ss
ai

re
m

en
t
C

i
�

p(
J
),

et
qu

e
la

co
nt

ra
in

te
(1

)
as

su
re

qu
e
C

j
−
p j

�
0.

D
e

m
êm

e
la

co
nt

ra
in

te
(3

)
es

t
va

lid
e

po
ur

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
m

êm
e

qu
an

d
a
i,
j
=
1.

R
és

ou
dr

e
le

pr
ob

lè
m

e
de

Q
ue

yr
an

ne
re

vi
en

t
al

or
s

à
m

in
im

is
er

un
e

fo
nc

ti
on

lin
éa

ir
e

de
s
C

i
su

r
le

s
po

in
ts

en
ti
er

s
de

P
C
,a

(e
n

fa
it

on
n’

a
be

so
in

de
l’i

nt
ég

ri
té

se
ul

em
en

t
po

ur
le

s
a
i,
j
,m

ai
s

si
le

s
du

ré
es

de
s

tâ
ch

es
so

nt
en

ti
èr

es
le

s
C

i
le

so
nt

au
ss

id
an

s
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

).
M

ai
s

ré
so

ud
re

un
P

LN
E

n’
es

t
pa

s
fa

ci
le

,
à

m
oi

ns
d’

êt
re

sû
r

qu
’e

n
ré

so
lv

an
t

le
re

lâ
ch

é
co

nt
in

u
on

to
m

be
su

r
un

po
in

t
en

ti
er

,c
e

qu
in

’e
st

pa
s

le
ca

s
ic

id
’a

pr
ès

le
pe

ti
t

co
nt

re
-e

xe
m

pl
e

su
iv

an
t.

C
on

tr
e-

ex
em

p
le

0 |
J
1

J
2

P
ou

r
le

pr
ob

lè
m

e
où

n
=

2,
p
1
=

2
et

p 2
=

3,
et

où
on

a
do

nc
p(
J
)
=

5
on

co
ns

id
èr

e
le

ve
ct

eu
r
so

lu
ti
on

dé
fin

ip
ar

C
1
=

2,
C

2
=

3
et

a
1
,2
=

3/
5

C
1
−
p 1
−
C

2
=

2
−
2
−
3

=
−
5
∗(

3/
5)

=
−
p(
J
)
∗a

1
,2

do
nc

la
co

nt
ra

in
te

(3
)

es
t

sa
tu

ré
e

C
2
−
p 2
−
C

1
=

3
−
3
−
2

=
−
5
∗(

2/
5)

=
−
p(
J
)
∗(

1
−
a
1
,2
)

do
nc

la
co

nt
ra

in
te

(4
)

es
t

sa
tu

ré
e

D
on

c
(C

,a
)

es
t

un
po

in
t

ex
tr

êm
e

de
P

C
,a

en
ta

nt
qu

e
po

in
t

de
P

C
,a

sa
tu

ra
nt

de
ux

in
ég

al
it
és

.
P
ou

rt
an

t
il

n’
es

t
pa

s
en

ti
er

,e
t

il
ne

re
pr

és
en

te
pa

s
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

va
lid

e.

La
co

nc
lu

si
on

n’
es

t
pa

s
qu

e
ce

tt
e

fo
rm

ul
at

io
n

av
ec

de
s

va
ri
ab

le
s

di
sj

on
ct

iv
es

es
t

fa
us

se
,

m
ai

s
qu

’e
lle

n’
ap

po
rt

e
ri
en

,a
u

co
nt

ra
ir
e

el
le

no
us

in
ci

te
à

ut
ili

se
r

un
al

go
ri
th

m
e

ex
po

ne
nt

ie
la

lo
rs

qu
e

le
pr

ob
lè

m
e

es
t

da
ns

P
.

10
.1

.2
U

n
e

fo
rm

u
la

ti
on

av
ec

d
es

ve
ct

eu
rs

tr
ié

s

U
ne

au
tr

e
ap

pr
oc

he
es

t
de

se
di

re
qu

e
l’o

n
a

be
so

in
de

co
nn

aî
tr

e
(e

n
pl

us
de

s
va

le
ur

s
C

i)
l’o

rd
re

da
ns

le
qu

el
le

s
tâ

ch
es

so
nt

eff
ec

tu
ée

s,
au

tr
em

en
t

di
t

le
σ
∈
S

n
qu

ir
en

d
� C

σ
(j
)�

j∈
[1
..
n
]
cr

oi
ss

an
t.

E
n

ad
m

et
ta

nt
qu

’o
n

sa
it

ob
te

ni
r

de
m

an
iè

re
lin

éa
ir
e

à
pa

rt
ir

de
C

le
ve

ct
eu

r
−→ C

de
se

s
co

m
po

sa
nt

es
tr

ié
es

(i
.e

.−→ C
=
� C

σ
(j
)�

j∈
[1
..
n
]),

on
im

ag
in

e
êt

re
ca

pa
bl

e
d’

ex
pr

im
er

le
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t.

M
ai

s
si

on
es

sa
ye

on
éc

ri
t
−→ C

2
�

−→ C
1
+
p k

,o
ù
k

do
it

êt
re

l’i
nd

ic
e

de
la

pr
em

iè
re

tâ
ch

e,
i.e

.k
=
σ
(1
),

m
al

he
ur

eu
se

m
en

t
on

ne
co

nn
aî

t
pa

s
σ
(1
).

To
ut

le
pr

ob
lè

m
e

es
t

là
co

n
n
aî

tr
e

le
s

va
le

u
rs

tr
ié

es
es

t
m

oi
n
s

fo
rt

qu
e

co
n
n
aî

tr
e

le
tr

i.

28

U
ne

au
tr

e
fa

ço
n

de
se

co
nv

ai
nc

re
qu

e
le

s(
−→ C

i)
ne

pe
uv

en
te

xp
ri
m

er
(à

eu
x

se
ul

s)
le

no
n-

ch
ev

au
ch

em
en

t,
es

t
qu

’u
n

m
êm

e
ve

ct
eu

r
−→ C

pe
ut

co
rr

es
po

nd
re

to
ut

au
ta

nt
à

un
C

co
da

nt
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

ré
al

i-
sa

bl
e

qu
’à

un
C

co
da

nt
un

ch
ev

au
ch

em
en

t.
C

on
tr

e-
ex

em
p
le

Av
ec

n
=

3,
p 1

=
1,

p 2
=

2,
p 3

=
3

le
ve

ct
eu

r
C
=
(6
,4
,3
)

co
rr

es
po

nd
à

0|
�

�
�

�
�

�
J
1 C

1
=

4
|

J
2

C
2
=

6
|

J
3

C
3
=

3|

le
ve

ct
eu

r
C

� =
(4
,6
,3
)

co
rr

es
po

nd
à

0|
�

�
�

�
�

�
J
1 C

� 1
=

6
|

J
2

C
� 2
=

4
|

J
3

|
C

� 3
=

3
po

ur
ta

nt
−→ C

=
−→ C�

=
(3
,4
,6
)

10
.2

Fo
rm

ul
at

io
ns

p
ou

r
no

tr
e

pr
ob

lè
m

e
ju

st
e-

à-
te

m
ps

10
.2

.1
U

n
e

fo
rm

u
la

ti
on

av
ec

d
es

va
ri

ab
le

s
ad

ap
té

es
à

la
ge

st
io

n
d
e

p
ro

je
t

Si
l’o

n
m

od
él

is
e

un
pr

oj
et

pa
r

un
en

se
m

bl
e

de
tâ

ch
es

à
ré

al
is

er
,l

ié
es

pa
r

de
s

co
nt

ra
in

te
s

de
pr

é-
cé

de
nc

e
un

iq
ue

m
en

t,
on

es
t

ra
m

en
é

à
un

pr
ob

lè
m

e
d’

or
do

nn
an

ce
m

en
t

av
ec

un
e

in
fin

it
é

de
m

ac
hi

ne
s.

Il
n’

es
t

al
or

s
pl

us
qu

es
ti
on

de
s

co
nt

ra
in

te
s

de
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

pu
is

qu
e

le
s

tâ
ch

es
ne

so
nt

pl
us

en
co

nfl
it

po
ur

ut
ili

se
r
la

m
ac

hi
ne

,e
lle

s
so

nt
en

re
va

nc
he

so
um

is
es

au
x

co
nt

ra
in

te
s

de
pr

éc
éd

en
ce

,
qu

i
on

t
la

m
êm

e
fo

rm
e

:s
iJ

i
do

it
êt

re
ex

éc
ut

ée
av

an
t
J
j
,l

a
co

nt
ra

in
te

s’
éc

ri
t
C

j
�

C
i
+
p j

.L
a

di
ffé

re
nc

e
pa

r
ra

pp
or

t
au

ca
s

un
e

m
ac

hi
ne

c’
es

t
qu

’o
n

n’
a

p
lu

s
d
e

co
nt

ra
in

te
s

av
ec

al
te

rn
at

iv
e

:s
oi

t
J
i
et

J
j

so
nt

lié
es

pa
r

la
co

nt
ra

in
te

de
pr

éc
éd

en
ce

C
j
�

C
i
+
p j

,s
oi

t
el

le
s

so
nt

lié
es

pa
r
C

i
�

C
j
+
p i

,s
oi

t
J
i
et

J
j

ne
so

nt
pa

s
lié

es
.

D
an

s
ce

ca
dr

e
il

ex
is

te
un

e
fo

rm
ul

at
io

n
ad

ap
té

e
à

la
m

in
im

is
at

io
n

d’
un

e
fo

nc
ti
on

co
ût

ty
pe

ju
st

e-
à-

te
m

ps
,i

.e
� j∈

J

α
j
[C

j
−

d
j
]+

+
β
j
[d

j
−

C
j
]+

où
le

s
(d

j
) j

∈J
so

nt
le

s
da

te
s

d’
éc

hé
an

ce
so

uh
ai

té
es

.

C
et

te
fo

rm
ul

at
io

n
es

t
dé

ve
lo

pp
ée

so
us

fo
rm

e
d’

ex
er

ci
ce

da
ns

[4
]e

t
co

ns
is

te
es

se
nt

ie
lle

m
en

t
à

in
-

tr
od

ui
re

,e
n

pl
us

de
s

va
ri
ab

le
s
(C

j
) j

∈J
,d

es
va

ri
ab

le
s
(F

j
) j

∈J
re

pr
és

en
ta

nt
la

pé
na

lit
é

en
ge

nd
ré

e
pa

r
le

s
tâ

ch
es

(i
.e

.F
j
=

α
j
e j

+
β
j
t j

po
ur

no
tr

e
co

da
ge

).

O
n

ob
ti
en

t
as

se
z

fa
ci

le
m

en
t

le
s

co
nt

ra
in

te
s
∀j

∈
J
,
F
j
�

α
j
(d

j
−

C
j
)

et
∀j

∈
J
,
F
j
�

β
j
(C

j
−

d
j
)

en
éc

ri
va

nt
F
j
=

α
j
[C

j
−
d
j
]+

+
β
j
[d

j
−
C

j
]+

=
α
j
m
ax

[0
,C

j
−
d
j
]+

β
j
m
ax

[0
,d

j
−
C

j
]

=
m
ax

[0
,α

j
(C

j
−
d
j
)]
+
m
ax

[0
,β

j
(d

j
−
C

j
)]

=
m
ax

[α
j
(C

j
−
d
j
),
β
j
(d

j
−
C

j
)]

O
n

m
on

tr
e

en
su

it
e

qu
e

ça
su

ffi
t

c’
es

t-
à-

di
re

qu
e

le
s

po
in

ts
ex

tr
êm

es
su

sc
ep

ti
bl

es
d’

êt
re

at
te

in
ts

en
m

in
im

is
an

t
�

F
j

vé
ri
fie

ro
nt

bi
en

F
j
=

m
ax

[α
j
(C

j
−

d
j
),
β
j
(d

j
−

C
j
)]
.

O
n

a
do

nc
es

sa
yé

de
tr

an
sp

os
er

ce
la

à
no

tr
e

ca
s

en
re

m
pl

aç
an

t
le

s
co

nt
ra

in
te

s
de

pr
éc

éd
en

ce
pa

r
de

s
co

nt
ra

in
te

s
es

sa
ya

nt
de

tr
ad

ui
re

le
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t,

et
on

a
co

ns
id

ér
é

le
po

ly
èd

re
16

su
iv

an
t

:

P
"F

C
"
=

    

∀j
∈
J
,
F
j
�

α
j
(d

−
C

j
)

(C
,F

)
∈

R
n
×

R
n

∀j
∈
J
,
F
j
�

β
j
(C

j
−

d
)

∀S
∈
P

∗ (
J
),

p
∗C

(S
)
�

g
(S

)

    

16
.

N
ot

ez
qu

’ic
il

e
po

ly
èd

re
dé

pe
nd

de
s

po
id

s
α

et
β
,p

ui
sq

u’
ils

so
nt

né
ce

ss
ai

re
s

à
la

va
ri

ab
le

F
j

29



M
ai

s
le

s
va

ri
ab

le
s
C

i
ne

pe
uv

en
t

tr
ad

ui
re

le
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t.

D
an

s
l’i

dé
e

on
pe

ut
di

re
qu

’e
lle

s
so

nt
ad

ap
té

es
qu

an
d

le
"0

es
t

im
po

rt
an

t"
,c

’e
st

-à
-d

ir
e

qu
an

d
le

s
tâ

ch
es

vo
nt

se
ca

le
r

à
ga

uc
he

pa
rc

e
qu

’o
n

es
t

da
ns

un
pr

ob
lè

m
e

ré
gu

lie
r,

m
ai

s
pa

s
au

x
pr

ob
lè

m
es

ju
st

e-
à-

te
m

ps
(n

on
re

st
ri
ct

ifs
)

où
c’

es
t

"d
qu

ie
st

im
po

rt
an

t"
,e

t
qu

id
oi

t
se

rv
ir

d’
or

ig
in

e
pa

rc
e

qu
e

c’
es

t
au

to
ur

de
d

qu
e

le
s

tâ
ch

es
se

co
lle

nt
.

E
n

pr
at

iq
ue

da
ns

le
s

in
st

an
ce

s
où

d
es

t
tr

ès
gr

an
d

de
va

nt
m
ax

{g
(S

)|S
∈

P
(J

)}
,

co
m

m
e

da
ns

l’e
xe

m
pl

e
su

iv
an

t,
le

s
tâ

ch
es

on
t

to
ut

e
lib

er
té

qu
an

t
à

le
ur

ch
ev

au
ch

em
en

t.
C

on
tr

e-
ex

em
p
le

P
ou

r
l’i

ns
ta

nc
e

:
p 1

:=
1

α
1
:=

1
β
1
:=

2
d
:=

10
g
({
1}
)
=

p2 1
=

1
g
({
1,
2}
)
=

p2 1
+
p2 2

+
p 1
p 2

=
7

p 2
:=

2
α
2
:=

2
β
2
:=

3
g
({
2}
)
=

p2 2
=

4

il
ex

is
te

un
po

in
t

ex
tr

êm
e

av
ec

ch
ev

au
ch

em
en

t
:

0|
| 8

| 9
d
=

10|
J
1

J
2

C
1
:=

10

C
2
:=

10
C

1
p 1

=
9
�

1

F
1
:=

0
C

2
p 2

=
16

�
4

F
1
=

0
=

α
1
(d
−
C

1
)

F
2
=

0
=

α
2
(d
−
C

2
)

F
2
:=

0
C

1
p 1

+
C

2
p 2

=
25

�
7

F
1
=

0
=

β
1
(C

1
−
d
)

F
2
=

0
=

β
2
(C

2
−
d
)

R
em

ar
qu

e
:

Le
po

in
t
(F

,C
)

es
t

un
po

in
t

ex
tr

êm
e

de
P

"F
C

"
ca

r
il

sa
tu

re
qu

at
re

co
nt

ra
in

te
s

lin
éa

ir
em

en
t

in
dé

pe
nd

an
te

s.
B

ie
n

qu
e

ce
s

co
nt

ra
in

te
s

ai
en

t
l’a

ir
de

ux
à

de
ux

re
do

nd
an

te
s

pa
rc

e
qu

’o
n

lit
de

ux
fo

is
F
i
�

0,
il

s’
ag

it
bi

en
de

co
nt

ra
in

te
s

lin
éa

ir
em

en
t
in

dé
pe

nd
an

te
s

pu
is

qu
’e

lle
s

co
rr

es
po

nd
en

t
au

x
ve

ct
eu

rs
17

(1
,0
,α

1
,0
)
=
(1
,0
,1
,0
),
(1
,0
,−

β
1
,0
)
=
(1
,0
,−

2,
0)

,(
0,
1,
0,
α
2
)
=
(0
,1
,0
,2
)

et
(0
,1
,0
,−

β
2
)
=
(0
,1
,0
,−

3)
,

qu
is

on
t

bi
en

lin
éa

ir
em

en
t

in
dé

pe
nd

an
ts

.
�

10
.2

.2
U

n
e

fo
rm

u
la

ti
on

av
ec

u
n
e

n
ou

ve
ll
e

fo
n
ct

io
n

g̃
p
ou

r
le

n
on

-c
h
ev

au
ch

em
en

t

P
ui

sq
ue

Q
ue

yr
an

ne
[1

2]
a

ré
us

si
a

tr
ad

ui
re

le
no

n-
ch

ev
au

ch
em

en
t

en
co

ns
id

ér
an

t
le

s
co

ût
s
ω

S

po
ur

to
us

le
s
S
⊂
J
,o

n
pe

ut
es

pé
re

r
fa

ir
e

de
m

êm
e

da
ns

le
pr

ob
lè

m
e

ju
st

e-
à-

te
m

ps
.O

n
ve

ut
do

nc
,

po
ur

ch
aq

ue
S
⊂
J
,m

in
or

er
le

co
ût

en
ge

nd
ré

pa
r

le
s

tâ
ch

es
de

S
po

ur
ω
j
=
p j

,p
ar

le
co

ût
m

in
im

al
d’

un
or

do
nn

an
ce

m
en

t
de

ce
s

tâ
ch

es
po

ur
ω
j
=
p j

,q
u’

on
no

te
al

or
s
g̃
(S

),
A

ut
re

m
en

t
di

t
on

s’
in

té
re

ss
e

au
po

ly
èd

re
su

iv
an

t
:

P
"e

,t
,δ

"
=

        

∀j
∈
J
,
0
�

δ j
�

1

(e
,t
,δ
)
∈

R
n
×

R
n
×

Z
n

∀j
∈
J
,
e j

�
M

δ j

∀j
∈
J
,
t j
�

M
(1

−
δ j
)

∀S
∈
P

∗ (
J
),

α
∗e

(S
)
+
β
∗t
(S

)
�

g̃
(S

)

        

C
om

m
e

Q
ue

yr
an

ne
ut

ili
se

la
rè

gl
e

de
Sm

it
h

po
ur

dé
fin

ir
g
,o

n
ut

ili
se

un
ré

su
lt
at

de
H

al
le

t
P
os

ne
r

[7
]p

ou
rc

al
cu

le
rc

es
va

le
ur

sg̃
(S

).
E

n
eff

et
,i

ls
id

en
ti
fie

nt
le

ca
sω

j
=
p j

co
m

m
e

po
ly

no
m

ia
le

n
pr

op
os

an
t

l’a
lg

or
it
hm

e
su

iv
an

t:
1.

Tr
ie

r
le

s
tâ

ch
es

pa
r

du
ré

es
dé

cr
oi

ss
an

te
s,

et
fo

rm
er

ai
ns

iu
n

bl
oc

.
2.

Tr
ou

ve
r

à
pa

rt
ir

de
qu

el
le

tâ
ch

e
la

m
oi

ti
é

de
p(
J
)

es
t

éc
ou

lé
e,

et
pl

ac
er

le
bl

oc
de

so
rt

e
qu

e
d

co
ïn

ci
de

av
ec

la
fin

de
ce

lle
-c

i.

O
n

su
pp

os
e

da
ns

la
su

it
e

de
ce

tt
e

se
ct

io
n

qu
e
(p

j
) j

∈[
1
..
n
]
es

t
dé

cr
oi

ss
an

te
de

so
rt

e
qu

e
l’é

ta
pe

1
de

vi
en

t
su

pe
rfl

ue
.P

ou
r

si
m

ul
er

l’é
ta

pe
2,

on
po

se
po

ur
ch

aq
ue

S
⊂
J
,r

(S
):
=
m
in
� i

∈
S
|� j∈

S
j�

i

p j
>

p(
S
)/
2�

.

d|
J
m
in
(S

)
.
.
.

J
r
(S

)
.
.
.

J
m
a
x
(S

)

p(
S
)/
2

p(
S
)/
2

17
.

U
ne

co
nt

ra
in

te
lin

éa
ir

e
s’

éc
ri

t
to

uj
ou

rs
�u
|x
��

c,
et

l’e
ns

em
bl

e
de

s
po

in
ts

la
vé

ri
fia

nt
es

t
al

or
s

un
de

m
i-e

sp
ac

e
dé

lim
it
é

pa
r

un
hy

pe
rp

la
n

(a
ffi

ne
)

de
ve

ct
eu

r
no

rm
al

u
,o

n
ex

pl
ic

it
e

ic
il

es
ve

ct
eu

rs
u

co
rr

es
po

nd
an

t
à

ce
s

4
in

ég
al

it
és

30

O
n

pe
ut

al
or

s
éc

ri
re

g̃
(S

)
=
� j∈

S
j�

r
(S

)

p j
∗p
� S

∩�
j.
.r
(S

)�
�

+
� i∈
S

i>
r
(S

)

p i
∗p
� S

∩�
r(
S
).
.i
��

.

E
n

no
ta

nt
E

� (
S
)
=

S
∩

[1
..
r(
S
)]

le
s

tâ
ch

es
en

av
an

ce
da

ns
l’o

rd
on

na
nc

em
en

t
fo

ur
ni

pa
r

l’a
lg

o-
ri
th

m
e

po
ur

l’e
nt

ré
e
S

,e
tT

(S
)
=

S
∩
]r
(S

).
.n
]
ce

lle
se

n
re

ta
rd

,o
n

a
au

ss
ig̃

(S
)
=

g
� E

� (
S
)�
+
g
� T

(S
)�

.
C

el
a

ne
si

gn
ifi

e
pa

s
qu

e
g̃

es
t

la
so

m
m

e
de

de
ux

fo
nc

ti
on

s
su

pe
r-

m
od

ul
ai

re
s,

m
ai

s
ce

tt
e

éc
ri
tu

re
no

us
do

nn
ai

t
bo

n
es

po
ir

qu
e
g̃

so
it

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

.
O

n
a

es
sa

yé
de

le
m

on
tr

er
en

s’
ap

pu
ya

nt
su

r
la

ca
-

ra
ct

ér
is

at
io

n
∀X

⊂
Y
⊂
J
,
∀z

∈
Y

C
,
g̃
� X

∪{
z}
� −

g̃
(X

)
�

g̃
� Y

∪{
z}
� −

g̃
(Y

)
(c

f.
dé

fin
it
io

n
9.

7)
.

A
pr

ès
un

e
én

or
m

e
di

sj
on

ct
io

n
de

ca
s

su
r

l’o
rd

re
en

tr
e
r(
X
),
r(
Y
)

et
z

(p
ou

r
X

⊂
Y
⊂
J

et
z
∈
Y

C
),

on
a

tr
ou

vé
le

co
nt

re
-e

xe
m

pl
e

su
iv

an
t

qu
ia

tt
es

te
qu

e
g̃

n
’e

st
p
as

su
p
er

-m
od

u
la

ir
e.

C
on

tr
e-

ex
em

p
le

p 1
:=

10

p 2
:=

6

p 3
:=

4

p 4
:=

2

X
:=

{1
,2
}

p(
X
)
=

10
+
6
=

16
p(
X
)/
2
=

8
∈
[0
,p

1
[

do
nc

r(
X

)
=

1

Y
:=

{1
,2
,4
}

p(
Y
)
=

16
+
2
=

18
p(
Y
)/
2
=

9
∈
[0
,p

1
[

do
nc

r(
Y
)
=

1

X
� :
=

X
∪{

z}
p(
X

� )
/2

=
p(
X
)/
2
+
p z
/2

=
10

∈
[p

1
,p

1
+
p 2
[

do
nc

r(
X

� )
=

2

Y
� :
=

Y
∪{

z}
p(
Y

� )
/2

=
p(
Y
)/
2
+
p z
/2

=
11

∈
[p

1
,p

1
+
p 2
[

do
nc

r(
Y

� )
=

2

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

1
2

z
=

3
4

p(
X
)/
2

p(
X
)/
2

p(
X

� )
/2

p(
X

� )
/2

g̃
(X

)
=

10
∗0

+
6
∗6

=
36

g̃
(X

� )
=

10
∗6

+
6
∗0

+
4
∗4

=
76

�
do

nc
g̃
(X

� )
−

g̃
(X

)
=

40

g̃
(Y

)
=

10
∗0

+
6
∗6

+
28

=
36

+
16

g̃
(Y

� )
=

10
∗6

+
6
∗0

+
4
∗4

+
26

=
76

+
12

�
do

nc
g̃
(Y

� )
−

g̃
(Y

)
=

40
+
(1
2
−

16
)
=

40
−

4

O
n

a
do

nc
ic

i
g̃
� X

∪{
z}
� −

g̃
(X

)
>

g̃
� Y

∪{
z}
� −

g̃
(Y

),
al

or
s

qu
e
X

⊂
Y
⊂
J

et
z
∈
Y

C
.

Si
la

fo
nc

ti
on

g̃
av

ai
t

ét
é

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

,i
la

ur
ai

t
en

co
re

fa
llu

m
on

tr
er

qu
e

le
s

po
in

ts
ex

tr
êm

es
de

P
"e

,t
,δ

"
(o

u
du

m
oi

ns
ce

ux
qu

’o
n

pe
ut

at
te

in
dr

e
en

m
in

im
is

an
t

le
co

ût
)

co
de

nt
bi

en
de

s
or

do
n-

na
nc

em
en

ts
sa

ns
-c

he
va

uc
he

m
en

t.
O

n
au

ra
it

al
or

s
pu

ré
so

ud
re

no
tr

e
pr

ob
lè

m
e

pa
r

un
al

go
ri
th

m
e

de
B

ra
nc

h-
an

d-
C

ut
,

do
nt

le
pr

ob
lè

m
e

de
sé

pa
ra

ti
on

au
ra

it
co

ns
is

té
à

m
ax

im
is

er
la

fo
nc

ti
on

su
pe

r-
m

od
ul

ai
re

Γ̃
:=

S
�→

g̃
(S

)
−

α
∗e

(S
)
−

β
∗t

(S
),

ce
qu

ie
st

un
pr

ob
lè

m
e

po
ly

no
m

ia
l.

La
di

ffi
cu

lt
é

du
pr

ob
lè

m
e

(c
om

m
e

la
co

m
pl

ex
it
é

de
l’a

lg
or

it
hm

e)
au

ra
it

al
or

s
ré

si
dé

da
ns

la
pa

rt
ie

br
an

ch
em

en
t

de
l’a

lg
or

it
hm

e,
c’

es
t-

à-
di

re
da

ns
le

ch
oi

x
de

δ,
ce

qu
ie

st
co

hé
re

nt
av

ec
la

do
m

in
an

ce
�

�
r

:u
ne

fo
is

qu
’o

n
a

dé
ci

dé
de

la
ré

pa
rt

it
io

n
en

tr
e

av
an

ce
et

re
ta

rd
de

s
tâ

ch
es

,i
ls

uffi
t

de
de

ux
tr

is
po

ur
ob

te
ni

r
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t

op
ti
m

al
.

31



11
N

ot
at

io
ns

11
.1

N
ot

at
io

ns
gé

né
ra

le
s

D
an

s
to

ut
le

do
cu

m
en

t
J

dé
si

gn
e

un
en

se
m

bl
e

fin
in

on
vi

de
pu

is
qu

’il
m

od
él

is
e

no
tr

e
en

se
m

bl
e

de
tâ

ch
es

.
O

n
no

te
ra

n
=

#
J

et
on

as
si

m
ile

ra
J

à
[1
..
n
].

P
ui

sq
u’

on
tr

av
ai

lle
le

pl
us

so
uv

en
t

da
ns

R
J
,

le
s

ve
ct

eu
rs

co
ns

id
ér

és
so

nt
im

pl
ic

it
em

en
t

de
ta

ill
e
n
.

[1
..
n
]

dé
si

gn
e

l’e
ns

em
bl

e
de

s
en

ti
er

s
co

m
pr

is
en

tr
e

1
et

n

x
i

dé
si

gn
e

la
i-è

m
e

co
m

po
sa

nt
e

du
ve

ct
eu

r
x
,p

ou
r
i
∈
[1
..
n
]

x y
dé

si
gn

e
le

ve
ct

eu
r

qu
ot

ie
nt

co
m

po
sa

nt
e

pa
r

co
m

po
sa

nt
e

i.e
.

x y
i
=

x
i

y
i

1
dé

si
gn

e
le

ve
ct

eu
r
(1
,1
,.
..
,1
)

1 S
dé

si
gn

e
le

ve
ct

eu
r

in
di

ca
te

ur
du

so
us

en
se

m
bl

e
S

de
[1
..
n
]

i.e
.X

i
=

1
⇔

i
∈
S

1 {
i}

dé
si

gn
e

do
nc

le
i-è

m
e

ve
ct

eu
r

de
la

ba
se

ca
no

ni
qu

e
po

ur
i
∈
[1
..
n
]

�x
|y
�

dé
si

gn
e

le
pr

od
ui

t
sc

al
ai

re
du

ve
ct

eu
rs

x
pa

r
le

ve
ct

eu
r
y

i.e
x
.y

=
n � i=
1

x
iy

i

x
(S

)
dé

si
gn

e
la

so
m

m
e

de
s

co
m

po
sa

nt
es

da
ns

S
d’

un
ve

ct
eu

r
x

i.e
x
(S

)
=

�x
|1

S
�=

� i∈
S

x
i

x
∗y

(S
)

dé
si

gn
e,

po
ur

de
ux

ve
ct

eu
rs

x
et

y
,e

t
po

ur
S
⊂

J
,l

a
so

m
m

e
� i∈
S

x
iy

i

[t
]+

dé
si

gn
e

la
pa

rt
ie

po
si

ti
ve

d’
un

ré
el

t
i.e

[t
]+

=
m
ax

(t
,0
)

[t
]−

dé
si

gn
e

la
pa

rt
ie

né
ga

ti
ve

d’
un

ré
el

t
i.e

[t
]−

=
m
ax

(−
t,
0)

P
(X

)
dé

si
gn

e
le

s
pa

rt
ie

s
de

l’e
ns

em
bl

e
X

P
∗ (
X
)

dé
si

gn
e

le
s

pa
rt

ie
s

no
n

vi
de

de
l’e

ns
em

bl
e
X

S
n

dé
si

gn
e

l’e
ns

em
bl

e
de

s
pe

rm
ut

at
io

ns
de

[1
..
n
]

f /
X

dé
si

gn
e

la
re

st
ri
ct

io
n

de
la

fo
nc

ti
on

f
à

l’e
ns

em
bl

e
X

X
\Y

dé
si

gn
e

l’e
ns

em
bl

e
X

pr
iv

é
de

l’e
ns

em
bl

e
Y

X
C

dé
si

gn
e

le
co

m
pl

ém
en

ta
ir
e

de
l’e

ns
em

bl
e
X

X
<

dé
si

gn
e
{(
i,
j)
∈
X
×
X

|i
<

j}
po

ur
(X

,<
)

un
en

se
m

bl
e

or
do

nn
é

�
se

ra
ut

ili
sé

co
m

m
e

ab
ré

vi
at

io
n

de
dé

cr
oi

ss
an

t
(a

u
se

ns
la

rg
e)

��
se

ra
ut

ili
sé

co
m

m
e

ab
ré

vi
at

io
n

de
st

ri
ct

em
en

t
dé

cr
oi

ss
an

t

11
.2

N
ot

at
io

ns
d’

an
al

ys
e

co
nv

ex
e

C
on

v(
A
)

dé
si

gn
e

l’e
nv

el
op

pe
co

nv
ex

e
de

l’e
ns

em
bl

e
de

po
in

ts
A

⊂
R
n

C
C

°(
E
)

dé
si

gn
e

le
cô

ne
co

nv
ex

e
co

nt
en

an
t

0
en

ge
nd

ré
pa

r
l’e

ns
em

bl
e

de
ve

ct
eu

rs
E

⊂
R
n

E
xt

r(
C
)

dé
si

gn
e

l’e
ns

em
bl

e
de

s
po

in
ts

ex
tr

ém
au

x
d’

un
co

nv
ex

e
C

⊂
R
n

0+
(C

)
dé

si
gn

e
le

cô
ne

de
ré

ce
ss

io
n

d’
un

co
nv

ex
e
C

⊂
R
n

11
.3

N
ot

at
io

ns
p
ou

r
l’o

rd
on

na
nc

em
en

t

P
ou

r
l’i

ns
ta

nc
e

:
J

dé
si

gn
e

l’e
n
se

m
b
le

d
es

tâ
ch

es
n

dé
si

gn
e

le
n
om

b
re

d
e

tâ
ch

es
i.e

.n
=

#
J

p j
dé

si
gn

e
la

d
u
ré

e
de

la
tâ

ch
e
j
∈
J

α
j

dé
si

gn
e

le
co

û
t

d
’a

va
n
ce

po
ur

la
tâ

ch
e
j
∈
J

β
j

dé
si

gn
e

le
co

û
t

d
e

re
ta

rd
po

ur
la

tâ
ch

e
j
∈
J

ω
j

dé
si

gn
e

le
co

û
t

po
ur

la
tâ

ch
e
j
∈
J

da
ns

le
ca

s
sy

m
ét

ri
qu

e
i.e

.ω
j
=

α
j
=

β
j

r j
dé

si
gn

e
le

ra
ti

o
pr

ix
/d

ur
ée

po
ur

la
tâ

ch
e
j
∈
J

da
ns

le
ca

s
sy

m
ét

ri
qu

e
i.e

.r
j
=

ω
j

p
j

d
j

dé
si

gn
e

la
d
u
e

d
at

e
de

la
tâ

ch
e
j
∈
J

d
dé

si
gn

e
la

d
u
e

d
at

e
si

ce
lle

-c
ie

st
co

m
m

un
e

32

P
ou

r
un

or
do

nn
an

ce
m

en
t
S

(S
co

m
m

e
"s

ch
ed

ul
in

g"
)

:
C

j
(S

)
17

dé
si

gn
e

le
d
at

e
d
e

fi
n

de
la

tâ
ch

e
j
∈
J

e j
(S

)
17

dé
si

gn
e

l’a
va

n
ce

de
la

tâ
ch

e
j
∈
J
,i

.e
.e

j
=

[d
−
C

j
]+

t j
(S

)
17

dé
si

gn
e

le
re

ta
rd

de
la

tâ
ch

e
j
∈
J
,i

.e
.t

j
=

[C
j
−
d
]+

E
(S

)
dé

si
gn

e
l’e

ns
em

bl
e

de
s

(i
nd

ic
es

de
s)

tâ
ch

es
st

ri
ct

em
en

t
en

av
an

ce
i.e

.E
(S

)
=
� j

∈
[1
..
n
]
� �
C

j
<

d
�
=
� j

∈
[1
..
n
]
� �
e j

>
0�

E
� (
S)

dé
si

gn
e

l’e
ns

em
bl

e
de

s
(i
nd

ic
es

de
s)

tâ
ch

es
en

av
an

ce
ou

à
l’h

eu
re

i.e
.E

� (
S)

=
� j

∈
[1
..
n
]
� �
C

j
�

d
�
=
� j

∈
[1
..
n
]
� �
e j

�
0�

T
(S

)
dé

si
gn

e
l’e

ns
em

bl
e

de
s

(i
nd

ic
es

de
s)

tâ
ch

es
st

ri
ct

em
en

t
en

re
ta

rd
i.e

.T
(S

)
=
� j

∈
[1
..
n
]
� �
C

j
>

d
�
=
� j

∈
[1
..
n
]
� �
t j

>
0�

R
éf

ér
en

ce
s

[1
]

W
.
B

en
-A

m
eu

r
,
A

.
R

.
M

a
h
jo

u
b,

a
n
d

J.
N

et
o
,L

e
pr

ob
lè

m
e

de
co

up
e

m
ax

im
um

,H
er

m
ès

,
20

06
,p

p.
17

–6
0.

[2
]

D
.
B

is
k
u
p

a
n
d

M
.
F
el

d
m

a
n
n
,B

en
ch

m
ar

ks
fo

r
sc

he
du

lin
g

on
a

si
ng

le
m

ac
hi

ne
ag

ai
ns

t
re

s-
tr

ic
tiv

ea
nd

un
re

st
ri

ct
iv

e
co

m
m

on
du

e
da

te
s,

C
om

pu
te

rs
an

d
op

er
at

io
ns

re
se

ar
ch

,V
ol

28
(2

00
1)

,
pp

.7
87

–8
01

.
[3

]
M

.
R

.
G

a
r
ey

,
R

.
E
.
T
a
r
ja

n
,
a
n
d

G
.
T

.
W

il
fo

n
g
,O

ne
-p

ro
ce

ss
or

sc
ed

ul
in

g
w
ith

sy
m

m
ec

tr
ic

ea
rl
in

es
s

an
d

ta
rd

in
es

s
pe

na
lti

es
,M

at
he

m
at

ic
s

of
O

pe
ra

ti
on

s
R

es
ea

rc
h,

V
ol

13
(1

99
8)

,p
p.

33
0–

34
8.

[4
]

G
.
G

O
T

h
A

,M
od

èl
es

et
al

go
ri

th
m

es
en

or
do

nn
an

ce
m

en
t,

E
lli

ps
es

,2
00

4.
[5

]
M

.
G

rö
t
sc

h
el

,
L
.
L
o
va

sz
,
a
n
d

A
.
Sc

r
ij

v
er

,T
he

el
lip

so
id

m
et

ho
d

an
d

its
co

ns
eq

ue
nc

es
in

co
m

bi
na

to
ri

al
op

tim
iz

at
io

n,
C

om
bi

na
to

ri
ca

,V
ol

1
(1

98
1)

,p
p.

16
9–

19
7.

[6
]

N
.

G
.

H
a
ll

,
W

.
K

u
bi

a
k
,

a
n
d

S.
P
.S

et
h
i,

E
ar

lin
es

s-
ta

rd
in

es
s

sc
ed

ul
in

g
pr

ob
le

m
s,

2
:

D
e-

vi
at

io
n

of
co

m
pl

et
io

n
tim

es
ab

ou
t

a
co

m
m

on
du

e
da

te
,

O
pe

ra
ti
on

s
R

es
ea

rc
h,

V
ol

39
(1

99
1)

,
pp

.8
47

–8
56

.
[7

]
N

.G
.H

a
ll

a
n
d

M
.E

.P
o
sn

er
,E

ar
lin

es
s-

ta
rd

in
es

s
sc

ed
ul

in
g

pr
ob

le
m

s,
1

:W
ei

gh
te

d
de

vi
at

io
n

of
co

m
pl

et
io

n
tim

es
ab

ou
ta

co
m

m
on

du
e

da
te

,O
pe

ra
ti
on

s
R

es
ea

rc
h,

V
ol

39
(1

99
1)

,p
p.

83
6–

84
6.

[8
]

J.
A

.
H

o
o
g
ev

ee
n

a
n
d

S.
va

n
d
e

V
el

d
e,

Sc
he

du
lin

g
ar

ou
nd

a
sm

al
l

co
m

m
on

du
e

da
te

,
E

ur
op

ea
n

Jo
ur

na
lo

fO
pe

ra
ti
on

al
R

es
ea

rc
h,

V
ol

55
(1

99
1)

,p
p.

23
7–

24
2.

[9
]

H
.
G

.
K

a
h
lb

ac
h
er

,T
er

m
in

-
un

d
A

bl
au

fp
la

nu
ng

:
ei

n
an

al
yt

is
ch

er
Zu

ga
ng

,P
hD

th
es

is
,K

ai
-

se
rs

la
ut

er
n

U
ni

ve
rs

ity
of

Te
ch

no
lo

gy
,G

er
m

an
y,

19
92

.
[1

0]
J.

J.
K

a
n
et

,
M

in
im

iz
in

g
th

e
av

er
ag

e
de

vi
at

io
n

of
jo

b
co

m
pl

et
io

n
tim

es
ab

ou
t

a
co

m
m

on
du

e
da

te
,N

av
al

re
se

ar
ch

lo
gi

st
ic

s
qu

ar
te

rl
y,

V
ol

28
(1

98
1)

,p
p.

64
3–

65
1.

[1
1]

S.
T

.
M

c
C

o
r
m

ic
k
,S

ub
m

od
ul

ar
Fu

nc
tio

n
M

in
im

iz
at

io
n,

E
ls

ev
ie

r,
20

06
,c

h.
7,

p.
32

1–
39

1.
[1

2]
M

.
Q

u
ey

r
a
n
n
e,

St
ru

ct
ur

e
of

a
si

m
pl

e
sc

he
du

lin
g

po
ly

he
dr

on
,M

at
he

m
at

ic
al

P
ro

gr
am

m
in

g,
V
ol

58
(1

99
3)

,p
p.

26
3–

28
5.

[1
3]

R
.
T

.
R

o
c
k
a
fe

ll
a
r
,C

on
ve

x
A

na
ly

si
s,

P
ri
nc

et
io

n
U

ni
ve

rs
ity

P
re

ss
,1

97
0.

[1
4]

A
.
Sc

h
r
ij

v
er

,C
om

bi
na

to
ri

al
op

tim
iz

at
io

n,
A

lg
or

it
m

s
an

d
C

om
bi

na
to

ri
cs

,S
pr

in
ge

r,
20

02
.

[1
5]

S.
Iw

at
a

a
n
d

J.
O

r
li

n
,

A
si

m
pl

e
co

m
bi

na
to

ri
al

al
go

ri
th

m
e

fo
r

su
bm

od
ul

ar
fu

nc
tio

ns
m

in
i-

m
iz

at
io

n,
P

ro
ce

ed
in

gs
of

th
e

tw
en

ti
et

h
an

nu
al

A
C

M
-S

IA
M

Sy
no

ps
iu

m
on

di
sc

re
te

al
go

ri
th

m
s,

(2
00

9)
,p

p.
12

30
–1

23
7.

1.
Le

S
se

ra
so

uv
en

t
im

pl
ic

it
e

33



[1
6]

W
.
E
.
Sm

it
h
,V

ar
io

us
op

tim
iz

er
s

fo
r

si
ng

le
-s

ta
ge

pr
od

uc
tio

n,
N

av
al

re
se

ar
ch

lo
gi

st
ic

s
qu

ar
te

rl
y,

V
ol

3
(1

95
6)

,p
p.

59
–6

6.
[1

7]
F
.
So

u
r
d
,O

rd
on

na
nc

er
ju

st
e-

à-
te

m
ps

,m
ém

oi
re

d’
ha

bi
lit

at
io

n
à

di
ri
ge

r
de

s
re

ch
er

ch
es

,U
ni

ve
r-

si
té

P
ie

rr
e

et
M

ar
ie

C
ur

ie
,A

vr
il

20
08

.

34


